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1 Introduction

En analyse d’image il peut étre utile pour certaines applications de segmenter une image a
différents niveaux. Selon, ’application, certaines informations peuvent é&tre plus claires et donc plus
facilement exploitables & certains niveaux. Une pyramide d’images correspond & différents niveaux
de segmentation d’'une méme image; le niveau 0 correspond & l'image initiale, et les niveaux
suivants correspondent aux segmentations successives de 'image. Parmi les pyramides d’images
on discerne les pyramides d’images réguliéres (cf. [1]) et les pyramides d’images irréguliéres (cf.
[2, 3, 4]).

La plus part des algorithmes travaillant sur des images ont besoin d’extraire des informations,
telles que l'adjacence des régions d’une image (e.g. algorithme de segmentation par agrégation de
régions), ordre,... Par exemple, il peut étre utile de retrouver 'ordre des arétes qui composent le
bord d’une région 2D, ou en 3D de connaitre 'ordre des volumes, des faces autour d’une aréte ou
d’un sommet.

Beaucoup de pyramides irréguliéres sont définies & base de graphes [3, 5]. Plus récemment,
Brun et Kropatsch [6, 7, 8, 9] ont étudié les pyramides de cartes combinatoires 2D ; les cartes
combinatoires permettant de représenter I'information topologique de subdivisions de surfaces
orientables sans bords (par exemple I'information d’ordre qui n’est généralement pas représentée
par les graphes).

Les images 3D et 4D (le temps étant la 4eme dimension) sont maintenant des images usuelles.
Aussi, nous voulons étendre les travaux précédents a toute dimension, en définissant les pyramides
de cartes généralisées. Les cartes généralisées de dimension n (ou n-G-cartes) représentent la
topologie des quasi-variétés de dimension n [10], orientables ou non, avec ou sans bord. Nous
avons choisi les cartes généralisées du fait de leur définition qui est homogéne pour toute dimension.
Aussi, nous pouvons aisément définir des opérations génériques et des algorithmes.

Une pyramide de n-G-cartes peut étre construite de la maniére suivante. Etant donnée une n-G-
carte représentant par exemple une image, chaque niveau de la pyramide est déduit du précédent
niveau en appliquant simultanément suppressions et/ou contractions de cellules de dimension
quelconque’.

Il est essentiel pour beaucoup d’applications, d’établir la correspondance entre une cellule
d’un niveau donné, et I’ensemble des cellules des niveaux précédents dont la contraction ou la
suppression a entrainé la création de cette cellule. Par exemple en 2D, il peut étre utile d’associer
une face avec la région qui lui correspond & un niveau inférieur. En particulier, cela permet de
retrouver toute information contenue & un niveau inférieur de la pyramide. La notion de champs
récepteur (“receptive field” en anglais) a été introduite afin d’établir cette correspondance entre
les régions de différents niveaux. Tout d’abord, Cette notion a été définie dans le contexte de
hiérarchie de graphes [3], de la maniére suivante : le champs récepteur d’une cellule d’un niveau
a est ’ensemble de tous les pixels du niveau 0 qui “composent” cette cellule. Plus récemment,
Brun et Kropatsch ont défini la notion de champs récepteur d’un brin pour une pyramide de
cartes combinatoires 2D [11]. Cette notion est basée sur la notion de connecting walk entre un
brin survivant et son successeur & un niveau donné, cette derniére étant ’ensemble des brins qui
séparent ces deux brins au niveau précédent. La notion de fenétre de réduction généralise cette
notion de connecting walk & tout niveau.

L’objectif principal de ce rapport est de définir la notion d’orbite généralisée dans le cadre des
pyramides de n-G-cartes. Cette notion permet d’associer toute cellule de dimension quelconque
d’un niveau donné avec I’ensemble des cellules qui lui correspondent a un niveau inférieur. Cette
définition est basée sur une généralisation de la notion de connecting walk, qui est lui méme basé
sur l'opération de suppressions et contractions de cellules de dimension quelconque présentée dans
[12].

La notion d’orbite est une notion classique pour les cartes combinatoires et généralisées. Elle
permet de définir une cellule comme étant un ensemble de brins, un brin étant I'unique élé-

1Remarquons que les pyramides de cartes combinatoires 2D définies par Brun et Kropatsch sont construites
d’une maniére particuliére : chaque niveau impair (resp. pair) est déduit du précédent niveau en contractant (resp.
supprimant) des arétes.



ment composant les cartes (cf. section 2). Etant donnée une orbite (e.g. une cellule de dimension
quelconque) d'un certain niveau d’une pyramide, une orbite généralisée est I'union d’orbites cor-
respondante & un niveau inférieur. Cette notion généralise celle de champs récepteur pour toute
orbite (i.e. toute cellule) et tout niveau.

Ce rapport est organisé de la maniére suivante. Nous donnons en section 2 quelques brefs rappels
concernant les cartes généralisées de dimension n, et 'opération de suppressions et contractions
de cellules de dimension quelconque. La notion de pyramide de n-G-cartes est définie en section 3.
Dans le but de définir la notion d’orbite généralisée, nous abordons section 4.1, la notion de
chemin de connection puis de chemin de connection étendu. Dans cette section nous en donnons
deux définitions ce qui nous permet de déduire deux algorithmes de construction de chemin de
connection (I'un récursif et Pautre itératif en s’appuyant directement sur les définitions), et nous
donnons quelques propriétés de ces chemins et des ensembles de brins qu’ils forment. Puis, section 5,
nous définissons la notion d’orbite généralisée, nous abordons également quelques propriétés les
concernant ainsi qu’une variante possible. Enfin, nous concluons et donnons quelques perspectives
en section 6.

2 Rappels : n-G-cartes et suppression/contraction de cellules

Les cartes généralisées de dimension n (ou n-G-cartes) représentent la topologie d’objets sub-
divisés de dimension n, et plus précisément la topologie de quasi-variétés (voir [13, 14, 10]). Une
n-G-carte est composé d’un ensemble d’éléments abstraits (les brins), ainsi que des applications
définies sur ces brins.

Définition 1 (carte généralisée) : Soit n € Z, n > —1. Une n-carte généralisée, ou n-G-carte,
est une algébre G = (B, aq, ..., ay) 0 :

1. B est un ensemble fini de brins;
2.V 0<i<n,q; estune involution® sur B ;

3.V0<i<n—-2,Vi+2<j<n, a;0 o; est une involution.

Les cellules sont implicitement représentées comme des ensembles de brins. (voir [10] pour plus
de détails).

Définition 2 (i-cellule) : Soit G une n-G-carte, b un brin de cette G-carte, eti € N ={0,...,n}.
La i-cellule incidente & b est 'orbite3 :
<>nogiy (b) =< g, ... 01, Qigr, . 0 > (D).

La figure 1 illustre les notions de carte généralisée et de i-cellule. Intuitivement, une i-cellule
est ’ensemble de tous les brins qui peuvent étre atteints a partir de b, en utilisant une combinaison
quelconque des involutions exceptées «;. L’ensemble des i-cellules est une partition de ’ensemble
des brins B, pour chaque ¢ entre 0 et n. Deux cellules sont disjointes quand leur intersection
est vide, i.e. quand aucun brin n’est partagé par les cellules. Plus de précisions concernant les
n-G-cartes sont exposées dans [10].

Dans le but de définir les pyramides de n-G-cartes, Damiand et Lienhardt ont défini “I’opération
de contractions suppressions simultanées de cellules de dimension quelconque” (voir [12]). Cette

2Une involution f sur un ensemble fini S est une bijection de S sur S telle que f = f~ 1.

3Soit {Io,...,TI,} un ensemble de permutations de B. L’orbite d’un élément b relativement a cet ensemble
de permutations est < Ilp,...,II, > (b) = {®(b), P €< Io,...,I, >}, ou < Ij,...,II, > dénote le groupe des
permutations générées par Ilp,...,II,.
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F1c. 1 — (a) Une subdivision d’une surface. (b) La 2-G-carte correspondante. Les brins sont
représentés par des segments noirs (numérotés pour certains). Deux brins en relation par g
partagent un petit segment vertical (ex. les brins 1 et 2). Deux brins en relation par «; partagent
un méme point (ex. les brins 2 et 3). Deux brins distincts en relation par as sont paralléles et
proches 'un de l'autre (ex. les brins 9 et 11); sinon, le brin est sa propre image par as (ex. le
brin 2). Le sommet incident au brin 14 est < oy, a2 > (14) = {13,14, 15,16}, L’aréte incidente
au brin 9 est < ag,az > (9) = {9,10, 11,12}, et la face incidente au brin 4 est < ag, a1 > (4) =
{1,2,3,4,5,6,7,8}.

opération permet de contracter et supprimer un ensemble de cellules de dimension quelconque de
maniére simultanée. La définition formelle de cette opération est la suivante :

Définition 3 (suppressions et contractions simultanées de cellules) : Soit G=(B, ay, ...,
ay ) une n-G-carte, S; les ensembles de i-cellules & supprimer pour 0 < i < n—1, et C; les en-
sembles de i-cellules a contracter pour 1 < i < n.
Soit S =y Si et C =", C; .
Les deux pré-conditions suivantes doivent étre satisfaites : les cellules dotvent étre disjointes (i.e.
Ve, e CUS,end =0) et le “degré” de chaque cellule doit étre égal & deux, i.e. :

- Vi, 0<i1<n—2, Vb € Si, bO{H_lOéH_Q = bOéH_QOéH_l

- Vi, 2<1 < n, Vb € Oi, bai_lai_g = bai_gai_l
Soit 351 = (Sl U Oz)Oél — (Sz U Cl), VZ,O S ) S n.
La n-G-carte résultante des suppressions et contractions simultanées de cellules de dimension
quelconque est G’=(B’, «y,...,al, ) définie par :

1. B=B-(CUYS)

2. Vi,0<i<mn, Ybe B — BS,, baj, = ba;

3. Vi,0<i<mn, Vbe BS;, bal, = b = b(aeu,) . .. (au, )y, ot

r est le plus petit entier tel que b’ € B.S;,

. . o i+1sib; = blasay,) ... (aog, oy €S,
etv]’lgng’lJ_{ilsmon(bjGC’i). !

3 Définition des pyramides de n-G-cartes

Une pyramide de n-G-cartes est une structure hiérarchique dont chaque niveau est une n-
G-carte. Le premier niveau représente les données initiales, les autres niveaux représentent des
simplifications successives. Une construction bottom-up possible est la suivante. Le niveau 0 est
une n-G-carte représentant les données initiales. Selon I'application, un processus définit deux
ensembles pour chaque dimension i (i € N) : S? (resp. C?) est ensemble de i-cellules qui vont étre
supprimées (resp. contractées). Les cellules de ces ensembles doivent satisfaire les pré-conditions
de I'opération de suppressions et contractions simultanées. L’application de cette opération a pour



F1G. 2 — Exemple de suppressions et contractions simultanées.(a) Une 2-G-carte. Les brins concer-
nés par des O-suppressions, 1-suppressions et 1-contractions sont respectivement représentés par
des carrés vides, des cercles et des disques gris. Les brins voisins sont représentés par des croix.
(b) La 2-G-carte résultante.

résultat la n-G-carte du niveau 1. Ce processus est ré-appliqué afin d’obtenir les autres niveaux
de la pyramide.
La définition formelle d’une pyramide de n-G-cartes est la suivante :

Définition 4 (Pyramide de n-G-cartes) : Soit n, m > 0. Une pyramide P de n-G-cartes
comportant m + 1 niveauz est l’ensemble P = {G*}o<a<m 00 :

1. Ya, 0 <a <m, G* est la n-G-carte (B*,af,...,a),

2. Pour chaque a, 0 < a < m, pour chaque i, 0 < i < n, soit S (resp. C¢) l'ensemble des
i-cellules du niveau a telles que ces cellules soient disjointes deux & deux et que le degré de
chaque cellule soit 2 i.e. :

-VC, ¢ e JL,(SsuCe), CnC =0,
- Vi, 0<i<n—2,Vde 5P, doj af , = daf 00,
- Vi, 2<i<n,Vde(Cf¢, daf ol 5 =daf 5af 4,

3. Va, 0 < a < m, G est obtenue a partir de G*~1 en supprimant les cellules de U?:OSf_l
et en contractant les cellules de U?ZOCf_l (en appliquant lopération générale de suppres-
sion/contraction).

Des exemples de pyramide 2D et 3D sont représentés figures 3 et 4.

Deux propriétés majeures des pyramides de n-G-cartes sont :

— chaque brin appartenant & une cellule supprimée ou contractée au niveau a ne peut appartenir
4 une autre cellule supprimée ou contractée du méme niveau ou d’un autre niveau ;

— Soit a, 0 < a < m. Nous pouvons noter qu’'une bijection ¢* existe entre les brins sur-
vivants de G (i.e. les brins qui ne sont pas supprimés ni contractés), et les brins de G**!
(¢ : B*—J;_((SPUCE) — B*1). Afin de simplifier les notations, nous noterons un brin de
G et son image dans G**! par le méme nom. Nous avons alors : B*T! = B*—[JI'_/(S¢UC?).

Plus formellement :

Proposition 1 :
1. Va, 0 <a <m, B*! C B*.
2. ¥i,j € N, Ya,d € [0..m — 1] nous avons :
S¢gned =0,
SENSY =0, aveci#j oua #d,
C{‘HC]@:(Z), avec i # j ou a # d.




FiG. 4 - Une pyramide de 3-G-cartes

F1G. 3 — Une pyramide de 2-G-cartes composées de 3 niveaux. Le second
composée de trois niveaux. Les brins niveau est Obt?f}u en s'upprimant 2
de O-cellules (resp. 1-cellules) sup- faces, et le troisiéme niveau est ob-
primées sont marqués par des carrés tenu en supprimant 4 arétes (Les
vides (resp. des cercles). deux arétes du haut et les deux

arétes du fond qui sont adjacentes
aux premiéres).

Ces propriétés sont aisément déduites de la définition de 'opération de suppressions contrac-
tions [12] et de la définition de pyramide de n-G-cartes.

Dans la suite nous noterons P une pyramide de n-G-cartes comportant m-+1 niveaux numérotés
de 0 & m. Le niveau a désigne la n-G-carte G*. Un brin garde son nom tant qu’il n’est pas
disparu. Parmi ’ensemble des brins survivants, c¢’est & dire les brins non contractés ni supprimés,
on distingue I’ensemble des brins survivants voisins de i-suppression ou i-contraction (i € N) que
Pon note BS; ou BS{ lorsque 'on désire préciser que I'on se place au niveau a de la pyramide.
En utilisant mes notations précédentes on a : BS; = (S; U C;)a; — (S; U C;). Comme B4t C B®
pour tout a, 0 < a < n, chaque brin apparait pour la premiére fois au niveau 0 de la pyramide, et
si un brin appartient au niveau a il n’appartient pas & une cellule supprimée ou contractée d’'un
précédent niveau. Niv, désigne le dernier niveau de la pyramide dans lequel le brin b existe. IV
indique I’ensemble des indices des involutions composant une n-G-carte. <>y permet alors de
formaliser les différentes composantes connexes d’une n-G-carte et pour K C N, <> exprime
une orbite de la n-G-carte. Dans le cas de la n-G-carte G* de la pyramide P nous noterons :
<>(rye () =< ajf,...,af > (b), orbite issue de K avec K = {ko,...,kp} € N.



F1G. 5 — Une pyramide. a (resp. b, ¢, d, e, et f) représente le niveau 0 (resp. 1, 2, 3, 4 et 5). Les
brins O-supprimés (resp. 1-supprimés, 1-contractés et 2-contractés) sont marqués par des carrés
vides (resp. des cercles, des disques gris et des carrés gris). Les faces du niveau 5 et les faces
généralisées correspondantes dans les niveaux inférieurs sont représentées en différents niveaux de
gris.

4 Chemins de connection

Plagons nous dans le cadre du traitement et de ’analyse d’image. Nous associons & une pyra-
mide P, une image en niveaux de gris segmentée a différents niveaux selon un critére d’homogénéité.
Par soucis d’économie en place mémoire, on peut ne pas vouloir garder toutes les informations
(comme les niveaux de gris par exemple) & tous les niveaux de la pyramide. Dans ce cas il faut
étre capable de les retrouver. Ainsi il faut pouvoir retrouver la ou les cellules détenant les informa-
tions nécessaires. Par exemple, pour connaitre le niveau de gris d’une n-cellule, c’est a dire d’une
région a un certain niveau de la pyramide, il faut tout d’abord savoir quelles sont les n-cellules
(représentant les xels) du niveau initial qui correspondent & cette région, puis déduire le niveaux
de gris recherché en utilisant ceux des n-cellules trouvées.

Plus généralement, soit a et d deux niveaux d’une pyramide P de n-G-cartes tels que 0 < a <
d < m. Soit O =<>ka (b) une orbite de G, la n-G-carte du niveau d de P. On peut alors
se poser la question suivante : quels sont les brins du niveau a qui correspondent & l'orbite O et
forment ainsi I'orbite généralisée issue de K au niveau a (voir figure 5). Dans le but de répondre
a ce probléme, nous allons dans cette section, introduire la notion de chemin de connection, puis
celle de chemin de connection étendu, dans le cadre d’'une pyramide de n-G-cartes et examiner
certaines propriétés de ces chemins, pour ensuite définir la notion d’orbite généralisée dans la
section suivante.

4.1 Chemins de connection

La notion de chemin de connection (“connecting walk” en anglais) a été définie par Brun et
Kropatsch. Dans leurs travaux elle est définie entre deux niveaux consécutifs d’une pyramide de
cartes combinatoires, et représente ’ensemble des brins d’un niveau donné qui séparent un brin
survivant et son successeur au niveau suivant. Dans la suite, nous allons étendre cette notion de
chemin de connection. Dans une premiére partie nous donnerons quelques définitions, puis dans
la deuxiéme partie nous examinerons certaines propriétés.
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F1G. 6 — (a) Exemple de pyramide de 2-G-cartes composée de trois niveaux. Les brins 0-supprimés
(resp. 1-supprimés) sont marqués par des carrés vides (resp. des cercles). (b) Deux niveaux
de la pyramide. Les brins du chemin de connection Ch(;2)(1) sont dessinés en gras. Ces
brins se trouvent entre les brins 1 et 10, o 10 = 1a3 : Cha2(1) = (2,5,6,9,10) =
(1ad, 1agad, lajatad, 1ajatatad, 1ajatagaiad). Echf, 1 (1) = {2,5,6,9}, et Echo1,2)(1) =
{1,2,5,6,9,10}. Les brins du chemin de connection Chg,2)(1) sont dessinés en pointillés, et
Cho02)(1) = (2,3,4,5,6,7,8,9, 10).

4.1.1 Définitions

Nous étendons ici la notion de chemin de connection pour les pyramides de n-G-cartes et pour
deux niveaux quelconques. Un chemin de connection est alors une séquence de brins d’un niveau
inférieur qui sépare deux brins d’un niveau supérieur. Plus précisément, soit C'h(; 4,q4)(b) le chemin
de connection entre les niveaux a et d (a < d), pour le brin b € B? et la dimension i.

Quand d = a + 1, nous avons une définition proche de celle de Brun et Kropatsch. En effet,
Chi,a,a+1)(b) qui est la séquence de brins du niveau a séparant le brin b et son voisin pour oz?'H,
est alors la séquence de brins supprimés et contractés entre les niveaux a et a+1 reliant b et ba?“.
Les brins de cette séquence sont ceux parcourus lors de la redéfinition de ba‘;+1 dans la définition
de 'opération de suppressions et contractions simultanées de cellules de dimension quelconque
(def 3).

Quand d > a + 1, Ch; q,4)(b) qui est la séquence de brins du niveau a séparant le brin b et son
voisin pour o, est la séquence des brins supprimés et contractés entre les niveaux a et d reliant b
et bal. En s’appuyant sur la définition de contractions et suppressions de cellules, on peut réité-
rer le processus expliqué précédemment de niveau en niveau. Ainsi on peut exprimer Ch; 4.4 (b)
comme une concaténation de chemins examinés entre les niveaux a et d — 1. On obtient alors une
définition récursive de Chy; q,q)(b).

Dans le cas particulier ou il n’existe pas de brin entre b et son voisin par a‘ii au niveau d — 1, c’est
a dire ou b n’est pas le voisin pour ag_l d’un brin supprimé ou contracté, alors la concaténation
de chemins formant Ch; 4 4)(b) se résume & un seul chemin : Ch; q,q—1)(b)-

On peut observer que le chemin de connection Ch; 4,4)(b), n’est composé que d’un seul brin : baf,
car il n’existe aucun brin au niveau a séparant b et bay.

On peut voir figure 6 un exemple de chemin de connection qui peut étre formellement défini
de la maniére suivante.
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Définition 5 (Chemin de connection (version récursive)) : Soiti € N, a et d tels que 0 <
a<d<m.

Pour chaque brin b € B%, Chy; 4 ) (b) est défini par :

sid=a :Chgaa(b) = (ba}),

sinon si b ¢ BS!' : Chia.ay)(b) = Chiia.a—1)(b),

sinon : Chiiq.a)(b) = C = (Chey 1) (01); Chigy 1) (B2), - Chey a1y () )
ol : b1 = b,
Vu, 1 <u <p, byy1 est le dernier brin de Ch, a,a-1)(bu),
© St u est impaar,
Vu, 1 <u<p, k, = iJrlsiuestpairetbuESg_l,
i—1 siu est pair et b, € C’;l_l,
et p est le plus petit entier tel que le dernier brin de C' appartienne a BSid_l.

La définition 5 définit donc la notion de chemin de connection de maniére récursive. Une autre
maniére de définir cette notion est de le faire itérativement.

Dans le cas ott b € B?, le chemin de connection Chi,a,ay(b) qui est la séquence de brins du
niveau a reliant b et son voisin pour a‘ii, est la séquence des brins supprimés et contractés entre les
niveaux a et d. Du fait de la définition de 'opération de suppression et contraction de cellules on
sait que des relations existent entre les brins d’une telle séquence. Lorsque 1’on cherche la séquence
de brins correspondant & Ch; 4. 4) (D), le premier brin du chemin est b; = bag. Concernant les brins
suivants, s'il y en a, ce sont ceux parcourus lors de la redéfinition de o pour le brin b par 'opération
de contraction /suppression appliquée de niveau en niveau. Lors de la redéfinition de ¢ par rapport
au niveau précédent on a deux cas : soit bad = bad ™!, soit bad = baffl(a;ﬂflaffl) e (ald:laffl)
avec ly, ...l et r correspondant & la définition 3 page 6. Dans ce deuxiéme cas, si 'on appelle b,
(1 <1< r+1) chaque brin parcouru par cette redéfinition c’est a dire chaque brin b; tel que :

1 si | est impair,
bo=0bet b = bl,la?lj avec ij_1 = { i+ 1sil est pair et b;_1 € Sg_l,
i+ 1sil est pair et b;_;1 € C’fl_l,

on remarque que chaque b; est dans I'un des 4 cas suivants :

d—1
i

, il appartient & Sid*l, et on en repart par affll,
2. on est arrivé a ce brin par ozf;ll, il appartient & Sf_l, et on en repart par af‘l,
3. on est arrivé & ce brin par affl, il appartient & Cfﬁl, et on en repart par afjll,
4. on est arrivé a ce brin par a‘i:ll, il appartient & Cid*l, et on en repart par affl

1. on est arrivé a ce brin par a

3

Ce qui peut étre reformulé de la maniére suivante : pour chacun de ces brins si on y est arrivé par
a?fl (j € {i,i+ 1,4 — 1}), pour déterminer comment on en repart et donc quel est le prochain
brin on a alors deux cas :
— si le brin est j-supprimé ou (j — 1)-contracté, alors la prochaine involution appliquée sera
a}i;ll (cas 1 et 4 ci-dessus),
— et si le brin est j-contracté ou (j + 1)-supprimé, alors la prochaine involution appliquée sera
a}ij (cas 2 et 3 ci-dessus).
En appliquant ce raisonnement de niveau en niveau, au cours des redéfinitions de a¢ pour le brin
b jusqu’au niveau a, on obtient alors que lorsque l'on se trouve sur un brin du chemin (aprés avoir
effectué af avec j € N ), le brin suivant s’il existe est obtenu par :
— j41 si le brin est j-supprimé ou (j — 1)-contracté,
— ou a1 si le brin est j-contracté ou (j + 1)-supprimé.
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niveau 0 niveau 1

F1G. 7 — Illustration de la proposition 2 page 12. Le chemin de connection issu de 2, Ch1,0,1)(2) =
(3,4,5), a pour dernier brin 5 qui correspond au brin 2.a1.

De cette maniére on peut construire la séquence de brins correspondant & Chy; ,.4)(b), en passant
d’un brin & 'autre de maniére similaire & celle employée lors de la définition de 'opération de
suppressions et contractions simultanées de cellules.

Dans le cas particulier ou il n’y a pas de brin entre b et son voisin pour a? au niveau a, c’est a
dire que b n’a jamais été le voisin d’une i-cellule supprimée, Chy; q.4)(b) = (ba).

Nous obtenons ainsi la définition itérative suivante :

Définition 6 (Chemin de connection (version itérative)) : Soiti € N, a et d tels que 0 <
a<d<m.

Pour chaque brin b € B%, Ch2(; 4.4)(b) est défini par :

$ib ¢ Uy BSE : Ch2(ia,0)(b) = (bas),

sinon : Ch2; 4.q)(b) = (b}, by, ..., 1), avec

» Y
6 = b; tO = i;
Yo, 1<v<r, by =b,_af )
. d—1
t_+1sib € Uk:a(Slzi1 U C”“,WI_H)7
. d—1
Loy —1sib, €Uy, (SE 1_IUC'IZH),

v—1 ’
o

Vv,1<v<r,t;:{

et r est le plus petit entier tel que bl. appartienne a BY.

Nous avons ainsi défini de deux maniéres (récursivement et itérativement) les chemins de connec-
tion. Avant de faire part des deux algorithmes que 1’on peut en déduire, nous démontrons ici
I’équivalence de ces deux définitions. Pour cela nous allons tout d’abord démontrer deux proprié-
tés des chemins de connection définis selon la premiére définition.

Proposition 2 : Vi € N, Va,d tels que 0 < a < d <m, Vb€ B, ona:
le dernier brin de Ch; q.q)(b) est bad.

Preuve : Soit a € N tel que 0 < a < m.
Nous allons montrer par récurrence sur d que Vd € N tel que a < d < m, ’hypothése H, suivante
est vraie.
(Hq) : Vb € B, Vi € N, le dernier brin de Chi,a,a)(b) est bad.
— pour d = a,

Soit b€ B* et i € N.

Nous savons par la définition 5 page 11 que Ch; q,q)(b) = (baf).

Donc le dernier brin de Chy; q,q)(b) est bay.

Et ceci est vrai quelque soit b € B* et i € N.

12



Donc I'hypothése H, est vraie.

supposons Hy vraie pour a < d < m, et montrons que H441 est vraie.

Soit b € B4l et i € N.

Nous devons étudier 2 cas : celui ot b ¢ BS¢ et celui out b € BSE.

—sibd ¢ BSld, on a Ch(i’a’d+1) (b) = Ch(i,a,d) (b)
Comme on suppose '’hypothése Hy vraie, le dernier brin de Chy; q,q4)(b) est baf.
D’autre part, d’aprés la définition de contractions et suppressions simultanées (défini-
tion 3 page 6), on a : boz?'H =bad car b ¢ BS.
Par suite, le dernier brin de Ch; 4 4+1)(b) est baf“.
Et ceci est vrai quelque soit b € B4l — BS? et i € N. Et donc dans ce cas Hqy1 est vraie.

—sibe BSid, alors Ch; q,44+1)(b) se décompose alors de la maniére suivante :

Ch(i,a,dJrl) (b) = (Ch(kl,a,d) (bl)? BERE) Ch(kp,a,d) (bp)) .
Nous allons tout d’abord montrer par récurrence sur [, que Vi, 2 <[ < p, ’hypothése G,
suivante est vraie.
(gl) b = bagl .. .aﬁlil € B¢

— pour [ = 2,

Par construction, by est le dernier brin de Chy, q,4)(b1). Comme by = b € BS{ (d’ou

b € B?), d’aprés Hg, le dernier brin de Ch(ky a,q)(b) est bagl.

D’ou by = bagl et by € B2,

Et donc Gy est vraie.

— supposons que G; est vraie pour 2 <[ < p et montrons que G;;1 est vraie.
D’aprés ce que l'on a écrit précédemment by 41 est le dernier brin de Chy, q,4)(b1), et
bl+1 S Be.
Selon Hy on a b1 = blagl.
Or G; étant vraie on a : b; = baﬁ1 "'O‘ngl € B,
On en déduit alors que G411 est vraie.

Donc G; est vraie pour tout [ tel que 1 < [ < p, c’est & dire que VI, 2 < [ < p,
b = boz‘,il "'O‘Zz_l € B

Soit 0" le dernier brin de Chy; q,q41)(b). b’ est également le dernier brin de Chx, 4.4)(bp)-
En appliquant Hg au brin b, on a : b’ = bpagp.

Et en appliquant ’hypothése (G,) on a b, = boz‘,il coal

[N VA d d
Drou b = bag, ... o .

p—1"

En remplacant les k, impairs, 1 < u < p, par leur valeur i on obtient alors ¥’ =
blafad ). .. (afaz[p/z])af, oud’ =b(afad ). .. (afaz[pm), suivant si p est impair ou pair.
Montrons que nécessairement p est impair.
Pour cela nous allons montrer par récurrence sur u, 2 < u < p que ’hypothése suivante
est vraie :
si u est impair alors b, € S¢UC¢ et si u est pair alors b, € S¢ U C? U BSY.
—pouru=2etu=3:
Puisque b = b; € BS¢ c’est & dire bl est un brin voisin d’une i-suppression ou d’une -
contraction alors b;a¢ est un brin appartenant & une cellule i-supprimée ou i-contractée.
Comme by = blagl = bad, alors by € SI U CY.
Puisque by € S U CY, by = byl avec ko = i+ 1 ou ky =i — 1, et que par af; ou
af_l on reste dans la méme i-cellule alors by appartient & la méme i-cellule que by d’ol
by € S¢UCY.
Donc I'hypothése est bien vraie pour u = 2 et u = 3.

13



— Supposons ’hypothése vraie pour u, 2 < u < p, et montrons qu’elle est encore vraie

pour u + 1.

— Si u+1 est pair, u est impair et par hypothése on a b, € STUCH et b, 1 = buagu avec
k., = i. En appliquant a¢ & b, on sort de la i-cellule contenant b, et soit on arrive
sur une autre i-cellule contractée ou supprimée, soit on arrive sur un brin survivant
voisin. Dot b, 1 € S¢ UC4 U BSY.

— Siu+1 est impair, u est pair et par hypothese on a b, € BS{USIUCY et byy1 = byosf
avec k, =i+ 1ouk, =¢—1. En appliquant afH ou a‘ii_l a b, on reste dans la méme
i-cellule. D’autre part puisque ’on suppose b, comme n’étant pas le dernier brin du
chemin alors b, € US? U C¢ et pas & BSZ. On a alors b, 1 € S UCY.

Donc si u est impair alors b, € S¢UC¢ et si u est pair alors b, € S¢UC?U BSY.
Ce qui implique que p est impair et donc :

K2

Ce que l'on peut également écrire :
v = b(adag,). (adaﬁ,) 4. (2)

en posant k!, = ko, pour 1 < u < gq.
Puisque b € BS¢, en utilisant la définition 3 page 6 concernant les suppressions et contrac-
tions simultanées de cellules, on obtient :
badtt =b(afal ). (afad Yad (3)
avec r le plus petit entier tel que boﬁiJrl € BSf etpour 1 <s<r:
[ i+ 1sibladal). . (afad  )ad e SY,
“s = i—1 sinon b( d ). (adad Dad e C4.
Supposons r < g.
Nous allons montrer par récurrence sur s, que pour tout s , 1 < s <7, us = kl.

— pour s =1
i+1sibad eS¢
i — 1 sinon (bad € C¥)
ot o i+1sibad € S5¢
! i — 1 sinon (bad € C%)

par hypothéses : u; = {

/
Donc u; = k.

— supposons que u, = k, pour 1 < s < r et montrons que u,1 = ki ;.
par hypothéses :

S { i+ 1sibadal ). . (afald )ad € S¢
i — 1 sinon (b(« f ﬁl) (afad )ad € CF)
i+1sib(adafd ) . (adaf )ad € S¢
et ki = i — 1 sinon (b(a?ag,l) (Szfagg)ozf eCd)
Or us = k. pour tout s, 1 < s <r dou:
bladad ). . (adad Yol = b(afag,l) (a?aﬁé)af.

Donc ugqq = kS_H

Donc us = kJ, pour tout s, 1 < s <r.
Par ce résultat et du fait des équations (2) et (3), nous avons :
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v =blafad ). .. (afaﬁq)af et badtt = bladad ). . (adad )al.
fait alors partie du chemin qui relie b et b'.
On a boz?+1 et b’ € BS?. Puisque b est le dernier brin du chemin Chi,a,a+1) (D), on sait
alors par définition que o’ est le premier brin du chemin qui appartient a BSZ?{. Donc né-
cessairement b’ = bal ! et r = ¢ .
Donc ba ™! est le dernier brin de Chy; 4 411 (b)-

Et ceci est vrai quelque soit b € B4T1 N BS? et i € N. Donc H,y 1 est vraie dans ce cas.

badt1

Donc dans les deux cas Hg41 est vraie.

Donc Vd, a < d < m, Hy est vraie. C’est a dire :
Vd, a <d <m, Vb e B? Vi € N, le dernier brin de Chi,a,d) (b) est baf.
Et toute cette démonstration est vraie quelque soit a € N tel que 0 < a < m.

Proposition 3 : Vi € N, Va,d tels que 0 < a <d <m, Vb€ B¢ :

la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la séquence représentant le chemin

Ch(i,a,d) (b) est Otg’.

Preuve :
Soit a € N tel que 0 < a < m.
Nous allons montrer par récurrence sur d, a < d < m, que ’hypothése suivante est vraie :
(Hgq) : Vb € B?, la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la séquence repré-
sentant Ch(; q,q4)(b) est of.
— pour d = a.
Soit i € N et b € B°.
On a par définition (5 page 11), Ch; q,0)(b) = (ba). Donc la derniére involution effectuée
lors du parcours de la séquence représentant Ch; q4)(b) est bien of.
Et ceci est vrai quelque soit : € N et b € B“.
Donc 'H, est vraie.

— supposons H, vraie pour a < d < m et montrons que Hy41 est également vraie.
Soit i € N et b € B
Nous allons examiner deux cas : b ¢ BS¢ et b € BSS.

Lorsque b ¢ BS¢, nous avons par définition (5 page 11), Ch(; q,a4+1)(b) = Ch(ia,a)(b).

Or nous supposons Hy vraie, c’est & dire la derniére involution effectuée lors du parcours des
brins de la séquence représentant le chemin Ch; q,q)(b) est of car b € Be.

Donc lorsque b ¢ BS¢, la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la sé-
quence représentant le chemin Chy; 4 441 (D) est of.

Lorsque b € BS¢, nous avons par définition (5 page 11),

Chia,ar1)(b) = (Oh(kl,a,d) (1), Ch(kp,a,d)(bp))a
ol : b1 = b,
Vu, 1 <u < p, byy1 est le dernier brin de Chy,, 4,4y (bu),
1 si u est impair,
Vu, 1 <u<p, ky, =< i+ 1siuestpairetb, €SI
i — 1 siu est pair et b, € C4,
et p est le plus petit entier tel que le dernier brin (b, 1) appartienne & BSZ.
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On a b € B?, d’oti en utilisant la proposition 2 page 12, on peut montrer par récurrence que
byt1 = buagu € B? pour 1 < u < p. On en déduit alors que bpr1 = baﬁlag2 ... a%p.

Comme b € BS{, nous avons b € B4 b, étant le dernier brin de Chy; 4 4+1)(b), en utili-
sant la proposition 2 page 12, on a b, = bad+1 Nous avons également grace & la définition
de Popération de suppressions et contractions simultanées, bad ™ = b(adai, ).. (adaz, )ad
avec k!, =i+ 1 si b(af ak,). (adag/ Jad € Sd et k! =i —1si b(ad ak, ). (ada,‘f, Yad € ¢,
pour 1 <v <.

En comparant élément par élément les deux écritures de bad+1

on obtient :

1 si u est impair
fu = ! ., sinon
u/2
r=@p-1)/2

et kp =1

Par définition on sait que le dernier brin (resp. la derniére involution) de Ch; 4 4+1)(b) est
également celui (resp. celle) de Ch, 4 ) (bp)-

Puisque 'on suppose ’hypothése Hd vraie, on sait que la derniére involution effectuée lors du
parcours des brins de la séquence représentant le chemin Chyy, 4 4)(by) est oy car b, € B4

Donc lorsque b € B Sfl, la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la sé-
quence représentant le chemin Ch(; 4,441)(b) est af.

Et toute cette démonstration est vraie quelque soit i € N et b € B<.
Donc Hg41 est vraie.

Donc H,4 est vraie quelque soit d, a < d < m.
Et toute cette démonstration est vraie quelque soit a € N.

Proposition 4 : Les deux définitions du chemin de connection sont équivalentes. i.e. pouri € N,
a,d tels que 0 < a < d <m etbe B? nous avons : Chi,a,a)(b) = Ch2(; 4,4 (D).

Preuve :

Soit a tels que 0 < a < m.

Montrons par récurrence sur d (a < d < m) ’hypothése (H4) suivante :

(Hd) 1 Vb € Bd7 Vi € N, Ch(i,a’d)(b) = ChQ(i,a,d) (b)

Pour d=a :

Soit i € N et b € B°.

On a par définition Chy; 4.q)(b) = (baf).

Toujours par définition on a Ch2(; 4.q)(b) = (ba) car b € B* — |J;_} BSF = B®

D’ou Ch(@a’a) (b) = ChQ(i,a@) (b)

Et ceci est vrai quelque soit ¢ € N et b € B*.

Donc ’hypothése H, est vraie.

Supposons Hy4 vraie pour a < d < m et montrons qu’elle est encore vraie pour
d—+ 1.
Soit i € N et b € B4+1,
Nous allons examiner les deux cas possibles : b ¢ BS¢ et b € BSY.

Regardons dans un premier temps le cas ot b ¢ BSY.
Nous avons par définition Chy; 4 441)(b) = Ch(;,a,q4)(b).
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Or par hypothése de récurrence Ch; q,q4)(b) = Ch2(; 4.4) (D).
Donc pour montrer que Ch; 4 4+1)(b) = Ch2(; q,a41)(b), il faut montrer que Ch2(; 4 441)(b) =
Ch2(;,4,4)(b).
Soit Ch2(; q,a+1)(b) = (b1, b5, - .., b)) et Ch2(; q,a)(b) = (b7, 5, ..., by) avec by, 1y = b0, et by, =
bilag, oty =ty =1, by =bf = bal et

u—1 t1si bLGUZ:a(Sf/ UC +1)
thy = 1si b, € Ujo, (S LuCk ),

u—1
o +1sibl e U }I(St,, uCk )
o —1sib! e i (sk v UCE ).
Montrons tout d’abord par récurrence sur u, que pour 1 < u < min{r,q}, b, =b et t!,_, =t ;.
— pour u =1
On a par définition b = baf et b} = ba. Par définition on a également t{, = i = t{.
Donc b) = by et t{, = 1.

Vu,1§u<r,t;—{

et \fu, 1 f; u << q, tZ = {

u—1

— supposons b, = b} et t,_; =t,_; pour 1 < u < min{r,q} et montrons que b, , = b}, et
que t,, =t
Comme by, = b, af, et b, = bjoy,, si on montre que ¢, = t;; on aura automatiquement
bu+1 - ;-i-l

i+ Lsib, e Ui (SE uch L),

u—1 — 1sib, € sza(sffuflq U C; );

Par définition, ¢/, =
u -1

" N d—1 k

ot t// _ t 1 + 1 si b c U ( t” U Ct// +1),
“ o —1sibl e UiZhesk, _uak )

u— 1 t” 1= t// 1 .
b, est donc un brin supprimé ou contracte entre les niveaux a et d, et b/ est un brin
supprimé ou contracté entre les niveaux a et d — 1. Comme on suppose b/, = b/, alors
c’est nécessairement un brin supprimé ou contracté entre les niveaux a et d — 1 (et non d).

Dow b, = b € UyZ,(Sk, uCh L USE ucCh ).
Comme on suppose egalement t!,_, =t’_, on en déduit alors que ¢!, = !/ et par conséquence
bqul - bu+1

Donc pour 1 < u < min{r,q}, b, = bl (et t!,_; =¢_1).

u—1

Il reste maintenant & montrer que r = q.

Supposons r < q et montrons que ce n’est pas vrai.
Comme b;. est le dernier brin de Ch2(; q,441)(b), on sait par définition que b;. est le premier brin
du chemin appartenant & B4+1.
Comme on suppose r < ¢, on sait également par définition que b/ € UZ i(S’t” U C’f,f
St// 1 U Ct// N )-
Comme B4 NJ{Z!(SE, 1UC’$,
bl =bll.
Par conséquent r > gq.

Y

U Sk

U C%, ) =10, on a une contradiction avec le fait que
r—1 r—1

_,+1

Supposons q < r et montrons que ce n’est pas le cas.
Comme b;’ est le dernier brin de Ch2; 4 4)(b), on sait par définition que b;’ est un brin de B

Lot d k k k k
Par définition de by, on a b € Ukza(St;F1 U Ct;,1+1 U Cti]—l U St;,fl)‘
dn e k k k k _(qd d d d :
Comme B%N Uk:a(St;_1 U Ct’q_1+1 U Ct’q_l U St’q_lfl) = (Stg_1 U Cti,_lJrl UC't,q_1 U St’q_l—l)v si on

suppose b = by, alors on a

d d d d
b, € (S (UG L UCH USH ). (4)
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b, est par définition le dernier brin de Ch2; 4,4)(b). Par hypothése de récurrence, on suppose que

Chi,a,q)(b) = Ch2(; 4,4)(b). Donc by est également le dernier brin de Ch(; 4 4)(b). En appliquant

la proposition 3 page 15 (puisque b € B?) on sait alors que la derniére involution effectuée lors du

chemin pour arriver a b} (nommée jusqu’'a maintenant of, ) est af. D’autre part en appliquant
q—1

la proposition 2 page 12 on sait que le dernier brin de Chy; q,q)(b) = Ch2(; 4,4)(b) est bal.

Par conséquent 'équation 4 devient b)) € (SYUCE  UCEUSE ) et on a b)) = bay.

Afin de montrer que ¢ n’est pas plus petit que 7, nous allons montrer que b ¢ (SfUCidﬂ uCduSe )

(c’est a dire que by ne peut disparaitre au niveau d).

— supposons b] € (S, UCY, )
Puisque b;] = bad, alors by, et b appartiennent a la méme (i + 1)-cellule ainsi qu’a la méme
(i — 1)-cellule. Donc si on suppose bl € (S, UCY, ), alors b aussi. Ce qui contredit le fait

que par hypothése b € B4+1,
Donc b)) & (S, UCY, )

— supposons b} € (S¢UCY)
Puisque b;’ = baf, alors b appartient & la i-cellule adjacente a celle contenant b;’ . Cette
i-cellule peut également disparaitre au niveau d et dans ce cas on a b € (S¢ U C?), ou elle
peut survivre et dans ce cas on a b € BS?. Or comme précédemment, puisque par hypothése
b € B! alors b ne peut disparaitre avant (b & (S?UC?)) et d’autre part nous sommes dans
le cas ou b ¢ BSY.
Donc b} & (S¢UCY)

Donc b)) & (SFUCE , UCEUSE ). Ce qui contredit I'hypothése b = b'q avec g < 7.

Donc ¢ n’est pas plus petit que r et par conséquent ¢ = r.

Ceci implique que Ch2(; q,q11)(0) = Ch2(; q,4) (D).

Or par hypothése de récurrence Ch(; q,q4)(b) = Ch2(;4.4) (D), et par définition Ch; q,a41)(b) =
Chi,a,a)(b) car b & BS¢.

Donc dans le cas b ¢ BS¢, on a Chi,a,a+1) (D) = Ch2(; q,a41) (D).

?

Regardons maintenant le cas ot b € BSY.
Nous avons par définition : Ch; 4 441 (b) = C = (Ch(k17a7d) b1), ..., Ch(kw,d)(bp)),
avec : by = b,
Vu, 1 <u < p, byy1 est le dernier brin de Chy,, q,a)(bu),
1 si u est impair,
Vu, 1 <u<p,k, =< i+ 1siuestpairetb, €S
i — 1 siu est pair et b, € CZ,
et p est le plus petit entier tel que le dernier brin de C' appartienne a BSY.
Or par hypothése de récurrence (hypothése H, vraie pour tout i € N et pour tout b € BY), nous
avons : Chg, a,a)(bu) = Ch2(, a.a0)(bu), Yu, 1 <u < p.
Donc pour montrer que Ch2; 4 4+1)(b) = Ch(;,q,a+1)(b), il suffit de montrer que

Ch2(saarny () = (CR20t,a@ (1), -+ Ch2ky 0.0y (By) )
En utilisant la définition 6, posons :

— Ch2(; q,441)(b) = (b}, 05,...,b;.), avec b, ., = bjaf, pour 0 <wu <,
- (ChQ(kha,d)(bl), e B2 a) (bp)) — (B, By, .., bY), avec b, = blad, pour 0 < u < g,
— Ch23, aa)(bu) = (02 1,65 o, ..., b2 . ), avec by ) = b2 jaf, pourl <u<pet0<v< s,

"

Montrons tout d’abord par récurrence sur u, 1 < u < min{r,q} que b}, = bl et t,_, =1t!!_,.

— pour u =1
Par définition on a b} = baf et b = biaf = baf. Par définition on a également ¢ = i et
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" __ k -
0o — M — 1.
Donc b] = b} et t{, = ¢j.

supposons b, = by, et t;,_; = t;,_; pour 1 < u < min{r,q} et montrons que b}, , = b;,; et
t/ — t”
Comme by, 1 = b, af, et by, = bjog,, si 'on montre que ¢, = t}; on aura automatiquement

/1
bqul - bqul
On sait par définition que b;, ,, = b, af, avec

toy+1sib, € Ui (SE Uk ),
: d
u—1—1sib, € Uk:a(skfqu U Ck(u )-

Yu, 1 <u<r, t;:{
1
Afin de mettre en évidence la relation entre ¢!/ et ¢! _; il faut examiner 4 cas :
1. b4, by et by, sont dans le méme sous-chemin,
2. by, et b}, sont dans le méme sous-chemin, et by, ; est dans le sous-chemin suivant,
3. by, et by, sont dans le méme sous-chemin, et b;;_; est dans le sous-chemin précédent,
4. by, _y, b et b} | sont chacun dans un sous-chemin différent.
Ce qui peut étre exprlmer de la fagon suivante :
13l 1< <ptel que b, q, by et by € Ch2, q.a)(b1);
2. Jl, 1 <1< ptelquedy y, b € Ch2uy, q.q)(br) et by € Ch2(i,,, a,4)(bi41);
3. 3, 1<l <ptel queby | € Ch2x, q.a)(br) et b, b1 € Ch20,, a,a)(bis1);
4

3L 1 <1 < ptel que b, € Ch2gy, , aa)(bi), V) € Ch20, q.a)(biy1) et by, €
Ch2(k1+1,a,d) (bl+1)'

Dans le premier cas, on a
Fu, 1 <v < s, tel que by =7, 1, by = b7, by = b7 pqs by =17, et tl =17,
Or par définition de Ch2(y, 4,q) (bl) on a

2 < 1.2 d—1 k
2 _ ti,1t1sibj, € Uk:a(‘stf_ U Ct2 1+1)’
v = s 12 d—1 gk
v tl w1 — 1siby, € Uk:a(st?yv,l U C’l 71).
C’est a dire

o tu_y o+ Lsi b € Uiz (lz(St” UCE 1)
“ Z71 — 1 Sl b” S UZ lll(St” . 1 U Ctg_l).

Comme b, € Up_,(Sf, UCE ., ucCh USE ),
d—1 k
v e Uiz a(Sw uct,, 1 VG USt,/ 1)
W= et =t
alors b}, = bl € UZ (11(5 U cko U C’}C e Stk’u,fl)’ et en utilisant les équations 5 et 6
on obtient ¢, =t et b, = bqul dans ce cas.

Dans le deuzriéme cas, on a :

b, est le dernier brin de Ch2, q.q4)(b1), c’est a dire b;; = by41 puisque par définition le dernier
brin de Ch2(k,,a,d)(bl) est by41-

Par hypothése de récurrence, Chy, q.q)(01) = Ch2(i;.a,a)(b1), d’olt byy1 est également le
dernier brin de C’h(kl a,d)(br) et par définition on a alors by € BSd_1 C B4

b, ., est le premier brin de Ch2(kys 1 ,a,d)(bi41), c’est & dire by | = bl+1o‘kl+1

Nous savons également que b)) = b/ 1ozt,, , que Ch2(y, q,4)(b) compte au moins deux brins

puisque b!/_; et b/ lui appartiennent.
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En utilisant la proposition 2 page 12, de proche en proche on sait que b; = bozg1 e azl_l € B¢
et donc d’aprés la proposition 3 page 15, la derniére involution effectuée lors du parcours de
la séquence de brins de Ch2y, 4,4y (ki) est af, .
Donc t!_; = k;.
Nous avons donc ¢! = k;q1 et /] =k et bl =by11.
i si | est impair,
Par définition on a k; = i+ 1 sil est pair et b, € 5’517
i—1sil est pair et b € CZ,
1 si 141 est impair,
et ki41 = i+ 1sil+1 est pair et blHGSZ,
1 —1sil+1 est pair et b1 EC’Z.
: d
D’ot, si [ est impair (I + 1 est pair), on a k; =i et ki1 = { ]]Z i— 1 Zi Zii E g’;l”
c’est & dire

t/l —

u

{ fuableibie S, (7)

1! N
N —1sib ECtL, )

Orb;, = ett, ; =t,_, d’ott en comparant les équations 5 et 7, ;, = ¢/, et donc b, ; = b;, |
dans ce cas et si [ est impair.

i+1sib €8¢

Si L est pai (1 1 impair), on a by =i et k= { 1] 5B

kl—lsibleSz,I,
ki +1si bleCkl+17

{tu 1—1Sib//€St//

D’ou kl+1 == {
c’est & dire
—1

u 1

ty = .
t_ +1sibleC? e

u (®)
Orb;, =0 ett, ; =t,_; d’ott en comparant les équations 5 et 8, ;, = ¢!/ et donc bj, | = b},
dans ce cas et si [ est pair.

Donc t;, = t;; et b}, ., = b};,, dans ce cas.

Dans le troisiéme cas, on a :

by, est le dernier brin de Ch2, q.4)(b1), c’est a dire b | = b12+1

/! i 3 ) 5 A3 Z

b, est le premier brin de Ch2,,, a,a)(bi+1), c’est & dire by = b, | = =biiog |
/!

Etonalb,, , = bl+1 1z,

. d—1/qk k
tz+1,0+151 b12+11 €U a(S .OUC’H O4_1)

Comme tlz =
11,1 d—1
tz+1o 1 si bz+11 € Ui a(S 4 Y C )s

1,0 l+1 0
alors t// _ t2171 + 1 Si b” S UZ i(st” @] C )
- . d—1
2171 —1si b” c Uk: a(St” - t” )

Ord), =blett, ,=t_, dout, = tﬂ et donc bu+1 = b, dans ce cas.

Dans le quatriéme cas, on a :

by, est le dernier brin de Ch2(;, , q,4)(bi—1), c’est & dire by, | =

by, est le dernier brin de Ch2(y, 4.4)(b1), c’est & dire by, = by 1.

b, est le premier brin de Ch2, q,4)(b1), c’est & dire bj; = biag (= by, 10 ).
-1

=

by, est le premier brin de Ch2(y,,, q4.q)(biy1), c’est & dire by, | = bl+1akl+1( o).
i si [ est impair,

Et par définition on a k; = i+ 1 sil est pair et b, € Sld,
i—1sil est pair et b € C,
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1 si 141 est impair,
et kg1 =< i+ 1sil+1 est pair et by, € S,

K2

i —1sil+1 est pair et bH_lECid.
kl+1sibl+165ﬁ,

D’ot, si [ est impair (I + 1 est pair), on a ky =i et ki1 = { fi =1 si by € C,
” s d
+1sib €S9,
) -1 u t ’
est & dire t/ = { - : i
c’est a dire 7, t  —1si bZECfN

u—1

Or by, =0 et t;, ; =t; | dout;, =t et donc b, = b}, dans ce cas et si [ est impair.

i+1sib €8¢,

Si I est pair (I + 1 impair), on a k41 =i et ky = { i—1sib e

ky—1sib €8¢
D’ou k41 = ! ! k=1
ki+1sib € Clirl,
st 4 dive 17 iy —1sibljesy
c’est a dire = . i
u t 4+ 1sible C;i;’,ﬁrl'

Orb, =0 ett, | =t, ; dout, =t et donc b}, ; =1, dans ce cas et si [ est pair.
Donc t;,, = t;; et b, = };,, dans ce cas.
Donc pour 1 < u < min{r,q}, b, = bl (et t!,_, =¢!_).

Il reste maintenant & montrer que r = q.

Supposons r < q et montrons que l’'on aboutit & une contradiction.
Nommons A = (Ch2k, a,ay(b1), -, Ch2(k, a.a)(bp))-
b est un brin de A a 'exception de lextrémité finale.
Or par hypothése de récurrence on a Ch2(y, 4.q)(0u) = Chi, a,4)(bu), Yu, 1 <u < p.
Dou: A= (Ch(krl,a7d) (b1), RN Oh(kp7a,d) (bp))
Puisque nous sommes dans le cas ot b € BS¢, en utilisant la définition 5 page 11, on a A =
Chia,a+1)(b).
D’ou b est au milieu de Ch(; q,441)(b).
En utilisant la définition 5, on sait alors que !’ disparait entre les niveaux a et d.
Comme b/, est le dernier brin de Ch2; 4 4+1)(b), par définition b, € B!,
Puisque qu’un brin disparu entre les niveaux a et d ne peut étre survivant au niveau d+ 1, supposer
bl. = b avec r < q aboutit & une contradiction.
Donc r > q.

Supposons q < r et montrons que l’on aboutit encore & une contradiction.
On a alors b = bj, au milieu de (b7, b5,...,b;.). D’out d’aprés la définition 6 page 12, b/, disparait
au plus tard au niveau d.

Par hypothése de récurrence Ch2y, q,4)(bu) = Ch(k, a,a)(bu), YVu, 1 <u < p, d’ou
(Ch2(ky,a,a)(b1)s -, Ch2(k) a,a)(bp)) = (Chry a,a)(01); - - s Chk, a,a) (bp))-
Puisque nous sommes dans le cas ot b € BSfl, en utilisant la définition 5 on a
(Chky,a,a)(01)5 - -+ Chry.a,a)(bp)) = Chiia,a41)(D)-
donc by, dernier brin de (Ch2k, q,a)(b1),---,Ch2(, q,q)(bp)) est également le dernier brin de
Ch(i,a,a+1) (D). En utilisant de nouveau la définition 5 on a bf]’ € BSY.
D’ot supposer b, = b/ avec ¢ < r aboutit & une contradiction. Donc ¢ ne peut étre plus petit que 7.

Par conséquent r = g, ce qui signifie que Ch2(; q,441)(b) = (Ch2(k17a7d)(b1), ooy OR2(1, a,a) (bp)).
Or par hypothése de récurrence Chy, q.4)(bu) = Ch2(x, a,d) (bu), Yu, 1 <u < p.
et par définition Chy; 4 441)(b) = C = (Oh(kl,a,d)(bl)v ce C’h(kp,md)(bp)), car b € BSY.
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Donc dans le cas ot b € BSY, on a Chy; 4.441)(b) = Ch2(; q.441) (D).
Donc Hg41 est vraie.

Par conséquent (H4) est vraie pour tout d, a < d < m.

Ce qui démontre la proposition.

O

A partir de ces deux définitions (def 5 et 6), nous déduisons respectivement de maniére directe
deux algorithmes (Algorithmes 1 et 2) qui calculent un chemin de connection.

Le premier algorithme est récursif et est basé sur la définition 5. Il prend en entrée la dimension
i du chemin, les deux niveaux entre lesquels on veut calculer le chemin, et le brin & partir duquel
on veut examiner le chemin. A sa sortie on obtient le chemin de connection sous forme d’une
séquence de brins.
On utilise la notation (a, b) pour indiquer la concaténation des deux séquences a et b.
Cet algorithme suit la définition récursive. Il considére tout d’abord le cas particulier a = d, puis

Algorithme 1: Construction d’un chemin de connection (suite & la def 5)

Entrée : La dimension 1,
Les deux niveaux a et d entre lesquels on examine le chemin (avec 0 < a < d < m),
Le brin b a partir duquel on examine le chemin.

Sortie : le chemin de connection Ch; 4,q)(b).

si a = d alors

| Chiaa)(b) = (baf) ;
sinon
res < Ch; q,a—1)(b) ;
sibc BS'! alors
tant que le dernier brin de res n’appartient pas a BS’Z‘-i_1 faire

si dernier brin de res € Sfl_l alors
| res « (res,Ch(it1,a,a-1)(dernier brin de res)) ;

sinon
| res « (res,Ch(i_1,4,a-1)(dernier brin de res));

res « (res, Ch(; q.4—1)(dernier brin de res)) ;

B Chi,a,a)(b) = res ;

le cas général. Dans le cas général on concaténe les chemins tant que ’on n’a pas pour dernier
brin un brin survivant.

La complexité de cet algorithme est en ©(d'p), p étant le nombre de brins du chemin de connection
et d’ le nombre de niveaux sur lesquels on observe le chemin (puisque pour chacun des brins du
chemin on fera au pire d’ appels récursifs).

Le second algorithme est itératif et est basé sur la définition 6. De méme que l’algorithme
précédent, il prend en entrée la dimension ¢ du chemin, les deux niveaux entre lesquels on veut
calculer le chemin, et le brin & partir duquel on veut examiner le chemin. A sa sortie on obtient le
chemin de connection sous forme d’une séquence de brins.

Cet algorithme suit la définition itérative. Il considére tout d’abord le cas particulier a = d, puis
le cas général. Dans le cas général on parcours le chemin de proche en proche en calculant les
involutions permettant de dpasser de brin en brin en fonction de la maniére dont ils ont disparus.
Afin de savoir si brin € |J{_(SF U CF) (resp. si brin € UZ;i(Sf,w USk L uCk UCE. 1)), on
regarde si chaque brin lui correspondant aux niveaux précédents est marqué par S; ou C; (resp.
Sinvs Sinv—1s Ciny 00 Cinyy1). On fait alors pour chaque brin au plus 2(d — 1 — a + 1) tests (resp.
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Algorithme 2: Construction d’un chemin de connection (suite a la def 6)

Entrée : La dimension 1,
Les deux niveaux a et d entre lesquels on examine le chemin (avec 0 < a < d < m),
Le brin b & partir duquel on examine le chemin.

Sortie : le chemin de connection Chy; q,q)(b).

si a = d alors
| Chiiaa(b) = (baf) ;
sinon
brin «— ba; ;
res «— (brin) ;
si brin € UZ;}I(SJC U CF) alors
TNU — 1 ;
tant que brin € Ui;i (Sk,USE, _LUCE UCE, ) faire
R d-1
si brin € Uy_, (S, UCk, . |) alors
| tnv—inv+1;
sinon
| inv «—inv — 1;

brin «— brin a;ny ;
| res «— concatenation(res, (brin)) ;

B Chi,a,a)(b) = res ;

4(d — 1 —a+1) tests). La complexité de cet algorithme est donc également en O(d'p), p étant le
nombre de brins du chemin de connection et d’ le nombre de niveaux sur lesquels on examine le
chemin.

Ces deux algorithmes ont méme complexité (©(d'p)). Toute fois on préférera en pratique utili-
ser ’algorithme itératif afin d’éviter de surcharger la place mémoire par I'utilisation d’une pile de
récursivité.

Etant donné un chemin de connection Chi,a,b) (d), on peut déduire deux ensembles de brins :
I’ensemble connectant ouvert Echf; , (b) et ’ensemble connectant fermé Ech; q,qy(b) (cf. figure 6-
b). Intuitivement, le premier ensemble correspond a ’ensemble des brins a 'intérieur du chemin de
connection et le second ensemble correspond & ’ensemble des brins du chemin, extrémités incluses.
La notion d’orbite généralisée, que nous présenterons plus tard, est basée sur ces deux ensembles.

Définition 7 (Ensembles connectant ouvert et fermé) : Soiti € N, a et d tels que 0 < a <
d <m.
Pour chaque brin b € BY :
- Ech?i%d) (b) est ’ensemble de brins du chemin de connection Ch; 4 4)(b), excepté le dernier
brin ;
@ St Ch(i,a,d) b) = ()
{b,0'} sinon, ou b’ est le dernier brin de Chy; 4 q4) (D)

- (
- Ech(i7a,d) (b) = { ECh&,a d) (b)u
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4.1.2 Propriétés

Dans cette partie sont exposées et démontrées différentes propriétés des chemins de connection.
Parmi celles-ci se trouvent la propriété indiquant que le chemin de connection issu d’un brin corres-
pond brin par brin & I'inverse du chemin de connection issu du dernier brin (du premier chemin);
ainsi que la propriété indiquant que sous certaines conditions, deux chemins ne s’intersectent pas.
Les autres propriétés sont souvent des étapes intermédiaires pour d’autres propriétés plus impor-
tantes.

La premiére permet de prouver que les chemins de connections sont définis de maniére unique.
C’est a dire que pour une pyramide donnée, pour une involution «;, deux niveaux a et d et un
brin b donnés il existe un seul Chy; 4 4)(b).

Proposition 5 : Pour touti € N, a,d tels que 0 < a <d<m, etbc B, ona :
1. la séquence de brins correspondant & Ch; q,q4)(b) est unique;

2. et l’ensemble de brins représentant Ech; 4 q)(b) est unique.

Preuve :

1. soit i € N, a,d tels que 0 < a < d < m, et b € B% D’aprés la définition 6 page 12 nous
avons deux cas & examiner : selon si b € Uz;i BS¥ ou pas.

Sib ¢ Uz;i BS¥, on a Ch;qa)(b) = (ba?). Par définition de I'involution on sait quun
unique brin est li¢ & b par «f. Donc la séquence de brins correspondant a Ch(iﬂa’d)(b) est

unique dans ce cas.

Sibe Uz;i BSE, ona Ch qq)(b) = (b],bh,...,b.) avec :
by =b, to =1,
Vo, 1 <o <7, by, =b,_af

v—1

toi+1sib, € Uil (SE v L),

Y, l1<v<r t = ) d—1
’ T { ! _15117;EUk:a(Szjfl—lUClzfl)v

v—1

et 7 est le plus petit entier tel que b/ appartienne & B<.

Montrons par récurrence sur j, 1 <1 < r, que b;- est déterminé de maniére unique.
— pour j =1,
on a by = byay, = bayf. Par définition de I'involution on sait qu’un unique brin est li¢ & b
0
a / :
par . Donc b] est unique.

— supposons que b; , pourl < j < r est déterminé de maniére unique, et montrons que b;- 41
aussi.
Par définition on a b;. 1= b;«oz?/. Par définition de involution on sait qu'un unique brin
i
NS / a / 7
est li¢ & b} par ay- Donc b}, est unique.
Donc b;- est déterminé de maniére unique pour tout j, 1 < j < r.
Par conséquent, la séquence de brins correspondant a Ch; 4.4)(b) est unique dans ce cas.

Et cette démonstration est vraie quelque soit i € N, a,d tels que 0 < a < d < m, et b € B%.

2. découle du point précédent.
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Proposition 6 : Vic N, Va, deN,0<a<d<m,Vbe B ona:

tout brin de ECh(()m,d) (b) appartient & une cellule supprimée ou contractée
entre les niveaux a et d.

c’est a dire :

W € Echi; , (b), 3j €N et Ik €N tel quea <k <detd e (Skuck).

Preuve : Soita €N, 0<a<m.
Nous allons montrer par récurrence sur d, que Vd, a < d < nivy + 1, ’hypothése Hy suivante est
vraie.

(Hq) : Vi € N, Vb € B*, tous les brins de Echf, , ) (b) appartiennent & des cellules supprimées ou
contractées entre les niveaux a et d.

—pourd=a:
Soit i € N, et b € B®.
D’aprés la définition 5 page 11, on a Ch; q,4)(b) = (baf).
On a alors Ech{; , . (b) =0, et ceci est vrai quelque soit i € N, et b € B®.
Donc ’hypothése de récurrence H, est vraie par vacuité.

— supposons que ’hypothése de récurrence Hy est vraie pour d tel que a < d < nivy + 1, et
montrons que ’hypothése Hy11 est encore vraie.
Soit i € N, et b € BIFL.
Par définition, la décomposition de Chy; 4 441)(b) est la suivante :

Chisaarny(®) = C = (Cheyaay (B, Chisy (b))
En appliquant la définition de 'ensemble connectant ouvert (définition 7 page 23), on a :

Echf, o g1y (0) = Echfy, o (b1) U (Uﬁ_2 ({bu} U Beh?,, 0 (bu))> .

Crest a dire : Behf, , 1) (0) = (Uey Behfy, .0(0u)) U (Ub_y{bu}).

Or on suppose Hy vraie donc Ech‘(’kwm d)(bu) ne comprend que des brins qui appartiennent
& des cellules supprimées ou contractées entre les niveaux a et d pour tout u, 0 < u < p.

Et d’aprés la proposition 10 page 29, b, € (S’Zd U Cf) pour tout u, 2 < u < p.

Donc Ech{; , 441 (b) ne comprend que des brins qui appartiennent a des cellules supprimées
ou contractées entre les niveaux a et d + 1.

Et ceci est vrai quelque soit i € N, et b € BT,

Donc Hgy41 est vraie.
Donc Vi € N, Vd, a < d < nivy + 1, et Vb € B?, tous les brins de Ech‘(’i a,d) (b) appartiennent & des

cellules supprimées ou contractées entre les niveaux a et d.
Et ceci est vrai quelque soit a € N, 0 < a < m.
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Proposition 7 : Vi € N, Va, d € N, vérifiant 0 < a <d <m, Vb e (B*NBS*™), on a :

Ch(i,d*l,d) (b) = (b27 sy bp7 bp"rl)}
et par suite : Ech(; g_1,.q4)(b) € Ech; q,q)(b).

Les brins by, 2 < u < p+ 1, étant ceux de la décomposition de Ch; q.q)(b) selon la définition 5
page 11, (b, est le dernier brin de Ch; q,qy(D)).

Preuve : D’aprés la définition 5 page 11,
Chia,a)(b) = (Ch(kl,a,dq)(lh)’ e Ch(kp,a,dq)(bp))a
avec : by = b,
Vu, 1 <u < p, byy1 est le dernier brin de Chy,, q,a—1)(bu),
7 si u est impair,
Vu, 1 <u<p, k, = i—i—lsiuestpairetbueSf_l,
1 — 1 sl u est pair et b, € C’Zd_l,
et p est le plus petit entier tel que le dernier brin du chemin de connection (b,11)
appartienne & BSZ‘.i_l.

De la méme maniére on a Ch; 1.4 (b) = (Oh(lhd_ld_l)(b’l), o Ch(l“d_ld_l)(b;)),

c’est a dire : Ch(ivd—l,d) (b) = (bl27 ) b;”—i-l)a
avec : bj = b,
Vv, 1 <w <7, b, estle dernier brin de Ch(;, 4—1,4-1)(b;),
¢ si v est impair,
Vo, 1<v <7, l, =< i+1sivestpairetd, € S
i — 1 si v est pair et b, € C¢1,
et r est le plus petit entier tel que le dernier brin du chemin de connection (1)
appartienne a BSZ-d_l.

En utilisant la proposition 2 page 12 on a :

d—1
Vu, 1 <u <p, buyr = byoy
Yo, 1<v<r, bl = b'vafvfl.
Puisque by = b} = b, que k1 = l; = i et que étant donné un brin il existe un unique brin

lié & lui par une certaine involution, on peut montrer par récurrence sur u que pour tout wu,
1 <wu < min{p,r} on a b, = b, et k, = [,. D’autre part, b, et b, sont respectivement les
derniers brins de Chy; 4.4)(b) et Ch(; a—1,q4)(b). Par définition ce sont donc respectivement les seul
brins de Ch(; q,q)(b) et Ch(; 4—1,4)(b) appartenant & B?. Donc on peut montrer par contradiction
que nécessairement r = p.

Ce qui montre alors que Ch; g—1,q4)(b) = (b2,...,bp, bpy1).

D’autre part, par définition, un ensemble connectant fermé associé a un chemin contient tous les
brins du chemin ainsi que le brin initial. Puisque Ch; q,qy(b) = (Ch(kl,md—l) (b1)s -+, Chiya,a—1) (bp))
et Ch(i,dfl,d) (b) = (bg, ey bp, b;DJrl)a alors {b], bQ, ey bp+1} - ECh(i,a,d) (b) et ECh(i}dfl,d) (b) =

{b17 b27 R bp-l-l}-
Par conséquent Ech; g—1,4)(b) € Ech; q,q)(b).
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Proposition 8 : Vi€ N, Va, d€N,0<a<d<m,Vbe B?,
en considérant les décompositions de Ch; q.4)(b) et Ch(; q—1,4)(b) issues de la définition 5 page 11 :
Chs,a,q)(b) = (Ch(kl,a,d—l)(h% e Ch(kp,a,d—n(bp)),

Chia—1,4)(b) = (Ch(zl,a—l,d—l)(b'l)’ . Ch(zr,a,d—n(bi)),
bpy1 (resp. by, 1) est le dernier brin de Ch; q,q4)(b) (resp. Ch(;a—1,4)(D)),

on a -

by =0, Vu, 1 <u <min{p+1,r +1},
r=p.

Preuve : Montrons par récurrence sur u, 1 < u < min{p+ 1,7 + 1} que ’hypothése G, suivante
est vraie.

(Gu) : by, =1l,.

— pour u =1,
par construction on a by = b et b} = b, donc b; = b].
Ce qui signifie que (G1) est vraie.

— supposons (G,,) vraie pour 1 < u < min{p + 1,7 + 1}, et montrons que (G,+1) est vraie.
Par définition, pour tout u, 1 < u < min{p,r}, V), | et b, sont respectivement les derniers
brins de Ch, o—1,a—1)(b,) et Chy, a,a—1)(bs). D’ott d’aprés la proposition 2 page 12 on a
byt = b;a;iu_l et byt1 = buaz:l pour tout u, 1 <u < min{p,r}.

1 si u est impair,
Par définition on a k, = < i+ 1 si u est pair et b, € Sffl,
i — 1 si u est pair et b, € C9 1,
1 si u est impair,
et I, =<{ i+1siuestpairetd, € ST
i — 1 sl u est pair et b], € C’f_l,
pour 1 < u < min{p,r}.
Comme (G,) est supposée vraie, on a b, = b,,.
D’ou k, = I, et par conséquent puisque d’un brin donné (b,), et une involution donnée
(azgl) on ne peut atteindre qu'un seul brin alors b}, | = by41.
Donc (Gy41) est vraie.

Donc b,, = b!, pour tout u, 1 <u < min{p+1,r+ 1}.

Montrons que p = r.
Sir < p, alors b,y est & intérieur de Ch(; q,q)(b) et donc par définition b, n’appartient pas a
B?, il disparait avant.
Or par construction, b, ; est le dernier brin de Ch; 4—1,4)(b). Donc par définition il appartient a
B,
On a alors une contradiction avec le fait que b ; = b, 41, donc r > p.
On montre de maniére similaire que r n’est pas strictement plus grand que p.
Donc r = p.
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niveau 0 niveau 1 niveau 2

FiG. 8 — Illustration de la proposition 9 page 28. On a Ch(o0,2)(1) = (2,3,4,5,6,7,8,9,10) et
Ch(07172)(1) = (2, 5, 6, 9, 10), d’Ofl ECh(07172)(1) g ECh(O,072)(1).

Proposition 9 : Vi€ N, Va, deN,0<a<d<m,Vbec B? ona:

Echa,q)(b) € Echiq—1,q4)(b).

Preuve : Soit a € N tels que 0 < a < m.
Nous allons montrer par récurrence sur d que Vd, a < d < m, I'hypothése H4 suivante est vraie.

(Hq) : Vb€ B, Vi€ Nona : Echyga(b) C Echio—1.4)(b).

— pourd=a
Soit b€ B* et i € N.
D’aprés la définition du chemin de connection (def 5 page 11), on a Chy; 4.4)(b) = (baf) .
D’oi en appliquant la définition de I’ensemble connectant fermé Ech; 4,4 (b), on obtient :
ECh(i,a,u) (b) = {b7ba;’l} :
Puisque b € B®, nous savons d’aprés la proposition 2 page 12, que le dernier brin de
Ch(i,a—1,q) €st bag, et par définition b € Ech; q—1,4)(b). D’ott Ech; o—1,4)(b) D {b, b }.
On a alors bien Ech; q,q4)(0) C Ech; q—1,q)(b)-
Et ceci est vrai quelque soit b € B® et i € N.
Donc H, est vraie.

— supposons H, vraie pour a < d < m et montrons que H441 est vraie.
Soit be B¥eti e N.
D’aprés la définition 5 page 11 nous pouvons écrire les décompositions de Ch; q,441)(b) et
Ch(i,a—1,d+1)(b) de la maniére suivante :
Chia,av1)(b) = C = (Ch(kl,a,d)(bl)a . wCh(kp,a,d)(bp))a
et
Chiia—1,a+1)(b) = C" = (Ch(zl,ade)(bﬁ)y s Ch(zr,aa,d)(b?))-

En appliquant la propsition 8 page 27 on a alors :
Chia,ar1)(b) = (Ch(kl,a,d)(bl)v e C'h(kp,a,d)(bp))

Chia—1,a+1)(b) = (Ch(kl,a—l,d)(bl)a ooy Chkya—1.a) (bp))
Par définition du chemin de connection et de ’ensemble de brins qui le compose, on a :
Echa,a+1)(b) = Ub—y Ech, a,a)(bu)

Ech;q—1,a+1)(b) = UL _y Ech, a—1,a)(bu)
Puisque 'on suppose 'hypothése Hy vraie, on a :

Ech, a,a)(bu) € Ech(i, a—1,a)(bu), Yu, 1 <u <p.
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Donc ECh(i,a,d+1)(b) - Ech(i,a,l’dJrl)(b).
Et ceci est vrai quelque soit b € B4 et i € N.
Par conséquent H 1 est vraie.

Donc Vb € BY, Vie N,etVd,a<d<mona:
Echia,q)(b) € Ech;q—1,a4)(b).

Et toute cette démonstration est vraie quelque soit a € N tels que 0 < a < m.

Proposition 10 : Vi € N, Va, d€ N,0<a <d < m, Vb€ BSY, et pour tout brin b, (2<u <p)

7

tel que Chjq,q41)(b) = C = (Ch(kl,a,d)(bl)7 e Oh(kp,a,d)(bp)> (cf. définition 5 page 11) on a

by € (S1UCH) C B,
et le dernier brin de Chy; 4 4+1)(b) € BS¢ C B

Preuve : Soit i € N, a, d € N, tels que 0 < a < d < m, et soit b € BS?.
Nous allons montrer par récurrence sur u, que Vu, 2 < u < p, I’hypothése H,, suivante est vraie.
(H.): by € (SEUCY)
— pour u =2
Par construction, by est le dernier brin de Ch, q,q4)(b1).
Or by =b € B et k; = i. En utilisant la proposition 2 page 12, on obtient alors by = ba.
Comme b € BS¢, alors by € (S¢UCH) C B
Donc Hs est vraie.

— supposons H,, avec 2 < u < p vraie et montrons que H, 1 est vraie.
Par construction, b,y est le dernier brin de Ch(y, 4,4)(bu). Or b, € B?. En utilisant la
proposition 2 page 12, on obtient alors b, 1 = buagu.
Comme b, € (S UCE), alors b,41 € (BSEUSIUCH).
Or par définition, seul le dernier brin de C' peut appartenir & BSY, et b, n’est pas supposé
ici étre le dernier brin.
Donc b, € (S$UC?) C B4,
Donc H, 1 est vraie.

Donc Vu, 2 <u < p, b, € (S¢UCH) C BY.

De plus, par construction, on sait que le dernier brin de Ch(; 4,4+1)(b) appartient a BS4.

On a donc Chy; q,q41) (D) € B

Et tout ce que 'on a montrer est vrai quelque soit i € N, a, d € N, tels que 0 < a < d < m, et
b€ BSY.

O
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Proposition 11 : Viy, i € N,
Va, d € N, tels que 0 < a < d < m,

.. . b & {b le dernier brin de Chy; (b)}
w = d . ; (i1,a,d)
b,b € BY, fels que si iy =iy : { bd {b'7 le dernier brin de Ch(i27a7d)(b’)}

Alors {bg, b1,...,bp} N{by,b1,.... 00} =0.

Les brins b, 1 < u < p, et bl,, 1 < v < r étant respectivement ceuz de la décomposition de

Chiy a,a)(b) et Chi, q.a)(b') selon la définition 5 page 11 :

Chiy it (8) = (Chigy 1) (bo)s- - Chity a1 (b)),
Chiy,a,ay(b') = (Ch(load 1), Ch, a,a-1)(by ))

avec p et r pouvant étre égaux a 0.

Preuve : Nous allons tout d’abord montrer par récurrence sur u que si i; = iy = ¢ alors Vu,
1 < u < p, 'hypothése G,, suivante est vraie.

(gu) : bug{b/17"’b;"}

— pour u =1
Supposons qu'’il existe v, 1 < v < r tel que by = b,
Par construction, by, b, (si v est impair) et b, ; (si v est pair) sont respectivement les der-
niers brins de Ch(; q,a-1)(bo), Ch(ia,a—1) (¥, _1) et Ch; q.a-1)(b;,). Puisque by = b, b, _; et b;,
appartiennent 4 B4~! (proposition 10 page 29), en appliquant la proposition 2 page 12, on
a:by=boal™ ', b, =0b,_af"" (pour v impair) et b, ,; = b,af"" (pour v pair).
D’ou dire que b1 = b;, est équivalent & dire que by = b,_; (si v est impair) ou by = b, ; (si
v est pair).
Ce qui contredit le fait que by = b & Echy; ad)(b’) car by, et b;,_; sont deux brins de
Eehiiy a.a)
Donc Vv, 1 <wv <, by #b,, c’est a dire que G; est vraie.

— supposons G, vraie pour 1 < u < p et montrons que G, 1 est vraie.
Supposons qu'’il existe v, 1 < v < r tel que b1 = b),.

Si u+1 est impair et v pair, par construction, b,1, bj, | ; sont respectivement les derniers brins
de Chyi q,4-1)(bu) et Ch; q,a—1)(D,). Puisque b, et b}, appartiennent a Bd ! (proposmon 10
page 29), en appliquant la proposition 2 page 12, on a : b, = b,al ! et by = vl
D’ott dire que b,y = b}, est équivalent a dire que b, = b}, ;.

C’est a dire que b,41 = b}, est équivalent & dire que b, € {b5,..., 0.}

Or d’aprés 'hypothese G,, que I'on suppose vraie b,, & {b5,...,b.}.

Donc b,41 = b), est équivalent a dire que b, = b/, 11

Par définition, b/ ; appartient & BS{ ! et on sait que b, € (S~ UC¢™), donc b, # b ;.
Donc supposer que by 11 = b, aboutlt 4 une contradiction dans ce cas.

Donc Vv, 1 < v <, si u+ 1 est impair et v pair alors b, 1 # b, .

Si u + 1 est impair et v impair, par construction, b,11, b, sont respectivement les derniers
brins de Ch; 4 a—1)(bu) €t Ch(; q.4—1)(V},_1). Puisque b, et b],_, appartiennent a B4~ (pro-
position 10 page 29), en appliquant la proposition 2 page 12, on a : b,11 = by ad Let
v, =b !

Dot dire que b,1 = bl est équivalent & dire que b, = b]_;.
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C’est a dire que b,41 = b), est équivalent a dire que b, € {bf,...,b._1}.
Or d’aprés ’hypothése G, que l'on suppose vraie b, & {b},...,bl._1}.
Et on a nécessairement b)) # b, car by € B et b, € (S¢~1 U CE).
Donc supposer que b,1 = b), aboutit & une contradiction dans ce cas.
Donc Vv, 1 <o <r,si u+ 1 est impair et v impair alors b, 1 # b, .

Si u + 1 est pair et v pair, par construction, b,1, b, sont respectivement les derniers brins

de Ch(ku,a,d—l)(bu) et Ch(lv,l,a,d—l)(b;—l) et on a ky, l,_1 € {i+1,i—1}.

En appliquant la proposition 2 page 12, on a : by41 = byaf et b, = b’vflaldvl.

Puisque b, ;1 et b, appartiennent a (S¢~'UC?™1) (proposition 10 page 29), et que par af~}
et af~] on reste dans la méme i-cellule, on a alors : si b, et b, € S¢1 (resp. € C71)
alors b, et b _; aussi et donc par conséquent (en utilisant la définition) on a k, = 1,_1.
Puisque b,4+1 = buaz:l bl = b'vflozif_ll
dire que b, =b)_; .

C’est a dire que byy1 = bl est équivalent a dire que b, € {bf,...,b._1}.

Et on montre encore de la méme maniére que précédemment que ’on a une contradiction.

Donc Vv, 1 < v <, si u+ 1 est pair et v pair alors b, 1 # ).

et k, = l,_1, dire que b,41 = b), est équivalent a

Si w+ 1 est pair et v impair, par construction, b,1, b, sont respectivement les derniers
brins de Chy, 4,d-1)(bu) €t Ch(, a.a—1)(D,) et on a a ky, I, € {i+ 1,7 —1}.
En appliquant la proposition 2 page 12, on a : b,4+1 = buozzu et by | = b;afv .

Puisque b,41 et b, (proposition 10 page 29) appartiennent a (Sid_1 U C’id_l), et que par af__ll

et al~] on reste dans la méme i-cellule, on a alors : si b, et b, € S¢1 (resp. € C¢71)
alors b,, aussi et donc par conséquent (en utilisant la définition) on a k, = 1.

Puisque b1 = buagf et b, = b;afvfl et k, = l,, dire que b, 1 = b/, est équivalent a dire
que b, = b, .

C’est a dire que by,41 = b), est équivalent & dire que b, € {b5,..., 0.}

Et on montre encore de la méme maniére que précédemment que I'on a une contradiction.
Donc Vv, 1 <wv <r,si u+ 1 est pair et v impair alors b,11 # b,

Donc G, 41 est vraie.
Donc Yu, 1 <u <p, b, & {b},...,0.}.

Pour pouvoir conclure il reste & montrer que si i; # iy on a également la méme propriété a

savoir :

by & {b),05,...,b0.} Yu, 1 <u<p.
En utilisant la proposition 10 page 29, on sait que :
{b1,.... b} C(SETUCE) et que {b],..., b} C (SETtucE.
Or par définition (S{'UCi ) n(SEtuct ™) =0.
Donc {b1,...,b,} N{b,.... 0.} =0.
C’est a dire que si iy iz onab, € {b)...,00.}, Vu, 1 <u<p.

Donc quelque soit i1, i2 € N on a {bg, b1, ...,b,} N{by,b},..., 0.} =0.
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Une propriété importante des chemins de connection est qu’ils (ou plus précisément les en-

sembles connectants ouverts correspondants) ne s’intersectent pas.

Proposition 12 : Vi, iz € N,
Va, d €N, tels que 0 < a < d < m,

S b & {b, le dernier brin de Chy; (b)}
’ d _ . ; (i1,a,d)
b, b7 € BY, tels que siiy =iz : { b {V, le dernier brin de Chy;, q.qa)(b')}

Alors Ech?i17a7d)(b) N EChf‘g,a,d)(b/) = 0.

7

Preuve : Soit a € N tels que 0 < a < m.

Nous allons montrer par récurrence sur d, a < d < m, que ’hypothése H, suivante est vraie.
b & {b, le dernier brin de Ch;, 4.q4)(b)},
b {b', le dernier brin de Ch, q.q4)(b')},

(Hq) : Vi1, io € N, Vb, b’ € B9, tels que si i) = iy : {

on a :
Behg, o (b)NEche () =0

— pourd=a
Soit i1, 19 € N,
Soit b, b’ € B vérifiant les hypothéses de (H,).
On a par la définition 5 page 11, Ch(;, q4,0)(b) = (baf,) et Chyi, a,q) (b)) = (b'af,).
Dot Echf;, , ,(b) = Echy,, . (') =0.

Donc Echf; , (b) N Echf;, , () =0.
Et ceci est vrai quelque soit i1, i2 € N, b,b’ € B® vérifiant les hypothéses de (H,).
Donc 'H, est vraie.

— supposons H, vraie pour a < d < m, et montrons que Hg41 est vraie.

Soit 11, 19 € N.
Soit b, b’ € BI*! vérifiant les hypothéses de (Haq1).

D’aprés la définition 5 page 11 on a : Ch(;, q,4+1)(b) = (Ch(ko,a,d)(bo), o Ch(kp,a’d)(bp))

et Chiy,a,d+1) () = (Ch(lo’md)(b{)), e Ch(lma’d)(b;)) avec p et r pouvant étre égaux a 0.

Notons également b, 11 le dernier brin de Chy,, q,4)(bp) et b, ; le dernier brin de Chy;, 4.4)(D}.)-

D’aprés la définition 7 page 23, on a alors
Behfy, g i (8) = (Ui—o Behy, o ®a)) U (UiZ {bu})
et Beh?, , 411y (V) = (UZ:o Ech‘()lma’d)(b;)) U (ngl{b’v}).

Donc pour montrer que Ech{; , ;.1)(b) N Echf;, , ;.1 (0') = 0 il suffit de montrer :
by # bl Vu, 1<u<p Vo, 1<v<r
Echfy o, a)(bu) N Echy 0 (0,) = 0 Yu, 0<u<p Yo, 0<v<r
b, & ECh(()lU,a,d)(b;) Vu, 1<u<p VYo, 0<v<r
b;gEch‘(’ku,md)(bu) Vu, 0<u<p W, 1<ov<r

Pour montrer le premier point de (9) il suffit de vérifier que les hypothéses sont vérifiées au

rang d pour pouvoir appliquer Hy que 'on suppose vraie.
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Donc on peut remplacer ce premier point par les hypothéses qui doivent étre vérifiées.

by, # b, Vu, I1<u<p W, 1<v<r

Vu, 0<u<p .

w,ogvgr} Siky=1l, by#b, by #.; busr #0,
bu¢EchE’l1)7a,d)(b;) Vu, 1<u<p VYo, 0<v<r
b;¢Ech‘(’ku7Gyd)(bu) Vu, 0<u<p VYo, 1<v<r

(10)

Or d’apres la proposition 10 page 29 on a b, € (S UCE ) Vu, 1 <u<pet b, € (SLUCY)
Yo, 1 <ov<r.

Et d’aprés la proposition 6 page 25 on sait que les brins de ECh(()ku,a, d) (b,) ainsi que ceux
de ECh?lu,a, d)(b;) appartiennent & des cellules supprimées ou contractées entre les niveaux a
et d. Par conséquent ils ne peuvent appartenir & des cellules supprimées ou contractées au
niveau d.

Donc b, ¢ ECh((le,a,d) 0), Vu, 1 <u<p, Vo, 0 <v <r,

et b, & ECh?ku,a,d)(bu)’ Vu, 0 <u<p, Yo, 1 <v<r.

Par suite, les deux derniers points de (10) sont vérifiés.

Donc pour montrer (10) il reste & montrer que

Vu, 1<u<p Yo, 1<ov<r by # b,
Vu, 0<u<p Vo, 0<ov<r st ky =1, by # b, (1)
Vu, 1<u<p+1 Vo, 0<v<r St ky—1 =1, by #b,
Vu, 0<u<p Vo, 1<v<r+1 siky,=1l,_1 b, #U

En décomposant les 4 inéquations de fagon & observer u et v selon les intervalles 1 < u < p
et l<v<retlescassu=0,v=0,u=petv=rona:

Vu, 1<u<p Wo, 1<v<r by, #£ b,

Sikozlo b07éb6
Yo, 1<v<7r sikog=1l, by # b,

Vu, 1<u<p st ky = lo by # b))
st kp = lo bp+1 7£ b/O (12)
Vu, 1<u<p 8§t ky—1 =1y by # b

Yo, 1<v<r sik,=1, bpy1 # b,
st k():lr bo#b;+1
Yo, 1<v<r sikg=1l,_1 by #Db,
Vu, 1<u<p st ky =1, by # by

D’aprés la proposition 6 page 25 on sait que les brins de Echz’i1 ad +1)(b) ainsi que ceux de

ECh(()iz,a,d+l)

et d + 1. Par conséquent ils ne peuvent appartenir & B?*1,

Or by et by € B+, d’'ott

— by A, Vv, 1<v<r,

= by # by, Yu, 1 <u<p.

D’aprés les hypothéses si iy = ip, on a : by # bp, by # by, et by # bpq1. Clest a dire :
- Sikoilolbo%bé,

— si ko = I, et 7 pair (c’est & dire si I, = i) : by # b]., 1,

— si kp =1l et p pair (c’est & dire si kp = 41) : b)) # bpt1.

D’ou en utilisant ceci on démontre en partie les points de (12).

Il ne nous reste plus qu’a montrer que

(b) appartiennent & des cellules supprimées ou contractées entre les niveaux a

Vu, 1<u<p W, 1<v<r by #£ b,
st kp:l() et kp#’il bp+1 #bé
Vo, 1<v<r sik,=1, bpr1 # b, (13)
Sik():lretlr#ig bo#blr_,'_l
Vu, 1<u<p st ky =1, by # b1
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En ce qui concerne le premier point de (13), on sait d’aprés la proposition 11 que {b1,...,b,}N
{b,--.,b,.} = 0. Donc le premier point est bien vérifié.

En ce qui concerne le deuxiéme point de (13), puisque 'on suppose ly = k, et i1 # k,

il n’y a qu’un seul cas & examiner : celui ot p + 1 est pair.

Par construction, b, 1, b] sont respectivement les derniers brins de C'h(;, q.4) (bp) €t Chyi,,a,q4)(b5)-
Donc en appliquant la proposition 2 page 12, on a b,1 = byad et b} = bjad .

D’ou dire que by+1 = b, est équivalent & dire que b, = b} .

Or d’aprés ce que 'on a montré précédemment on a by & {b1,...,bp}.

Donc on a une contradiction.

Par conséquent si ly =k, et i1 # ky, by1 # by,

Donc le deuxiéme point de (13) est vrai.

En ce qui concerne le troisiéme point de (13), soit v, 1 < v <.

Par construction, ), | 1, b, +1 sont respectivement les derniers brins de Chy, q4.4)(;,) et Chi, a.q)(bp)-
En appliquant la proposition 2 page 12, on a b,y = bpagp et b, , = b;afv .

Or on suppose k, = [,,, d’ott dire que b, = b,41 est équivalent & dire que b}, = b, .

C’est a dire que b;, = b, est équivalent & dire que b, € {b3,...,b,. }.

Et on montre encore de la méme maniére que précédemment que ’on a une contradiction.

Donc pour tout v, 1 < v <r,sil, =k, alors b}, # b,1.

Donc le troisiéme point de (13) est vrai.

En ce qui concerne le quatriéme point de (13), puisque l'on suppose ko = I, et iz # I,

il n’y a qu’un seul cas & examiner : celui ou r + 1 est pair.

Par construction, o/, |, by sont respectivement les derniers brins de Ch;, q,4)(b;.) et Ch(;, q.q)(bo)-
Donc on a b, = b.ad et by = boad, .

D’ott dire que b;.; = by est équivalent & dire que b, = b; .

Or d’apreés ce que 'on a montré précédemment on a by & {b},...,b.}.

Donc on a une contradiction.

Par conséquent si ko = [, et i3 # I, b # bo.

Donc le quatriéme point de (13) est vrai.

En ce qui concerne le dernier point de (13), soit u, 1 <u < p.

Par construction, b,;1, 0}, sont respectivement les derniers brins de Chy, q,q4)(bu) et
Ch(i,.a.a)(0.)-

En appliquant la proposition 2 page 12, on a b,+1 = buagu et by, = b;aldr .

Or on suppose k, = I, d’on dire que b, = b, | est équivalent & dire que b,41 =] .

C’est a dire que b, = b, | est équivalent & dire que b]. € {b2,...,bpt1}.

Et on montre encore de la méme maniére que précédemment que ’on a une contradiction.
Donc pour tout u, 1 < u < p, si l, =k, alors b, # b, ;.

Donc le dernier point de (13) est vrai.
Donc nous avons montré que tous les points nécessaires et suffisants pour montrer que
Ech{;, oa41y(0) N Echly, o q0q0)(b) =0

sont bien vérifiés.
Done Eeh;, 411y () 0 Behfy, 4 1) () = 0.
Et ceci est vrai quelque soit i1, i € N, b,b’ € B4t tels que
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Sin = o v & {b, le dernier brin de Chy;, q.441)(b)}
t=n b {b/, le dernier brin de Chiy a.a11)(b')}
Donc Hg41 est vraie.

Donc H, est vraie pour tout d, a < d < m.
Or toute cette démonstration est vraie quelque soit a € N, tels que 0 < a < m.
Par conséquent la proposition est donc vraie.

O

La proposition suivante souligne le fait que la séquence de brins disparus et reliant b et b’ = ba¢
est l'inverse de la séquence des brins disparus entre v’ = ba¢ et b.

Proposition 13 : Vi€ N, Va, deN,0<a<d<m,Vbe B¢ ona:
1. (b,Ch;a,q)(b)) = inverse_séquence((b',C’h(w,d) (b’))) ;
2. Ech;,q,a)(b) = Ech(; q,a)(b') ;

avec V' le dernier brin de Ch; 4 q)(b).

Preuve :

1. Soit a € N tels que 0 < a < m.
Nous allons montrer par récurrence sur d, que Vd, a < d < m, ’hypothése H, suivante est
vraie.

(Hq) : Vb€ B4, Vi€ N,
(b, Chj,q,q)(b)) = inverse_séquence ((b’,C’h(i7a7d)(b')))
avec b’ le dernier brin de Ch; 4 q)(b).

— pour d = a,
Soit i € N, b € B et ' le dernier brin de Ch; q,q)(b)-
Nous savons par définition (def 5 page 11) que Chy; q,q)(b) = (baf).
D’ou b’ = baf € B®.
Toujours par définition, nous avons alors Ch(; 4,q)(b') = (b'af).
Or of est une involution d’ott Ch; q,q)(b") = (b).
On a alors (b, Ch;,q,qa)(b)) = (b,b) et (', Chiqa,q)(b')) = (b',0).
Donc (b, Ch(;,q,4)(b)) = inverse_séquence ((b’, Ch(i7a7a)(b/))).

Et ceci est vrai quelque soit : € N et b € B°.
Donc ’hypothése H, est vraie.

— supposons que Hy est vraie pour a < d < m, et montrons que Hg41 est vraie.

Soit i € N, b € B! et b le dernier brin de Chi,a,d+1)(D)-

D’aprés la définition 5 page 11, nous devons examiner deux cas : celui ot b & BS? et celui

ott b € BS.

~sibg BSYona:

Chia,d+1) () = Chia,a)(b) (14)

Puisque 0’ est le dernier brin de Ch(; 4 44+1)(b), on a également b' dernier brin de
Ch’(z}a}d) (b) .
D’aprés la proposition 2 page 12 on a b’ = bozf""1 et b = ba?

i
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Comme b € B4 on a b/ € B4+,

Montrons par contradiction que I'on a b’ ¢ BSE.

Supposons b’ € BSZ. On a alors b'ad € (S¢UCY).

Or b =b'ad et on a supposé b € B! ce qui entraine b ¢ (S¢ U CH).
Donc b’ ¢ BSY.

Par définition (def 5 page 11), on a alors

Ch(i,a,d+1) (b/) - Ch(i,a,d) (b/) (15)

Or on suppose ’hypothése Hy vraie, c’est a dire
(b,Chia,a)(b)) = inverse_séquence ((b’,Ch(i,a’d)(b'))> (16)
En utilisant les équations (14), (15) et (16), on obtient
(b, Chyi,a,a+1)(b)) = inverse_séquence ((b’,C’h(i,a,d_,_l)(b'))).

Et ceci pour tout i € N et b € (B4l — BSY).
Donc Hg41 est vraie dans ce cas.

sibe BSY:
Par définition, la décomposition de Chy; 4 441)(b) est de la forme :

Chia,a+1)(b) = C = (Ch(k1,a,d)(b1)a - ~7Ch(kp,a,d)(bp)a)-
Comme ¥ est le dernier brin de Ch(; q,4+1)(b), on a par définition b" € BS4.
Par définition, la décomposition de Chy; 4 441)(b’) est alors de la forme :

Chiiaasn (V) = C" = (Chaha,d) ®), ..., Ch(lﬁa,d)(b;)).

Dans la suite, quitte & échanger p et r, nous allons supposer que p < 7.

Pour montrer que (b, Ch(; q,441)(b)) = inverse_séquence ((b’7 C’h(i’a’dﬂ)(b'))), il faut
montrer que pour tout u, 1 <u < pona

(bus Chty,a,4)(bu)) = inverse_séquence ((b’T_H_u7 Ch(t, 1 ,a.d) (b’T_H_u))), et quer =
p.
Pour pouvoir utiliser (H4) que l'on suppose vraie, il faut que ces hypothéses soient
vérifiées. Donc il faut montrer que
ky=1l—y+1 €N, Vu, 1 <u<p,
b1 = dernier brin de Chy, q.ay(bu), Yu, 1 <u <p,
b, € B4, Yu, 1 <u <p,
r=p.
Or b, € B% k, € N et b,y = dernier brin de Chk, a,a)(bu), Yu, 1 < u < p, par
définition de Ch(;,q,a+1)(b).
Il reste donc a montrer que :
ky =lr—yt+1, Yu, 1 <u<p,
Vo uir = but1, Yu, 1<u<p,
r=p.
Nous nommons dans toute la démonstration b, et b, ; les derniers brins respectifs de
Chiky.a,d) (bp) €t Ch, a,a) (b))

Dans un premier temps, nous allons montrer par récurrence sur u, 0 < u < p, que
I’hypothése G,, suivante est vraie.

(Gu) but1 = b;-&-l—u

— pour u=0:
On a posé b, ; comme étant le dernier brin de Chy;, q,q)(b;.). Puisque Chy, q.q4)(b;.)
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est le dernier sous-chemin composant Ch; q,q+1) ('), alors b, ; est aussi le dernier
brin de Ch; q,q+1)(0).

Par définition, b’ est le dernier brin de Chy; q,4+1)(b). Puisque b € B**!, en appli-
d+1 ot par suite on en déduit que

i

quant la proposition 2 page 12, on obtient V' = ba
b € BI*! aussi.
Comme nous avons vu que b/, est le dernier brin de Ch(; 4 411)(V') et que b’ € B+,

en utilisant la proposition 2, on obtient b;.,, = b’ adtt,

Dot b, = bad T af™ et donc V., | = b (puisque "

Or par définition on a by = b.
Par conséquent b).,; = by et (Go) est vraie.

! est une involution).

— supposons G,, pour 0 < u < p vraie et montrons que G, est encore vraie.

On veut donc montrer que by 4o = bl._,,.
Par construction on sait que :

but2 est le dernier brin de Chy, ., a,4)(but1),

et b, est le dernier brin de Ch(;, _, 4.q)(b)._,)-
D’aprés la proposition 10 page 29 on sait que b2 et b._,,; sont des brins de B4,
d’otl en utilisant la proposition 2 page 12
buta = but10f,
et b;“—u+1 = b;"fuai,,u

C’est a dire

busz =busr0f, et b, =b._, ol . (17)
Puisque ’on suppose G, vraie, on sait que by41 = 0], ;-
Donc pour montrer que b, 4o = b/._,,, il suffit de montrer que &k, 1 = l;—y.
On peut remarquer que r +1 = (r — u) + (v + 1). Or comme démontré lors de la
preuve de la proposition 2 page 12, r est nécessairement impair, donc r 4+ 1 est pair
et par suite r — u et v+ 1 ont méme parité.

1 si u 4 1 est impair,

Par définition on a k41 = i+1 siwu+1 estpairet by € Sl‘ﬂ
i—1 siu+1estpair et b1 € CZ,
) si r — u est impair,

et lo—y=1< i+1 sir—uestpairetd, , € S4,

. . . d
i—1 sir—westpairetd,._, € C~

— Sir—wuetu+ 1 sont impairs alors k11 =4 et [,—, = 3.
Donc dans ce cas kyt11 = lr—y-

— Sir—wuet u+1 sont pairs alors on a ky41 (resp. lr—y) € {i — 1,4+ 1} selon si by41
(resp. b.._,) appartient a C¢ ou S¢.
Supposons b._,, € S¢, alors I,_,, = i + 1. Puisque par a;;; on reste dans la méme
i-cellule, alors b, _, ., = b,_,of €83 Or b, .\ = bys1, dott byy1 € S¢. Et
donc ky4+1 =i+ 1 également. C’est a dire si r — u et u + 1 sont pairs et b.._, € S¢
alors I,y = kyt1.
On montre de la méme maniére que si b,._, € CZ, alors b]._, . = b,41 aussi, et
l,_, ainsi que k, 1 valent i — 1. D’ot1 si 7 —u et u+ 1 sont pairs et b/, € C¢ alors
lo—w = ku+1-

Donc dans tous les cas kyyr1 = L.

Et en utilisant les relations 17, ainsi que ’hypothése (G, ), on en déduit que by o =

bl._ ., c’est a dire que (G,11) est vraie.

Donc pour tout u, 0 < u < p, G, est vraie i.e. byqy1 =0 1_,,.
Reste a montrer que p = 7.

Montrons le par contradiction en supposant que p < r.
bp+1 est par construction le dernier brin de Ch, 4.4 (bp), donc le dernier brin de
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Chi,a,d+1) (). Par définition on a alors b, € B+,

bj.1-, est un brin strictement & Uintérieur du chemin Ch; q.q41)(b) et donc c’est un
brin qui nécessairement disparait entre les niveaux a et d puisque par définition seules
les extrémités du chemin appartiennent a B4+1,

On obtient alors une contradiction avec le fait que by 1 =0},

Donc p n’est pas strictement inférieur a r.

Et par conséquent p = r.

Puisque 'on a montré que
ku :lr—u+1 €N> VU, 1 < nga
b1 = dernier brin de Chy, q.ay(bu), Yu, 1 <u <p,
b, € B, Vu, 1 <u<p,
r=p,
en utilisant (H4) que 1’on suppose vraie, i.e. : Vb € B, Vi € N,

(b,Chia,a) (b)) = inverse_séquence ((b’,Ch(i’a,d) (b’)))
avec b’ le dernier brin de Ch; q.q)(b),

on déduit alors que pour tout v, 1 <u < pon ar=petque

(bus Chky,,a,4)(bu)) = inverse_séquence ((b;»+1—uaOh(lrﬂﬂ,md)(b;--s-l—u)))~

Ce qui nous permet de conclure que
(b,Chyisa,a+1)(b)) = inverse_séquence ((bQC’h(m’dH)(b/))).
Donc Hg441 est vraie pour tout b € BI+L,
Donc Vb € B, Vi € N, et Vd, a < d <m,
(b,Chi,a,a) (b)) = inverse_séquence ((b’,Ch(i’md)(b’))),

avec b’ est le dernier brin de Ch; q,q4) (D).
Et toute cette démonstration est vraie quelque soit a € N tels que 0 < a < m.

2. découle du point précédent.
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Fi1a. 9 — Illustration de la question : "pourquoi étendre les chemins de connection”. (a) : une
pyramide a deux niveaux, le deuxiéme niveau ayant été obtenu apreés 22 1-suppressions (modélisées
par des cercles). (b) : ce que l'on voudrait obtenir, & savoir I’ensemble des faces représentant
l'unique région du deuxiéme niveau de la pyramide. (c) : lorbite généralisée que on obtiendrait
en n’utilisant que des chemins de connection partant d’un brin survivant.

4.2 Chemins de connection étendus

Comme nous 'avons dit précédemment nous cherchons 4 savoir quels sont les brins d’un cer-
tain niveau a > 0 de la pyramide qui correspondent & une certaine orbite d’un niveau supérieur
(a <d <m).

Pour cela nous avons introduit la notion de chemin de connection Chy; 4 4)(b) définie pour b € B
Comme nous le verrons dans la section 5, 'idée est de définir les orbites généralisées uniquement
a l’aide des chemins de connection. Le principe de la construction d’une orbite généralisée est de
lui ajouter tous les brins que I'on peut atteindre en effectuant des chemins de connection & partir
de brins lui appartenant déja.

Comme nous pouvons voir figure 4.2 en utilisant la notion de chemin de connection définie précé-
demment, c’est & dire en se limitant aux chemins de connections partant brins survivants, on ne
peut pas obtenir ce que 'on veut. C’est pourquoi nous allons étendre cette notion pour des brins
quelconques de la pyramide (b € B%) et non pas seulement des brins de B¢ (pour Chi,a,ay(b))-
Dans cette section nous allons dans un premier temps définir la notion de chemin de connection
étendu puis nous en donnerons quelques propriétés.

4.2.1 Définitions

Dans le cas standard (pour les brins survivants), la définition de chemin de connection étendu
correspond & celle du chemin de connection défini dans la sous-section précédente et donc aussi a
celle de Brun et Kropatsch. Pour tous les autres brins de la pyramide (les brins non survivants),
cette définition est étendue afin de pouvoir définir les orbites généralisées. Un chemin de connection
étendu est une séquence de brins d’un niveau inférieur qui sépare deux brins d’un niveau supérieur.
De la méme maniére qu’un chemin de connection, intuitivement, un chemin de connection étendu a
un niveau donné peut étre obtenu en concaténant des chemins de connections du niveau précédent
concernés par des suppressions ou des contractions de cellules.

Notons ChE(; q,q4)(b) le chemin de connection étendu entre les niveaux a et d (a < d), pour tout
brin b € B® et dimension ;.

Lorsque b € B¢ (un brin survivant), ChE(;,q,4)(b) est la séquence de brins du niveau a séparant le
brin b et son voisin baf. Nous avons donc ChE(;a,4)(b) = Ch;a,q)(b) dans ce cas.

C’est lorsque b € B¢ (un brin non survivant), que nous allons étendre la notion de chemin de
connection.
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. \ niveau 1

| niveau 0

a b

Fig. 10 — (a) Exemple d’une pyramide de 2-G-cartes composée de trois niveaux. Les brins
0-supprimés (resp. 1-supprimés) sont marqués par des carrés vides (resp. des cercles). (b) Deux
niveaux de la pyramide. Les brins du chemin de connection étendu ChE( ;2)(1) sont dessinés
en gras dans le niveau 1. Ces brins sont entre les brins 1 et 10, ott 10 = 1a2 : ChE1,2)(1) =
(2,5,6,9,10) = (1o}, lajal, lagatad, lagaladal, 1agalatatad). EchEf, | (1) = {2,5,6,9}, et
EchE1,2)(1) = {1,2,5,6,9,10}. Les brins du chemin de connection étendu ChE2)(1) sont
dessinés en pointillés dans le niveau 0, et ChE2)(1) = (2,3,4,5,6,7,8,9,10). ChE,2)(1)
est la concaténation de ChE(O’O,l)(l), ChE(l’()’l) (2), ChE(O,O,l)(5)7 ChE(l,O,l) (6) et ChE(O,O,l) (9)
Notons que ChEq,1)(5) = ChE,,0)(5) = (6). Les brins 5 et 11 sont des brins non survi-
vants au niveau 2 : ChE2)(5) = (6,7,8,9,10) est une sous-séquence de ChFE(2)(1), et
ChE.0.1)(11) = (12,13,14,15,16,17,18,11) est un cycle.

Lorsque b € B%!, la suppression ou la contraction de la cellule contenant b est directement
concernée dans la construction du niveau d et a des conséquences directes sur la définition des
nouvelles orbites de ce niveau. Ce qui n’est pas le cas lorsque b ¢ B?!. Pour ces raisons, si
b¢ BT, ChE; q,q)(b) est défini comme la séquence vide, et sib € Bt ChE; q,q)(b) correspond
a la séquence de brins traversée a partir de b et en appliquant les méme régles que pour la définition
de la suppression et contraction de cellule. Il y a ici deux conditions d’arrét : quand le dernier brin
V' appartient & B?, ou quand le dernier brin est b (Dans le premier cas, ChE(; 4 4)(b) correspond
4 une sous-séquence ou a l'inverse d'une sous-séquence de ChE; 4 4)(b'). Dans le second cas,
ChE(;,q,4)(b) est un cycle).

Voir figures 10 et 11 pour des exemples de ces différents cas de chemins de connection étendus.
La notion de chemin de connection étendu peut étre formellement définie de la maniére suivante.

Définition 8 (Chemin de connection étendu (version récursive)) : Soiti € N, a et d tels
que 0 <a <d<m.
Pour chaque brin b € B®, ChE(; q,q4)(b) est défini par :
- St m’vb > d : ChE(i,a,d) (b) = Ch(i,a,d) (b),
— sinivy <d—1:ChE(;qay(b) = (),
— sinon : nivy, =d — 1 et
~sib @ (ST UG ChE a0 (b) = ChE(iq.0-1)(0),
~ sinon (b€ (STtUCE™)) -
ChE( 0, () = C = (ChE(g a.-1)(01), ChE(rya.a1) (b2 -+ ChE i 001y (b))
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F1a. 11 — Exemple de différents cas de chemins de connection étendus. (a) et (b) représentent
respectivement les niveaux 0 et 1 d’une pyramide, (b) étant obtenu a partir de (a) par 10 1-
suppressions. (c) sont représentés les chemins ChE(; ¢ 1y issus des brins a, b, ¢, d, ¢, f et g.

avec : by = b,
Vu, 1 <u <p, byy1 est le dernier brin de ChE(y, q.4-1)(bu),
1 8t u est impaar,
Vu, 1 <u<p, k, = i+1siuestpairetbu65id_1,
1 —1 siu est pair et b, € Cid*l,
. 1et p est le plus petit entier tel que le dernier brin de C soit b, ou appartienne a
BS; .

La définition 8 définit donc la notion de chemin de connection étendu de maniére récursive. Une
autre maniére de définir cette notion est de le faire itérativement.

La démarche est alors la méme que celle expliquée page 11 en prenant cette fois comme conditions
d’arrét : le dernier brin parcouru appartient a B?, ou est b.

Nous obtenons ainsi la définition itérative suivante :

Définition 9 (Chemin de connection étendu (version itérative)) : Soiti € N, a et d tels
que 0 <a <d<m.
Pour chaque brin b € B®, ChE2(; 4 4)(b) est défini par :
sibe B¢ (i.e nivy > d) : ChEQ(i’a’d) (b) = Ch(i,a,d) (0),
sinon si nivy < d —1 : ChE2(; q.qy(b) = (),
sinon (i.emivy =d—1) sib ¢& ( Z;i BSFuUSITtucCiTly ChE2(;,q,4)(b) = (bay),
sinon : ChE2(; q,4)(b) = (b1, 05,...,b;.), avec
6 = b; tO = i;
Vo, 1 <v<r, by, =b,_jaf

v—1
. d—1 k k
th_1+1sib) e Uk:a(St;i1 U C’t;klﬂ)7

tyy—1sib, € Ui, (S uCk ),

’
t'ufl -1

Vv,1§v<r,t;={

et r est le plus petit entier tel que
¥ — b ow sibe (SITtuCIT) b appartient a BY,
T sibe (S97'UCT™") avec j #i: ), appartient a B!

Nous allons prouver que ces deux définitions sont équivalentes. Mais pour cela nous allons
commencer par prouver une propriété des chemins de connection étendus définis selon la premiére
définition qui nous sera utile par la suite.
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Proposition 14 : Vi € N, Va,d tels que 0 < a < d < m, Vb € B¥! sia < d ou Vb € B® si
d=a, ona:

1. sibe Bt — (ST U CHY) pour a < d ou sib € B® pour d = a, la derniére involution

effectuée lors du parcours des brins de la séquence représentant le chemin ChE(; 4 4)(b) est

of.
2. sibe (SEtuciTh,

— soit le dernier brin de ChE(; 4 q4y(b) est b,

— soit le dernier brin est différent de b et la derniére involution effectuée lors du parcours de

la séquence correspondant o ChE(; o q)(b) est af.

Preuve :
Soit a € N tel que 0 < a < m.
Nous allons montrer par récurrence sur d, a < d < m, que ’hypothése suivante est vraie :

(Hq) : Vb € B¥! pour a < d, ou Vb € B® pour d = a, on a :
1.sib e B — (Sff1 U Cid*l) pour a < d, ou b € B* pour d = a la derniére involution
effectuée lors du parcours des brins de la séquence représentant le chemin ChE(; 4 4)(b) est
a

(0%

2. sibe (STtuciTh,
— soit le dernier brin de ChE(; 4,q4)(b) est b,
— soit le dernier brin est différent de b et la derniére involution effectuée lors du parcours de

la séquence correspondant & ChE(; 4 qy(b) est of.

— pourd=a
On a par définition ChE(; q,4y(b) = Ch; 4,q4)(b). et par la proposition 3 page 15 on sait que
la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la séquence Chy; 4,q4)(b) est o
Donc la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la séquence ChE(i’a’d)(b)
est af.
Par conséquent H,, est vraie.

— supposons H, vraie pour a < d < m et montrons que Hy41 est également vraie.
Soit i € N et b € BY.
Nous allons examiner trois cas : b & (BS? U SEUCY), be BS? et b€ (SIUCH).

Lorsque b ¢ (BS? U S¢ U CY), nous avons par définition (8 page 40), ChE(; 4 441)(b) =
ChE(; q,a)(D)-

Or nous supposons H, vraie, c’est & dire la derniére involution effectuée lors du parcours des
brins de la séquence représentant le chemin ChE; 4 qy(b) est af car b € B,

Donc lorsque b ¢ (BS$USEUCH), 1a derniére involution effectuée lors du parcours des brins
de la séquence représentant le chemin ChE(i’a,dH)(b) est af.

Lorsque b € BS%, on a b € B! d'ott ChE(a,a+1)(0) = Ch(i a,4+1)(b). Et d’aprés la propo-
sition 3 page 15 on sait que la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la
séquence Ch; 4 441 (D) est af.
Donc lorsque b € B Sf, la derniére involution effectuée lors du parcours des brins de la sé-
quence ChE(; 4 a41)(b) est af.

Lorsque b € (S¢ U C¢), nous avons par définition (8 page 40),

ChE(;,q,a+1)(b) = (ChE(kl,a,d)(bl)a e ChE(k:p,a,d)(bp))a
avec : by = b,
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Vu, 1 <u < p, byyy est le dernier brin de ChE, 4.q4)(bu),
¢ si u est impair,
Vu, 1 <u<p,k, =14 i+1siuest pair et b, € S¢,
i — 1 si u est pair et b, € CY,
et p est le plus petit entier tel que le dernier brin (by4+1) du chemin soit b, ou
appartienne & BSY.

Puisque pour tout u, 1 <u < p b, € (S¢UC?) alors ChE, a,d)(bu) = Ch(, a,q)(bu)-

On a b € BY, et b,41 = dernier brin de ChE, 4 .4)(bu) ( = dernier brin de Ch, q.q)(bu))

d’ott en utilisant la proposition 2 page 12, on peut montrer par récurrence que b,i11 =

buaf, € B pour 1 <u < p. On en déduit alors que by = bag af, ...af .

Par récurrence on peut montrer que pour 1 < 2u < p+1

— 8l boy_1 € (Sf U Cid) alors by, € (BS? U Sf U C’f) car by, = b%*lazzufl’ kou—1 = i et
que par «; on change de i-cellule, on passe a la i-cellule voisine qui peut elle-méme étre
i-supprimée i-contractée ou survivante;

— si by, € (S;i UCZd) alors b2u+1 € (Sld U(Jfl) car b2u+1 = bguaﬁzu, kow =i+ 1ou ko, =i— 1,
et que par «; 41 ou o;_1 on reste dans la méme i-cellule.

Par suite :

— si p est pair alors nécessairement b,;1 = b : car par définition on a b, € (S’f U C’ld),
k, € {i—1,i+1} et par ;11 ou c;_1 on reste dans la méme i-cellule, d’ott b, 11 € (STUCYH).
Or par définition b1 = b ou by, 1 € BS?. Comme b, 41 € (S¢UCY) alors by 1 = b;

— si p est impair alors on a deux cas : soit b,11 € (S¢ U C?), soit b,y1 € BSZ. Dans le
premier cas on a nécessairement b, = b. Dans le deuxiéme cas, nécessairement b, # b
et k, = i.

Par définition on sait que le dernier brin (resp. la derniére involution) de ChE(; 4,4+1)(b) est

également celui (resp. celle) de ChE, 4.4 (bp)-

Puisque I’on suppose I’hypothése H, vraie, on sait que la derniére involution effectuée lors du

parcours des brins de la séquence représentant le chemin ChE(kp,md)(bp) est a%p car b, € B,

Donc lorsque b € (54U CY), soit le dernier brin de ChE(; , 4)(b) est b, soit le dernier brin est

différent de b et la derniére involution effectuée lors du parcours de la séquence correspondant
a ChE(; 4.q)(b) est af.

Et tout ceci est vrai quelque soit i € N et b € BY.
Donc Hg41 est vraie.

Donc H,4 est vraie quelque soit d, a < d < m. Et toute cette démonstration est vraie quelque soit
a€ N.

O

Proposition 15 : Les deuz définitions du chemin de connection étendu sont équivalentes. i.e.
pouri € N, a,d tels que 0 < a < d<m etbec B, nous avons : ChE(; 4 q)(b) = ChE2(; q,4) (D).

Preuve :
Soit a,d tels que 0 < a < d < m.
Montrons par récurrence sur d, a < d < m, ’hypothése (H,4) suivante :

(Hd) :Ybe B*, Vi e N, ChE(i,a,d) (b) = ChEQ(i,a,d) (b)

pour d=a :
Par définition on a ChE(; q,q)(b) = Chia,a)(b) et ChE2(; q,q)(b) = Ch; a,qa) (D).
Donc H, est vraie.
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supposons Hg vraie pour a < d < m et montrons qu’elle est encore vraie pour
d+1.
Soit i € N et b € B°.
Par définition on a ChE(; 4,q11)(b) = () et ChE2(; q,441)(b) = () si d +1 > niv, + 1.
D’ott Hgy1 est vraie si d + 1 > nivy + 1.

Supposons maintenant d + 1 < nivy + 1, c’est a dire b € BY — B! ou b € B4+,

L’ensemble des brins i-contractés, i-supprimés ou survivants voisins d’une i-suppression ou i-
contraction (BS;j U Szd U Cld) est un sous ensemble de B¢. Tout brin de B? appartient ol pas & ce
sous-ensemble.

D’ou afin de montrer que ChE(; 4,441)(b) = ChE2(; q.4+1)(b), nous allons examiner pour b € B
deux cas : b ¢ (BS?USEUCY) et be (BSEUSIUCH).

Regardons dans un premier temps le cas ou b ¢ (BS? U S¢UCd).
Nous avons par définition ChE(; 4,a+1)(b) = ChE(; 4.q)(b).
Or par hypothése de récurrence ChE; 4 4)(b) = ChE2(; 4,.q4)(b).
Donc pour montrer que ChE(; o411y (0) = ChE2(; 4 441)(b), il faut montrer que ChE2; q,q11)(b) =
ChE2(;,q,q4)(b).
Lorsque b ¢ (BS?USEUCY), on a alors deux cas : soit b € BY*! et n’est pas voisin d’une i-cellule
supprimée ou contractée, soit b € B? appartient 4 une j-cellule supprimée ou contractée (avec
j #1i). Cest a dire : soit b € B4t — BS? soit b€ BN (S;-i U C’j‘-i) avec j # i.

Sibe Bt — BSfl on a par définition 9 page 41 :

~ ChE2(i,a,d + 1)(b) = Ch(i,a,d + 1)(b) car b € B4+1,

— ChE2(i,a,d)(b) = Ch(i,a,d)(b) car b € B9,
Et d’aprés la définition 5 page 11, puisque b € B4t — BS? alors Ch(i,a,d+1)(b) = Ch(i,a,d)(b).
Donc si b € B¥! — BS% on a ChE2(; 4 a41)(b) = ChE2(; 4.4)(b).

Sib € BN (SgUC;l) avec j # % on a deux sous cas selon si b appartient ou pas a UZ;}I BSE.

— Dauns le sous cas ot b ¢ UZ

;11 BSF, on a par définition :
ChE2(i,a,d+1)(b) = (bay),
etChE2(i,a,d)(b) = Ch(i, a,d)(b) = (bay),
D’ott ChE2(i,a,d+ 1)(b) = ChE2(i,a,d)(b) dans ce sous-cas.

— Dans le sous cas ou b € UZ;}I BSF, on a par définition :
ChE2(i,a,d +1)(b) = (b],...,b.), avec b.. = b ou b, € B,
etChE2(i,a,d)(b) = Ch(i,a,d)(b) = (b},..., b)), avec b € B%.

De la méme maniére que dans la démonstration de la proposition 4 page 16 on peut montrer
par récurrence sur u, 1 < u < min{r,q}, que b, = bl..

Il reste & montrer que r = ¢ pour obtenir ChE2(i,a,d + 1)(b) = ChE2(i,a,d)(b).
Supposons r < q et montrons que ¢a ne peut étre le cas.

On a par définition b, = b ou b’. € B%. Comme on suppose b € B% on a donc dans tous les

cas bl € B4.

Par définition, puisque r < ¢, b est un brin supprimé ou contracté entre les niveaux a et
d—1.

Par conséquent supposer que b, = b/ lorsque r < ¢ méne & une contradiction.

Donc ¢ < r.

Supposons q < r et montrons que ¢a ne peut étre le cas.
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par définition on a by € B

Comme ¢ < r, b est strictement & l'intérieur du chemin ChE2(; 4 411)(b). Et comme b]. est
le premier brin du chemin appartenant & B? alors by, & B4,

Par conséquent supposer que b’q = bfz’ lorsque ¢ < r méne & une contradiction.

Donc ¢ ne peut étre plus petit que r.

Et donc r = ¢q.
Ce qui nous permet d’obtenir également ChE2(i,a,d + 1)(b) = ChE2(i,a,d)(b) dans ce
sous-cas.

Donc si b e B*N (S§UCY) avec j # i on a ChE2(; q,4+1)(b) = ChE2(; 4.4) (D).

Par conséquent, dans le cas oi b ¢ (BSZUS{UCH), on a ChE2(; q,a+1)(b) = ChE2(; 4.4)(b) et
puisque I’on suppose Hg vraie alors ChE2(; 4 441)(b) = ChE(; q,a41)(D)-
C’est a dire Hgy1 est bien vérifiée.

Regardons maintenant le cas ot b € (BS¢ U S¢ U C?).
Nous avons par définition :

ChE(i0.a11)(b) = C = (ChE(ya.a)(b1); -, CRE(y ) (by) )
avec : by = b,
Vu, 1 <u < p, by est le dernier brin de ChE, 4,q4)(bu),
1 si u est impair,
Vu, 1 <u<p, k, =1 i+1siuest pairet b, € S¢,
i — 1 si u est pair et b, € CY,
et p est le plus petit entier tel que le dernier brin de C soit b, ou appartienne & BS¢.
Or par hypothése de récurrence (hypothése H, vraie pour tout ¢ € N et pour tout b € B*), nous
avons : ChE(y, q.4)(bu) = ChE2, q.a)(bu), Yu, 1 <u < p.
Donc pour montrer que ChE2(; 4 411)(b) = ChE(; 4.44+1)(b), il suffit de montrer que
ChE2(; 0,011y (0) = (CRE2(4, 0.0y (b1); -, ChE2(s, 0.0y (b)),
En utilisant la définition 9, posons :
= ChE2(; q,a+1)(b) = (b1, b5, ..., b)), avec by 1y = b0, pour 0 < u <r;
- (ChEz(kl,a,d)(bl), o ChEzwwd)(bp)) = (b, B,
avec by, = byaf, pour 0 < u < g;
- ChE2(ku,a,d) (bu) = (bi,la bi,Qa b )a

3 YU, Sy,

avec by, , 1, = bﬁyva%m pour 1l <u<pet << s,

De la méme maniére que dans la preuve de la proposition 4 page 16 (dans le cas ou b € B Sf),

on peut montrer par récurrence sur u, 1 < u < min{r,q} que b, = b et t|,_; =t/ ;.

Pour obtenir ChE2; 4 qs1)(b) = (C’hEQ(kha,d)(bl), -, ChE2(, .0y (bp)), il reste maintenant
a montrer que r = q.

Supposons r < q et montrons que ce n’est pas vrai.

On a alors by, = by au milieu de (bY, b5, ..., b;). D’ott d’aprés la définition 9 page 41 et la construc-

tion de (C’hE2(k17a,d) (b1),. .-, C’hEQ(kp,md)(bp)), b) disparait au plus tard au niveau d et ne peut

étre égal & b. Or par construction de ChE2(; 4 441)(b), bl. € BS{ ou b = b.
D’ott une contradiction. Donc 7 > g¢.

Supposons q < r et montrons que ce n’est pas le cas.

On a alors by, = b au milieu de (b},05,...,b,).
D’ou d’aprés la définition 9 page 41, b; disparait au plus tard au niveau d et ne peut étre égal a b.
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Or par construction de (ChE2(k1’a’d)(b1), A ChE2(kp7a’d)(bp)), by € BS% ou by =b.
D’ott une contradiction. Donc ¢ ne peut étre plus petit que r.

Par conséquent r = ¢, ce qui signifie que
ChE2(; 4,441y (D) = (ChEQ(kl,a,d)(bl)v s ChE2(, a.0) (bp)),
Or par hypothése de récurrence ChEy, q.4)(by) = ChE2(, 4.4)(bu), Yu, 1 <u < p.
et par définition ChB(i q,a41)(6) = C = (ChE(k, 0. (B1), -, ChE(s, 0,0 (by) ), car b € (BS{ U

54U C?). Donc dans le cas ot d + 1 < nivy + 1 et b € (BS?U ST UCY), on a ChE(; 4,441y (b) =
ChE2 (i q,a+1) (D).

Donc dans le cas ot d + 1 < nivy + 1, on a ChE(; q,44+1)(b) = ChE2(; 4 a41)(D), c’est & dire que
Ha41 est vraie.

Par conséquent (Hy) est vraie pour tout d, a < d < m.
Ce qui démontre la proposition.

O

A partir de ces deux définitions (def 8 et 9), nous pouvons déduire de maniére directe deux algo-
rithmes qui calculent un chemin de connection étendu.

Le premier algorithme, basé sur la définition 8 est récursif et est similaire a4 'algorithme 1
page 22. Il prend en entrée la dimension ¢ du chemin, les deux niveaux entre lesquels on veut
calculer le chemin, et le brin & partir duquel on veut examiner le chemin. A sa sortie on obtient le
chemin de connection étendu sous forme d’une séquence de brins.

En comparaison avec ’algorithme 1,

— il considére tout d’abord le cas ot d > niv, + 1 (dans ce cas on a ChE; 4.4)(b) = ());

— sa condition indiquant si le chemin est composé de plusieurs sous-chemins est augmentée : en
effet dans l’algorithme 1 elle était “b € BSf_l”, et maintenant elle est “b € BSf_1 U Sid_l U
Cidflw ;

— la condition d’arrét de la concaténation des sous-chemins est également augmentée, puisque
maintenant le dernier brin n’est pas nécessairement un brin de B 511_1—1, il peut étre également
le brin initial du chemin

— et lors de I'ajout des sous-chemins une condition supplémentaire est ajoutée. En effet dans
I’algorithme 1, les sous-chemins étaient concaténés deux par deux, car on était siir que le
nombre de sous-chemins était impair. Par contre maintenant ce n’est plus nécessairement
le cas, on peut étre arrivé a la fin du chemin avec un nombre de sous-chemins pair, ce qui
peut étre le cas lorsque le dernier brin est le brin initial. Donc par rapport a l’algorithme 1,
lorsque 'on ajoute de nouveaux sous-chemins 2 par 2, on met une condition & l'ajout du
deuxiéme sous-chemin & savoir “que ’on a toujours pas atteint le brin initial”.

Le second algorithme, basé sur la définition 9 est itératif et est similaire a 1’algorithme 2 page 23.
il prend en entrée la dimension ¢ du chemin, les deux niveaux entre lesquels on veut calculer le
chemin, et le brin & partir duquel on veut examiner le chemin. A sa sortie on obtient le chemin de
connection sous forme d’une séquence de brins.

En comparaison avec ’algorithme 2,

— il considére tout d’abord le cas ott d > niv, + 1 (dans ce cas on a ChE(; 4.4)(b) = ());

— la condition de continuation de l’ajout de nouveaux brins dans le chemin est augmentée,
puisque maintenant il faut prendre en compte le fait que le dernier brin du chemin peut
également étre le brin initial du chemin. Donc maintenant on ajoute un nouveau brin dans
le chemin seulement si le dernier brin ajouté a disparu entre les niveaux a et d — 1 sous
certaines conditions (brin € Jj—»(Sk,, USE,_ UCE, UCE, ) et si il ne correspond pas

inv inv—1 inv %
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au brin initial.

Ces deux algorithmes ont méme complexité (©(d'p)). Toute fois on préférera en pratique utili-
ser I’algorithme itératif afin d’éviter de surcharger la place mémoire par I'utilisation d’une pile de
récursiviteé.

Etant donné un chemin de connection étendu ChE(;,q)(d), on peut déduire deux ensembles de
brins : I’ensemble connectant ouvert étendu EchE(oL a,d) (b) et I'ensemble connectant fermé étendu
EchE(; q.q)(b) (voir figure 10). Ces deux ensembles de brins se définissent de maniére similaire a
ensemble connectant ouvert Echg; , ;(b) et I'ensemble connectant fermé Echy;,q,q) (D).

La notion d’orbite généralisée est basée sur ces deux ensembles.

Définition 10 (Ensembles connectant étendus ouvert et fermé) : Soit i € N, a et d tels
que 0 <a <d<m.
Pour chaque brin b € B® :
- EchE&.)md)(b) est 'ensemble de brins du chemin de connection ChE; 4 4)(b), excepté le der-
nier brin ;
0 i ChEoa(b) = ()
~ EChE(; a,4)(b) = { EchE(c’m;) (b))U {b,0"} sinon, ou b’ est le dernier brin de ChE(; qq)(b)

4.2.2 Propriétés

Dans cette partie sont exposées et démontrées différentes propriétés des chemins de connection
étendus. Celles-ci sont des propriétés analogues & celles des chemins de connection.

Proposition 16 : Pour touti € N, a,d tels que 0 <a<d<m, etbe B* ona:
1. la séquence de brins correspondant & ChE(; 4 4)(b) est unique;

2. et U'ensemble de brins représentant EchE(; o q4)(b) est unique.

Preuve : Se démontre de la méme maniére que la proposition 5 page 24, en prenant b € B?, et en
considérant cette fois un troisiéme cas : celui ot d + 1 > niv, + 1 impliquant ChE(; 4,441 (b) = ().

0

Proposition 17 : Vi € N, Va, d € N, vérifiant 0 < a < d < m, ¥Yb € B® tel que b € (BSf*1 U
Sé—tycd), ona :
ChE(q-1,4)(b) = (b2, by, bypy1),
et par suite : EchE; g1 4)(b) € EchE(; 4.4)(b).

Les brins by, 2 < u < p+ 1, étant ceuzx de la décomposition de ChE; 4 q)(b) selon la définition 8
page 40, (by11 est le dernier brin de ChE; 4 4)(D)).

Preuve : Se démontre de la méme maniére que la proposition 7 page 26.

Cette fois b € B*N (BSItUSIUCI™), et non pas b € BN BS?~!. Cependant dans ces deux
cas, la décomposition de ChE(; 4,4)(b) est la méme, seule change la condition d’arrét qui n’est plus
seulement “le dernier brin du chemin de connection étendu (b, 1) appartient & BS?'” mais est
devenu “le dernier brin du chemin de connection étendu (b,+1) est b, ou appartient & BSfl_l”.
Ces différences ne changent pas la démonstration.
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Fic. 12 — Illustration de la proposition 18 page 48. Les chemins de connection issus de 2
Ch(1,0,2)(2) = (3,4,5) et Ch(1,1,2)(2) = (5) ont leur dernier brin égaux.

Proposition 18 : Vi € N, Va, a’, d € N, vérifiant 0 < a < d <m, et 0 < d <d < m, et
Vb e Bmerlad} op g ;

dernier brin de ChE(; 4 q)(b) = dernier brin de ChE(; o q)(b).

Preuve :
Soit i € N.
Soit a, a’ € N, vérifiant 0 <a <m, et 0 <ad’ <m.

Sia = a/, on remarque que 1’égalité & démontrer est évidente quelque soit d € N, a,a’ < d < m.
Donc dans la suite de la démonstration nous allons supposer que a # a’.
Le cas ol a < o’ étant symétrique au cas ol ¢’ < a nous ne traiterons que le cas o a < a'.

Nous allons montrer par récurrence sur d que Vd € N, a’ < d < m I’hypothése H, suivante est
vraie.

(Hy) : Vb € B?, dernier brin de ChE i q.q4)(b) = dernier brin de ChE; 4 qy(b).

— pour d = a’,
Soit b € B*. ,
D’aprés la définition 8 page 40, nous avons : ChE(; o oy(b) = Ch; /.0y (b) = (boy ).
Puisque b € B“l, par la proposition 2 page 12, nous savons que le dernier brin de ChE(; o /) (b)
est ba?’. Donc :

dernier brin de ChE; 4 4y (b) = dernier brin de ChE; 4/ (D).

Et ceci est vrai pour tout b € B®
Donc H, est vraie .

— supposons ’hypothése de récurrence vraie pour d (¢/ < d < m) et montrons qu’elle est
encore vraie au rang d + 1.
Soit b € B®.

—

Si d+ 1> nivy + 1, on a alors ChE(; 4,4+1)(b) = () et ChE(; qr,.441)(b) = ()-
Et donc par vacuité nous avons bien dernier brin de ChE(; qq41)(b) = dernier brin de
ChE; . a+1)(b) dans ce cas.

Sinon (si d + 1 < niv, + 1), nous devons regarder 2 cas : celui ot b € (BS? U S? U CY) et
celui ot b € (BS$U ST UCY).
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Sib ¢ (BSIUSLUCY), on a alors par définition ChE(; q,441)(b) = ChE(; 4.4y (b) et ChE(; 41 q41)(b) =
ChE(;,q,q)(b) or on suppose Hy vraie, c’est & dire que le dernier brin de ChE(; q,4)(b) est

aussi celui de ChE(; o/ qy(b). Donc ChE(; 4 a41)(b) et ChE(; o q11)(b) ont méme dernier brin

dans ce cas.

Regardons maintenant le cas ot b € (BS¢ U S¢UCP).

D’aprés la définition 8 page 40, ChE(; 4,441)(b) et ChE(; o 411)(b) se décomposent de la
facon suivante :

ChE(;,q,4+1)(b) = C = (ChE(kl,a,d) (b1), .. -vChE(kp,a,d)(bp))
et

ChE(i.ar,as1)(b) = C' = (CRE(, .ty (W), ChE (0t (8)))-
Pour montrer que

dernier brin de ChE; 4 44+1)(b) = dernier brin de ChE(; 4 441)(b),
il suffit alors de montrer que
dernier brin de ChE(,, 4 .q)(by) = dernier brin de ChE(, o q)(b;.).

Pour cela nous allons montrer par récurrence sur u que Vu, 1 < u < min{r,p}, 'hypothése
G, suivante est vraie.
(Gu) : b, =V, € B

— pour u =1
On a par définition b; = b, b} = b et nous sommes dans le cas ot b € B%.
Donc Gy est vraie.

— supposons ’hypothése G,, vraie pour u vérifiant 1 < u < min{r,p} et montrons que G, 11
est vraie.
Par construction b, 1 et by, ; sont les derniers brins de ChE(y, q,q4)(by) et de ChE(, 4.q)(0},)-
Puisque d’aprés Gy, b, et b/, € B?, alors d’aprés la proposition 2 page 12, on a b, = buagu
et b),,, = bj,0f et par suite b,y et b, € B
1 si u est impair,
Par construction on a également k, = i+ 1 si u est pair et b, € Sfl,
i — 1 si u est pair et b, € C4,
1 si u est impair,
et I, =< i+ 1siu est pair et b, € S,
i — 1 si u est pair et b, € C¢,
Puisque G, est vraie, on a b, = b),. On en déduit alors que k, = l, et par suite que
but1 =by 4 € B
Donc G, 41 est vraie.

Donc Yu, 1 < u < min{r,p}, G, est vraie, c’est a dire que :
b, =1,
Supposons que r < p (le cas ou p < r étant symétrique).
Nous allons montrer par contradiction que nécessairement r = p.

Supposons donc que r < p.

Par définition, le dernier brin de ChE(, . q)(b;.) que 'on nomme b;.,, est aussi celui de
ChE(; q,4+1)(b) et appartient a BS¢ ou correspond & b.

De méme, par définition on sait que le dernier brin de ChE(, 4.4)(by) que 'on nomme by,
est aussi celui de ChE(; q,441)(b) et est le premier brin du chemin qui appartienne & BS¢ ou
corresponde & b.

Donc en considérant que b, = b!. avec r < p on obtient une contradiction.

Donc r = p.
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Puisque nous avons par construction

dernier brin de ChE(; 4 441)(b) = dernier brin de ChE(;, q,.4)(bp),
dernier brin de ChE; 4/ q41)(b) = dernier brin de ChE(, o 4)(b).),

que l'on vient de montrer b, = b;. et 7 = p et que d’aprés Hg, le dernier brin de ChE(, 4.4)(bp)
est aussi celui de ChE, o q)(bp), alors ChE(; 4.441)(b) et ChE(; s 441)(b) ont méme dernier
brin dans ce dernier cas.

Et toute cette démonstration est vraie quelque soit b € B4+1,
Donc Hg41 est vraie.

DoncVdeN, a<a <d<m,¥bc Blona
dernier brin de ChE; 4 q)(b) = dernier brin de ChE(; o 4)(D).

Or toute cette démonstration est vraie quelque soit ¢ € N, et a, o’ € N, vérifiant 0 < a < d < m,
et 0<a <d<m.

Proposition 19 : Vie N, Va, deN,0<a<d<m,Vbe B* ona:

EChE(i}a’d) (b) C EChE(i’a,l,d) (b).

Preuve : Se démontre de la méme maniére que la proposition 9 page 28.
Puisque ’on prend Vb € B® et non plus Vb € B¢, on doit considérer un cas supplémentaire : celui
ou d + 1 > nivy + 1. Par définition, définition 10 page 47, on a dans ce cas

EChE(i,a,d+1) (b) = @ et EChE(i,afl,cH»l) (b) = @

D’Ofl EChE(i,a,d—O—l) (b) Q EChE(i,a—l,d—l—l) (b)

Proposition 20 : Vi € N, Va, d€ N, 0<a<d<m,Vbe (BSIUSIUCY), et pour tout brin
by (2 <u < p) intervenant dans la décomposition de ChE(; 4 441)(b) on a

b, € (S¢uCY) C BY,
et le dernier brin de ChE(; 4,q11)(b) € B,

La décomposition de ChE(; 4 q41)(b) considérée est celle de la définition 8 page 40 :
ChE (0,11 (b) = C = (ChE(y 0. (1) ChE (0.0 (by) )

Preuve : Soit i € N, a, d €N, tels que 0 < a < d < m, et soit b € (BS? U ST U CY).
Nous allons montrer par récurrence sur u, que Vu, 2 < u < p, I'hypothése H, suivante est vraie.

(Hy,): b, € (Stucd)
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— pour u = 2
Par construction, by est le dernier brin de ChE 4, q,q4)(b1)-
Or b1 =be Bd d’ou ChE(;ﬁ)md) (b1) = Oh(kha,d) (bl) et k‘l = 4. En utilisant la pI‘OpOSitiOn 2
page 12, on obtient alors by = ba?.
Comme b € (BS? U SEUCY), et que par a; on change de i-cellule c’est & dire que I'on peut
passer d’'une i-cellule disparue & une i-cellule survivante ou une autre i-cellule disparue, ou
alors passer d’une i-cellule survivante & une i-cellule disparue, alors by € (BS$ U S¢ U CY).
Or par définition, seul le dernier brin de C' peut appartenir & BS¢, et by n’est pas supposé
ici étre le dernier brin.
Donc by € (S¢UCH) C B9,
Donc Hs est vraie.

— supposons H,, avec 2 < u < p vraie et montrons que H, 1 est vraie.
Par construction, b, 11 est le dernier brin de ChE(y,, 4,q4)(bu). Or by € B? d’ou ChE(1, a,q)(bu) =
Ch(k,,a,d)(bu) et by € {i,4— 1,74 1}. En utilisant la proposition 2 page 12, on obtient alors
bu+1 = buagu .
Comme b, € (Sid U Cld), que par «; on ne change pas de i-cellule et que de a; 11 ou ;_1 on
change de i-cellule, alors b,1 € (BS? U S? U CY).
Or par définition, seul le dernier brin de C peut appartenir & BS¢, et b, n’est pas supposé
ici étre le dernier brin.
Donc b, € (S¢UC?) C B4,
Donc H, 1 est vraie.

Donc Yu, 2 <u < p, b, € (S¢UCE) C BY.
De plus, par construction, on sait que le dernier brin de ChE; 4 411)(b) est b ou appartient & BS?.
Dans les deux cas on a le dernier brin de ChE; 4,411y (b) € B,

Et tout ce que I'on a montré est vrai quelque soit i € N, a, d € N, tels que 0 < a < d < m, et
be (BS{uSIuCy).

d

Proposition 21 : Vi€ N, Va, deN,0<a<d<m,Vbe B* ona:

tout brin de EchE&md) (b) appartient & une cellule supprimée ou contractée
entre les niveauz a et d.

c’est a dire :

v € EchE(; , d)(b), JjeNetIdkeNtdlquea<k<detld e (S]k U C]k)

Preuve : Soita € N, 0<a<m.

Du fait de la définition du chemin de connection étendu (def 8 page 40), on s’apercoit que pour
tout d > nivy + 1 on a ChE(; 4.a)(b) = () d'ott EchEf; |, (b) = 0.

Et donc pour tout d > niv, + 1 on a bien EchEy; , ;(b) inclus dans I'ensemble des brins qui
appartiennent & des cellules supprimées ou contractées entre les niveaux a et d.

Pour le cas o d < nivy + 1, la démonstration est exactement la méme que celle de la proposition 6
page 25.

O
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Proposition 22 : Vi;, i3 € N,
Va, d €N, tels que 0 < a <d <m,
Vb, b’ € B®, vérifiant

1. b¢ EchEE’. ),

i2,a,d)
2.V & EchEy,, , (b),
3 sidi — o v & {b, le dernier brin de ChE;, 4.4)(b)},
CHRTRE U b g (W, le dernier brin de ChE, q.0)(V)}.

On a alors :

EchE?,

(i1,a,d) (b) N EChEaz,a,d) (b/) = @ .

Preuve : Soit a € N tels que 0 < a < m.

Pour tout d > niv, + 1, on a par définition du chemin de connection étendu et des ensembles
connectant étendus ouverts et fermés (définitions 8 et 10 pages 40 et 47) :

ChE(;, q,q4)(b) = () d’ou EchEE’iha’d)(b) =0.
De méme pour tout d > nivy + 1, on a

ChE (i, .q,q)(b") = () Aot EchE(oiZ,a’d)(b') =0.
Donc pour tout d > min{niuvy, nivy } + 1, on a

EChEE)il,md)(b) N EchE&.mmd) (') = 0.

Examinons maintenant le cas ot a < d < min{nivy, nivy } + 1 c’est a dire b, b’ € B4~L.

Nous allons montrer par récurrence sur d, que Vd, a < d < min{nivy, nivy } + 1, ’hypotheése
‘Hg suivante est vraie.
(Hq) : Vi1, iz € N, Vb,V € B~ tels que
1. b¢ EchEE’i%a’d)(b’),
2.0 ¢ EchEE’il,a’d)(b),
3 i — o b & {b, le dernier brin de ChE;, 4.q4)(b)},
SSHIEREY g {v', le dernier brin de ChE(;, 4.4 (0"}

On a alors :

EChE&l ,a,d)

b)) N EchEE’i27a7d)(b’) =0.
— pourd=a

On montre de la méme maniére que dans la proposition 12 page 32 que H, est vraie.

— supposons H, vraie pour a < d < min{nivy, nivy } + 1, et montrons que Hy41 est vraie.
Soit i1, 19 € N,
Soit b, b’ € B? vérifiant les hypothéses de (Hai1).
D’apreés la définition 8 page 40 on a: ChE(;, 4 44+1)(b) = (C’hE(ko,a,d) (bo); -+, ChE @, a.q) (bp)>

et ChE(;, q.4+1)() = (ChE(zo,a,d) ®5);- -, C’hE(lTﬂ’d)(b;)) avec p et r pouvant étre égaux
a 0.
Notons également b, 11 le dernier brin de ChE (1, 4,4)(bp) et b le dernier brin de ChE(;, q,q)(b}.)-
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D’aprés la définition 10 page 47, on a alors
BB, o 1) (8) = (Uy BB, () U (U {bu})

ot BB, 40y (t) = (U’;:o EchEE’lma,d)(b;)> U (ngl{bg}).
Donc pour montrer que EchE(; , ;.1)(b) N EchEF, a,d+1)(b/) = () il suffit de montrer :

Echfy , qy(bu) NEchEG (b)) =0 Vu, 0<u<p Vv, 0<v<r

by & EchEE’lma)d)(b;) Vu, 1<u<p VYo, 0<v<r (18)
b, & EChEFku,a,d)(bu) Vu, 0<u<p Vo, 1<v<r
by # b)) Vu, 1<u<p VYo, 1<v<r

Pour montrer le premier point de (18) il suffit de vérifier que les hypothéses sont vérifiées au
rang d pour pouvoir appliquer H,; que ’on suppose vraie.
Donc pour montrer (18) il suffit de montrer que

by & EchE(olma’d)(b’v) Vu, 0<u<p Vo, 0<ov<r
b, & EChE?ku,a,d)(bu) Vu, 0<u<p Vo, 0<ov<r
by, # b, Vu, 1<u<p Vo, 1<v<r (19)

Vu, 0 <u<p A ) ) /
VU,OSUST} S'Lku—lv bu?ébv bu#bv+1 bu+17ébv

Or d’apres la proposition 20 page 50 on a b, € (S UCE ) Vu, 1 <u<petd), € (SLUCY)
Vo, 1 <ov<r.

Et d’aprés la proposition 21 page 51 on sait que les brins de EchE("kmm a) (b,) ainsi que ceux
de EChEFlv,a, d) (b)) appartiennent a des cellules supprimées ou contractées entre les niveaux
a et d. Par conséquent ils ne peuvent appartenir a des cellules supprimées ou contractées au
niveau d.

Donc b, ¢ EChEEJlma,d)(b;)’ Vu, 1<u<p, Vo, 0<v<r,

et bl & EChEFku,a,d)(bu)’ Vu, 0<u<p, Vo, 1 <v<r.

Et par hypothéses nous avons by & EchEE’iz,de)(b’) et b & EchEFi17a7d+1)(b).
Par suite, les deux premiers points de (19) sont vérifiés.
Donc pour montrer (19) il reste & montrer que
Yu, 1<u<p Yo, 1<ov<r by # bl
Yu, 0<u<p Yo, 0<v<r st ky =1, by # bl (20)
Vu, 1<u<p+1l W, 0<v<r 8t ky—1 =1, by #£Db,
Yu, 0<u<p Vo, 1<o<r+1 siky,=1_1 b, #b,

En décomposant les 4 inéquations de fagon & observer u et v selon les intervalles 1 < u < p
et l<v<retlescasu=0,v=0,u=petv=rona:

Vu, 1<u<p Vo, 1<v<r by, # b,
Sik():lo bo?ébé
Vo, 1<v<7r sikog=1, by # b,

Vu, 1<u<p st ky = lo by # bj
St kp = l() bp+1 ?é b/O (21)
Vu, 1<u<p st ky—1=1p by #bj

Yo, 1<ov<r sik,=1, bpy1 # b,
st k():lr bo#b;+1
Yo, 1<v<r sikg=1l,_1 by #Db,
Vu, 1<u<p st ky =1, by # b1

Drapres les hypotheses on a by & EchEY, 4. q)(V), by & EchEY, , ,.q)(b). Dot :
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— by #b, Vv, 1<v<r,

= by # by, Yu, 1 <u <p,

Et toujours par hypothéses, si i1 = iy alors by # by, by # .., et by # by11. On a alors :
- Sik():lo H b()?ébé,

— si ko = I, et 7 pair (c’est a dire si [, = i) : by # b}, 1,

—si k, = 1o et p pair (c’est a dire si k, = 41) : bj # bpy1.

D’ott en utilisant ceci on démontre en partie les points de (21).

Il ne nous reste plus qu’a montrer que

Vu, 1<u<p W, 1<ov<r by #£ bl
st k?p:lo et kip#il bp+1 #bé
Vo, 1<ov<r sik,=1, bpt1 # U, (22)
Sikozlretb#ig bo?éb;_,'_l
Vu, 1<u<p st ky =1, bu # b4 1

Et le reste de la démonstration est exactement la méme que celle de la proposition 12 page 32.
Donc Hg41 est vraie.
Donc Hq4 est vraie pour tout d, a < d < min{nivy, nivy } + 1.

Or toute cette démonstration est vraie quelque soit a € N, tels que 0 < a < m.
Par conséquent la proposition est donc vraie.
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5 Orbites généralisées

Dans cette partie nous allons tout d’abord définir la notion d’orbite généralisée dans le cadre
des pyramides de n-G-cartes, puis nous présenterons quelques propriétés les concernant.

5.1 Définitions

Prenons ’exemple d’une pyramide de n-G-cartes associée & une image en niveaux de gris
segmentée & différents niveaux en utilisant un critére d’homogénéité. Au niveau 0, les n-cellules
correspondent aux différentes cellules de 'images. Aussi, un niveau de gris est associé a chaque
n-cellules de ce niveau, mais les cellules des autres niveaux n’ont pas de niveau de gris associé.
Afin de calculer le niveau de gris associé & une cellule d’un niveau quelconque, il est nécessaire de
calculer ’ensemble des cellules du niveau 0 qui correspondent & cette n-cellule, et de déduire le
niveau de gris en fonction des niveaux de gris associés aux n-cellules du niveau 0.

Plus généralement, soit a et d deux niveaux quelconques d’une pyramide de n-G-cartes P tel
que 0 < a < d < m. Soit O =<>g)a (b) une orbite de G9, la n-G-carte du niveau d de P.
L’ensemble des brins correspondant & O au niveau a est une orbite généralisée. De maniére non
formelle, si ’on considére comme orbites les n-cellules représentant les régions, une orbite généra-
lisée calculée entre les niveau a et d est ’ensemble des orbites c’est & dire des régions du niveau a
qui sont “fusionnées” en lorbite (en la région) du niveau d. Dans le cas particulier ot l'orbite du
niveau d est une cellule, on appelle cellule généralisée 1'orbite généralisée correspondante.

Une orbite généralisée peut étre calculée séquentiellement en lui ajoutant petit & petit les brins

qui la composent. L’idée est d’ajouter un & un les brins supprimés ou contractés entre les niveaux
que l'on s’est fixés et qui permettent de relier un brin déja reconnu comme étant dans l'orbite
généralisée et son voisin par «; (une involution composant I'orbite) au plus haut niveau fixé. Le
parcours de tels brins correspond a la notion de chemin de connection (étendu ou pas) définie dans
la section précédente.
Puisque l'orbite généralisée doit représenter un ensemble d’orbites (au niveau le plus bas fixé)
étant intervenues dans la ’élaboration d’une orbite (au niveau le plus haut fixé), que les seules
opérations de construction d’'une pyramide considérées sont la suppression et la contraction, il est
clair que les brins composant cette orbite finale ont fait partie des orbites initiales ou du moins
d’une partie d’entre elles. Par conséquent, I'initialisation de la construction de I'orbite généralisée
peut étre réalisée par n’importe quel brin de I'orbite du plus haut niveau fixé.

Définition 11 (La suite (OGn(K’a,d)(b)) e ): Soit K C N, aetdtels que0<a<d<
0<n<p

m, et soit b € B?.
La suite (OGH(K,%d)(b)) o est définie de la maniére suivante :
0<n<p
- OGO(K,a,d)(b) = {b} 5
- etVn>0:
OGn(K,a,d) (b) = UieK Ub/GOGn—l(K,a,d)(b) EChE(i,a,min{d,nivb/—i-l})(bl) 5

Remarque 1 : Pour K C N, a etd tels que 0 < a <d<m, etbc B?,
la suite (OGn(K7a7d)(b))0 est

<n<p
1. croissante,

2. bornée par B,

3. stationnaire et plus particuliérement :

dp, 0<p< ‘Ba|7 tel que OGn(K,a,d) (b) = OGp(K,a,d) (b) Vn > gq.
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niveau a niveau a-+1

F1G. 13 — Exemple de deux niveaux consécutifs d’une pyramide. Les arétes supprimées au niveau
a sont marquées d’un cercle.

i s i i
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i 1l | ;b Il ] ; b Il 1l L [ b i L ) ; b
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[ L | ;b L i|E ;b i i ik [ b | L L ] ;b
i j k 1
77\777 77\77\ 77\777 [ ;=; 77\777 11 [ 7\777 77\77\
| =; - -
L L L 7;13 L L 1L ;b L L L [ b [ L L 7;"
m n 0 p
Fic. 14 — Exemple de suite (OGn(Kya,d)(b)) s De (a) & (p) sont représentés chaque pas
0<n<15
de la suite (OG'H(K,OJ)(I)))0< s (avec K = {0,1}) correspondant & la pyramide de la figure 13
page 56. T
En effet :
n effet (OG"(K’G’d)’b))ognSp est

1. croissante car chaque élément de la suite est construit par ajout de brins,
2. bornée car on peut ajouter au plus tous les brins de la G-carte ol on se situe,

3. et stationnaire puisque croissante et bornée.
D’autre part, puisque a chaque pas de la suite on ajoute au moins un brin, la suite (OGn( K,a,d)s b))
' 0<n<p
atteindra sa limite en au plus |B*| pas.

Puisque de telles suites sont convergentes en un nombre fini d’itérations, on peut considérer
leur limite.

56



F1G. 15 — Calcul de l'orbite généralisée correspondante a I'orbite <>g=<> 1} (I'orbite face)
pour les brins 1, 2 et 3 dans la pyramide de la figure 5 page 9. (a) OG1(k0,5) pour les brins 1,
2 et 3, sont représentées par différents niveaux de gris. de (b) a (g) OGj(k 0,5, pour les brins
1, 2 et 3, pour j = 2 & j = 7, sont représentées par différents niveaux de gris. Notons que
OGj(x0,5 = OGr(k,0,5 pour j > 7. Par exemple, quand on calcule OGk 05 (1), on ajoute les
brins de ChE(O7O75)(1) = (7,674) et OhE(1,075)(1) = (11, 10,9,8,5)

Définition 12 (Orbite généralisée OG (k,q,q)(b)) : Soit K C N, a et d tels que 0 < a <
d < m, etbc B Lorbite généralisée OG (K ,a,q4)(b) est définie comme étant la limite de la suite

(OGn(K,a,d) (b)>

nEN.

Remarque 2 : Soit K C N, a etd tels que 0 < a <d<m, etbc B
Si b € OG (f q,q)(D) il existe alors un entier p le plus petit possible tel que b’ € OGpk q.q4)(b) et
plus précisément tel que

S OGq(K,a,d) (b) Vg>pet

v ¢ OGq(K,a,d) (b) Vg < p.

Dire que V' € OG(f q4,q)(b) est alors équivalent a dire qu’il existe une suite minimale de brins
{b1,b2,...,bp1} € OG (kg q,0) (D) reliant b et b’ telle que

by =b

bpp1 =10

buy1 € EchEq, q.4,)(bu),Vu,1 <u <p
ty € K,Vu,1 <u<p

dy, = min{d,nivy, +1},Vu,1 <u <p
bu-i—l 7é bu

Et les brins de cette suite vérifient :

but1 € OGy(k a,q)(b) pour 0 <u <p et
but1 & OGy_1(K,a,4)(b) pour 1 <u <p.
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5.2 Propriétés

Dans cette partie sont exposées et démontrées différentes propriétés des orbites généralisées.
Parmi celles-ci se trouve la propriété indiquant que les orbites généralisées sont des unions d’orbites,
ainsi que celle indiquant que deux cellules généralisées sont, sous certaines conditions, distinctes
ou confondues.

La proposition 23 permet de prouver que la notion d’orbite généralisée est une généralisation
de la notion d’orbite. C’est a dire que pour une pyramide donnée, pour un ensemble d’involutions
donné, et pour un brin donné, lorbite généralisée observée & un niveau (et non pas entre deux
niveaux distincts) correspond & l’orbite de ce brin & ce niveau. En d’autres termes, si 'on se place
dans le cadre d’une pyramide d’images, cette proposition montre que I’ensemble des régions d’un
niveau a correspondant & une région donnée du niveau a, est réduit a cette région elle méme.

Proposition 23 : Soit K C N, a tel que 0 < a<m, etbe B* ona
OG(K,Q’G) (b) =<>(K)e (b)

Preuve : Nous allons montrer dans un premier temps que OG (g q,q4)(b) €<>(x)= (b), puis que
<>(K)e (b) c OG(K,a,a) (b)
Soit v € OG (K ,q4,0)(D)-
Puisque b’ € OG (k 4,4)(), on sait d’aprés la remarque 2 qu'il existe une suite de brins {by, bz, ..., by 1} C
by =15
bp+1 =V
OG(K,a,a) (b) telle que bu+1 S EChE(tma,a)(bu),VU, 1<u< p -
ty € K,Vu,1 <u<p
bu+1 7& bu
Et par définition : EchE;, 4.q)(bu) = {bu,buaf }, Vu, 1 <u < p.
by=b
D’ou il existe {b1,b bp+1} € OG (b) tel que bprr =V
DE2 e Tptl) = (K,a,a) 4 but1 € {bu,buaf },Vu,1 <u <p
ty € K,Vu,1 <u<p
Puisque 'on suppose by 11 # by, on déduit alors qu'il existe ¢, € K , avec 1 < u < p, tel que
V =bajaf,...af .
Donc b’ €<> (k) (b)-
Et ceci est vrai quelque soit ' € OG (g q,q) (D).
Donc OG(K)a@) (b) C<>(K)a ().

Montrons maintenant que <>(xya (b) € OG (g q4,q)(b).
Soit b €<>(k)a (D).
b1 =0
bppr =0’
but1 = buaf ,Vu,1 <u<p
ty € K,Vu,1 <u<p
Montrons par récurrence sur u, 1 <u < p+1, que by € OG(k q,q)(b).

Il existe alors une suite de brins {b1,...,b,11} €<>(k)e (D) telle que:

— pour u =1by = b€ OG g q,)(b) par hypothése. Donc c’est vrai pour u = 1.

— supposons ’hypothése vraie pour u, 1 < u < p+ 1, et montrons que c’est vrai pour u + 1.
but1 = byaf, et EchEy, q.q)(by) = {bu,buaf }. D’ol byy1 € EchE(, 4.0)(bu)-
Comme on suppose par hypothése de récurrence que b, € OG(f q4,q)(b), alors byi1 €

OG(K,a,a) (b)

Donc c’est vrai pour v + 1.
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Par conséquent b, € OG (f q4,0)(b), Yu, 1 <u<p+1.

On a alors b' € OG (g 4,q)(b). Et ceci est vrai quelque soit b €<>(xya (b).
Donc <>(K)a (b) - OG(Kﬂ’a)(b).

Par conséquent OG (k q,4)(b) =<>(x)a (D).

O

La proposition suivante montre que si un brin appartient a une orbite généralisée, alors & chaque
niveau, l'orbite contenant ce brin fait partie de cette orbite généralisée. Une orbite généralisée est
alors une union d’orbites.

Proposition 24 : Soit K C N, a etd tels que 0 < a < d<m, etbc B?.
Pour tout b' € OG (,a,a)(b), <>(x)s (') € OG (i ,0,a)(b), avec a < 6 < min{d, nivy }.

Preuve : Soit ' € OG(f q,0)(b) et b €<> ()5 (V) avec a < § < min{d, nivy }.
Montrons que b’ € OG (g 4.4)(D).

(K,a,d)
Puisque b"” €<> (s (0), il existe {bo,by,...,b,} tel que

by =10,

b, =",

byt1 = buafu,Vu,O <u<p,
ty € K,Vu,0 <u <p.

Soit d,, = min{d, nivy, + 1}, Vu, 0 < u < p.

Puisque Vu, 0 < u < p, b, €<>(k)s (b'), on a nécessairement ¢ < niv,. En utilisant la proposi-
tion 2 page 12 on sait alors que le dernier brin de Chy, q,5)(bu) est buafu.

Or par hypothése buagu = byy1, donc by 1 est le dernier brin de Chy, q.5)(bu)-

Et par conséquent b, 11 € Ech, q.5)(bu)-

Puisque § < niwvy, et d,, = min{d,nivy, + 1}, on a § < d,,.

Dans le cas oil § = d,, on a directement b, € Ech(, q,4,)(bu) (00 buy1 € EchEy, q.4,)(bu)).
Et dans le cas o1 0 < d, on sait alors par définition (8 page 40) que ChE, 4 4,—1)(bu) est I'un des
sous chemins (ou le sous chemin) qui composent ChE;, 4.4,)(by). Par suite EchE, 4.4, -1)(bu) C
EchE, q.4,)(bu)- En descendant pas a pas jusqu’a § on montre que EchEy, 4.5)(bu) € EchEy, q.4,)(bu)-
Ce qui permet de conclure que b, 1 € EchE, q.4,)(bu)-

11 existe alors {bg, b1,...,b,} tel que

by =,
but1 € Echg, a,d,)(bu), Yu,0 < u < p,
t, € K,Vu,0 <u <p.

Par conséquent b” € OG ( q,4)(b) (cf. remarque 2).

Ce que 'on vient de montrer est vrai quelque soit b €<> (s (0).
Donc <>(K)s ) C OG(K,a,d) ().

Or tout ceci est vrai quelque soit v’ € OG (k4,4 (D).
Par conséquent, pour tout b’ € OG (g q4,4)(b), <>(k)s (V') € OG (i ,a,a)(b).

O

La proposition 25 montre que les deux orbites généralisées issues respectivement de deux brins
appartenant & une méme orbite sont confondues. Ce qui implique que dans le cadre d’une pyramide
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d’images, ’ensemble des régions d’un niveau inférieur correspondant & une région d’un niveau
donné est le méme quelque soit le brin du “bord” de la région initialement choisi pour le calcul.

Proposition 25 : Soit K C N, a et d tels que 0 < a < d < m, et b;,by € B
Si by €<>(K)d (bl) alors OG(K,a,d)(bl) = OG(K@’d) (b2)

Preuve : Puisque by € OG (i q,a)(b1) et by € B alors d’aprés la proposition 24 page 59, on a
<>(kye (01) € OG (K .0y (b1)-

Dot si by €<>(fya (b1) alors by € OG (g q,4)(b1).

Suite & la définition de OG (i 4,4)(b2) on a alors OG (g q,4)(b2) € OG (k,a,a)(b1)-

D’autre part dire que by €<>(kya (b1) est équivalent & dire que by €<>(ya (ba).

On obtient alors de la méme maniére : OG (k q,q)(b1) € OG (i q,0)(b2)-

Donc si by €E<>(K)d (bl) alors OG(K’md)(bg) = OG(Kﬂ,d) (bl)

O

La proposition 26 indique que ’orbite généralisée d’un brin observée entre deux niveaux a et d
contient l'orbite généralisée du méme brin observée entre les niveaux a et d — 1. Plagons nous dans
le cadre d'une pyramide d’images, et prenons deux régions R; et R, situées respectivement aux
niveaux d — 1 et d de la pyramide et contenant toutes deux le brin b. On sait déja par la propo-
sition 24 que R; est inclues dans Rs. La proposition 26 ajoute une information supplémentaire :
I’ensemble des régions du niveau a correspondant & R; est inclus dans I’ensemble des régions du
niveau a correspondant & Rs.

Proposition 26 : Soit K C N, a etd tels que 0 <a<d<m, etbhe B? ona
OG (K,a,d-1)(b) € OG (K a,4)(b).

Preuve : Soit V' € OG(x q4,4-1)(b).
D’aprés la remarque 2 page 57 il existe une suite de brins {b1,ba,...,bp41} € OG (x q,q-1)(b) telle
que

bp =5

bpy1 =0

bu+1 S EChE(tu,a,min{d—l,nivbu+1})(bu)avua 1 S u S p
ty € K,Vu,1 <u<p

Par définition on sait que
— EchE; q,4)(b) = Ech; q,4)(b) pour b € B? (définition 8 page 40) ;
— Ech;,q,q4)(b) est 'ensemble de brins du chemin de connection Chy; 4,4y (b), y compris ses deux
extrémités (définition 7 page 23);
~ Chia,a)(b) = Chyiga—1)(b) pour b € B — BS{ ™

et Ch(iaa)(b) = C = (Ch(kl,a,dfl)(bl)a Chky,a,d—1)(b2), - - -, Ch(kp,a,dq)(bp)) pour b €
BSffl, avec entre autre by = b et k; = ¢ (définition 5 page 11).
On déduit alors de ces trois définitions que EchE(; q.q-1)(b) € EchE(; qq)(b), pour a < d et
be B9,
D’autre part on a min{d, nivy, + 1} = min{d — 1, nivy, + 1}
ou min{d, nivy, + 1} = min{d — 1, nivy, + 1} + 1.
Donc EChE(tu,a,min{d—l,nivbu+1})(bu) - EChE(tu,a,min{d,nivbu+1})(bu) ; Vu, 1 <u <p.
Et par conséquent b’ € OG 4,4 (D).
Et ceci est vrai quelque soit ' € OG (k q,q—1) (D).
Donc OG (,a,4-1)(0) € OG (k 4,4y (b)-
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La proposition 27 montre que pour une orbite donnée au niveau d, les brins qui composent les
orbites du niveau d — 1 correspondant a celle-ci font également partie de ceux qui composent les
orbites du niveau a lui correspondant également.

Proposition 27 : Soit K C N, a etd tels que 0 <a<d<m, etbe B? ona
OG (k,a-1,a)(b) € OG (i,a,a)()-

Preuve : Soit V' € OG (k,4—1,q)(b)-
D’aprés la remarque 2 il existe une suite de brins {b1,bs,...,bp11} € OG(k.4—1,4)(b) (ce qui
implique b, € B4~! pour 1 < u < p+ 1) telle que

by =5

bp+1 =

bu+1 € EChE(tu,dfl,min{d,nivbqul})(bu)vvu7 I1<u<p
ty € K,Vu,1 <u<p

Or min{d, nivy,, + 1} = d car b, € B! au moins selon la définition.
D’ou EChE(tu,d—l,min{d,m’vbu+1})(bu) = EChE(tu,d—l,d)(bu)-
D’aprés la proposition 17 page 47 on sait que EchE(; g1 4)(b) € EchE(; 4,q4)(b), pour a < d et
b€ B
Dot EchEy, g—1,a)(bu) € EchE(, q.q4)(bu), Yu, 1 <u < p.
Or nous avons dit que min{d, nivy, + 1} =d, doa Vu, 1 <u <p:
EChE(tu,dfl,min{d7nivbu+1}) (bu) - EChE(tu,a,min{d,nivbu+1})(bu)'
Et donc par conséquent b’ € OG (k4,4 (D).
Comme ceci est vrai quelque soit b’ € OG f 4,4)(b), on en conclu que OG ( 4—1,4)(b) € OG (k4,4 (D)-

O

Dans le but de montrer que les cellules généralisées sont, sous certaines contraintes, confondues
ou alors disjointes (proposition 32), nous avons besoin de démontrer que si un brin b’ contenu dans
un chemin, appartient & une cellule généralisée, alors I’extrémité initiale de ce chemin b appartient
également a cette cellule généralisée (proposition 31).

L’idée de cette derniére démonstration est d’extraire une suite de brins de ce chemin reliant b et o’
(cette partie est effectuée a 1'aide de la proposition 29), puis de montrer que chaque brin de cette
suite appartient a la cellule généralisée considérée.

L’idée de la proposition 29 est de montrer qu’il existe une suite de brins partant de b’, allant
vers b, telle que chaque brins de cette suite soit dernier brin d’un certain chemin issu du brin
précédent. De cette maniére on pourra utiliser le fait que le dernier brin d’un chemin est le voisin
pour une certaine involution du brin initial (proposition 2) et ainsi mettre en relation chaque
élément de cette suite avec ’élément précédent ou suivant par une involution.

Pour cela on sait que b’ appartient au chemin issu de b. Comme par définition, un chemin de
connection est une concaténation de sous-chemins, il existe alors un sous-chemin de cette concaté-
nation contenant b’, et ainsi de suite. D’ol en prenant tous les brins de départ de chemin contenant
b" et inclus dans les chemins des éléments précédents on obtient une premiére suite (une suite d’en-
sembles connectants fermés “gigogne” (suite de la proposition 28), voir figure 16 c- page 62).

Comme on veut aboutir & une suite dont chaque élément est dernier brin d’un chemin issu de 1’élé-
ment précédent, on ne considére plus seulement les brins points de départ de chemins contenant o’
mais cette fois tous les brins extrémités initiales de sous-chemins entre b et &’ (voir figure 16 d-).

La proposition 28, montre que la suite (bg);<47<a’ €st bien une suite d’ensembles connectants
fermés “gigogne” contenant b’ et contenu dans ’ensemble issu du chemin initialement considéré.
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F1G. 16 — Illustration des suites (8y)o<u<q €t (ba)i<ar<ar- (a) @ les six derniers niveaux d’une
pyramide. (b) : les Ch; niv,ay(b) avec d — 5 < niv < d. (c) : la suite (bar)q—a<dr<q et en gras
les Ch,,, ar,q7)(bar) pour d —4 < d" < d. Et sur la derniére ligne, sont reportés les différents
Cht,, .a—s,ar)(bar ), pour d —4 < d” < d, qui forment une suite d’ensembles gigogne. (d) : la suite

Bu)o<u<é-
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Proposition 28 : Soiti € N, a et d tels que 0 < a < d <m.
Soit b € B® tel que EChEY, , .00 nwb+1})( ) # 0.

Soit b € EchE(l a,min{d, nzvb-‘rl})(b)

Soit d' = min{d,nivy + 1} et | = nivy.

Soit la suite de brins (ba)i<qr<ar, 0% bar € EchEY,

(¢,a,d”) ( ) U {b} Vd”; l < d’ < d/, déﬁme par :

bd/ = b, et td/ = i;

et pour 1 < d” < d' on définit respectivement by et tgr en fonction de bgri1 et tgriq :
sibargr € (BSE, LSt ucCh
SiTLO’ﬂ, soit ChE tdu+1,a,d”+1) (bd”Jrl) = (ChE(kl a d”)( ) ChE kp,a d//)(b ))
avec Dy k1, ..., kp, by, .., 0 pUErifiant les conditions de la deﬁmtwn 8 page 40,
etje{l,... ,p} tel que b € EchE; q,av)(b;), alors bar = b et tar = ky;

et | est tel que b’ = dernier brin de Ch (t,a,0) (B1);

) alors bd// = bd// 1 et tgn = td//+1;

b/ S EChE(td// Ja,d!") (bd//)7

Cette suite est telle que Vd", | < d" < d’
q — - { et ECh’E(td//,a,d”)(bd”) g EChE(i,a,d')(b),

et ' est le dernier brin de Chy, a1 (br)-

Preuve : Montrons par récurrence décroissante sur d”, | < d"” < d', que b’ € EchEy ,, qa)(bar)
et EChE(tdu,a,d")(bd”) - EChE(i7a7d/)(b).
— pourd’ =d :
onaby =betty =idon EchEy, 44)(bar) = EchEq q.a (D).
Et par hypothése on a b’ € EchE(; q,q4/)(b)-
Donc I’hypothése de récurrence est vraie au rang d'.

— supposons 1 hypothése de récurrence vraie pour d”’, I < d” < d’, et montrons qu’elle est vraie
pour d’ —
d -1 d’—1 d’—1 P )
Si by & (B US;,  UC, "), on a par définition (def 8 page 40) :
EChE(tdu,a,d”) (bd//) = EChE(td//,a,d”—l) (bd//).
Puisque dans ce cas on suppose bgr_1 = by et tgr_1 = tgs, on a alors
EchE,, a4 (bar) = EchEy,, | aa—1)(bar—1)-
Par hypothése de récurrence on sait que
b e EChE(td,/,a,d“)(bd“) et EChE(td//,a,d”)(bd”) - EChE(i,a7d/)(b).
Donc dans ce cas, b’ € EchEq, | a.a—1)(bar—1) et EchE,, . aar—1)(bar—1) € EchE( q.4(b).
Si by € (BSE, TtUSE Ttuch -
ChE(1, 0,00 (bar) = (CHE ey aar—1y 1), -, ChE s, a.a0-1) (1))
avec p, ki, ..., kp, by,...b, vérifiant les conditions de cette définition.
Par hypothése de récurrence on sait que b' € EchE(; , 4,47 (bar).
Il existe alors j, 1 < j <p, tel que b’ € EchE; 4,471y (b})-
Or par définition de la suite on sait que by = b; et tagr—1 = kj.
Par conséquent
b e EChE(tdufl,a,d”fl)(bd”—l) et EChE(tdufl,a,d”fl)(bd”—l) - EChE(tdu,a,d”)(bd”)-
Puisque I'on suppose EchE ,, .41 (bar) € EchE 4 qy(b),
on a donc EChE(td//,I,a,d”—l) (bd”—l) g EChE(i,a,d’)(b)'

1), on a par définition (def 8 page 40) :

L’hypothése de récurrence est donc vraie au rang d” — 1

DOIIC pour tout d//, l S d// S d/, b/ € EChE(td//,a,d")(bd”)a
et EChE(td//,a,d”)(bd”) g EChE(i,a,d’)(b)a Vd//’ l S d/l S d/.
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Reste & montrer que b est le dernier brin de Chy, q.1)(br)-

Par définition on a [ = nivy, et d’aprés ce que I'on vient de montrer, b' € EchEy, q.1)(bi).
D’apreés les propositions 20 page 50 et 21 page 51, on sait que les brins de EChEFtl,a,l)(bl) sont de
brins qui ont disparu avant le niveau /, seul le dernier brin de ChE(, ,)(b;) appartient au niveau
l (et a EChE(tl,a,l)(bl))-

Donc b’ est le dernier brin de Chy, a1y (b1).

Remarque 3 : by € B vd", 1 <d’ < d'.

La proposition 29 montre que 'on peut extraire de I’ensemble connectant issu du chemin de
connection considéré, une suite de brins reliant 1'origine de ce chemin et un brin de celui-ci, et tels
que chaque brin de la suite est dernier brin d’un chemin issu du brin suivant.

Proposition 29 : Soiti € N, a et d tels que 0 < a < d <m.
Soit b € B® tel que EChEY, , i tq piv, +11)(0) # 0.

Soit b/ € EhEY, . vintanivy 1) (0)-

Soit d' = min{d,nivy + 1} et | = nivy.

Il eziste alors une suite de brins {So,...8,} de EchEf; , ;) (b) U {b} telle que

Bo =0, 70 =74;

By =V, Tg-1 =1, 6 =1;

Bu_1 = dernier brin de C’hémﬂ,a,%)(ﬂu), Vu,0 < u < g;
I { Tu— 1 8i By € (S0, UC2)
CET m 1 si By € (CO, U SO
0y = nivg,, Vu,0 < u < g;

, Yu,0 <u < g;

ou t; est issue de la définition de la suite (by)i<qr<q définie dans la proposition 28.

Preuve : Puisque les hypothéses de cette proposition sont les mémes que celles de la proposi-
tion 28, on sait par cette derniére que la suite (bg~)i<q<q définie par

by = b, et tg =1
et pour [ < d” < d' by et tgr sont respectivement définis en fonction de by y1 et tgryq :
sibgryy & (BSE UsSE ucd

tqrr 4 tagriq tqr 4
sinon, soit ChE(td//+l,a,d”+1)(bd”+1) = (ChE(kl,a,d”)(bll)a ey ChE(k,,,a,d")(%;))
avec p,ky, ... kp,by,..., b, vérifiant les conditions de la définition 8 page 40,
et j €{1,...,p} tel que b’ € EchE, 4,40 (b)), alors ban = b} et tar = kj;

) alors bd// = bd//+1 et tgr = td//+1;

b/ S E‘Chfa(td“’a’d//)(bd//)7
et EChE(tdu,a,d”)<bd”> - EChE(La’d/)(b),
et b" est le dernier brin de Chy, q,1)(b1).

est telle que Vd"', 1 < d" < d'

Montrons par récurrence sur d’, [ < d” < d’, qu'il existe une suite de brins (0, ..., 5,) de
ECh’E(td//,a,d”)(bd”) telle que :

Bo = barr, 10 = tar,

By =V, Tgm1 =11,04 =1

Bu—1 = dernier brin de ChE(,, , 4.5,)(0u), Yu,0 <u <g,

o { Tu —1si B, € (S2_; UC)
ST st By € (CO,, U SO

0y = nivg,,Vu,0 < u < g.

, Vu,0 <u<q,
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—pourd’ =1:

Prenons Gg = b, o =t;, f1 =V, 01 =let g=1.

On a:

— par définition de la suite (bg»)i<q7<q/, on a b’ dernier brin de ChEy, 4. (bi) avec by € B!.
D’ou par définition des chemins de connection on a ChEy, 41)(bi) = Ch, q,)(br), et par
la proposition 2 page 12 on a b’ = blail. Par cette proposition on a également dernier brin
de Ch(tl,a,l) (b/) = b’ail = bl.

Donc on a bien 3y = dernier brin de Ch(7, q,5,)(51)

- 01 =1 = nivy = nivg,
Donc pour d” = [ I'hypothése de récurrence est vérifiée.

— supposons ’hypothése vraie pour d”, I < d” < d’, et montrons qu’elle est vraie pour d’ +1 :
D’aprés la proposition 28 page 63 on sait que b’ € EchE(y,,, a,a)(bar) C EchE,, | ad+1) (barr41)-
Par définition on sait que si bgryq & (BST, USY uCd

taqrr g tarr g td”+1) alors

ChEq,, , adar+1)(bars1) = ChEq,,, a0 (bart1),

et sinon
OhE(td”+1aa7d"+1) (bd//+1) = (ChE(khayd”)(b/l)v EEE) ChE(’fpxavd”) (b;))
avec by,..., b, et ki,...k, vérifiant les conditions de la définition récursive des chemins de
connection.
, . 4" 4"’ 4
Par conséquent si by 11 & (Bstd//+1 usi,.,, U Ctd'/+1> alors

Ch’E(td//,a,d”)(bd”) = Ch’E(td//+l,a,L‘l//)(bd”+1)7
et sinon il existe j, 1 < j < p tel que
ChE(td//,a,d”)(bd”> = ChE(kj,a,d”)(b;‘)'

Puisque ’on suppose I’hypothése de récurrence vraie au rang d”, il existe une suite de brins
(8o, ---,0;) de EchEq,,, . (ba) telle que :
Bo = bgqr, To = tq;
ﬂq = bl) Tqg—1 = tl7 5q = l;
Bu—1 = dernier brin de Chgmfl,a,(su)(ﬁu), Vu,0 < u < g;
- lsipue (S, U Cox)
vt Tu+1si B, € (O US)
0y = nivg,, Vu,0 < u < g;
. 4" 4"’ d"’
Sl bd//+1 € (BStd//+1 U Std//+1 U Ctd”+1
Bo = 56;

pr=01, T0=1 01 =0

, Vu,0 <u < gq;

) alors en prenant

— / - _ S,
/Bq — Mg» Tqg—1 = Tq—la 5(1 - 5qa
on a une suite répondant aux conditions.

Sibgrpi € (BSEY  usd ucd

b n tarr td,,ﬂ) alors prenons :
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Bo = bl;
B = b, To = ki1, o =d";

N / _ _ /R
Bj—1="b; =0, Tj—2=kj-1, 0j—1 =4d";
— / _ / _ /.
B; =01, Tj—1 = Tg, dj = 01;

Bita—1 =By Titg—2=Tg-1, Gjg—1 =0

Regardons si cette suite vérifie les conditions fixées :

— les conditions sont bien vérifiées pour (3, 7,_1 et &, avec u tel que j <u<j+qg—1;

— la condition concernant [, est vérifiée car By = b} = bgrr41;

— la relation 3, 1 = dernier brin de Ch(,,_, 4.5,)(0u) est elle vérifiée pour tout u, 0 < u <
j—1:
on sait que b;,,, = dernier brin de Chy, 4,47 (b;,) et b, € B pour 1 < u < j. Donc en
appliquant la proposition 2 page 12 b, ,, = b’uozz: et dernier brin de Chy, 4.0 (0}, 11) =
b;ﬂaZ: = U),. Puisque 7,1 = ky, 0y = d", B, = b4, et Bu_1 =1}, pour 1 < u < j alors
dernier brin de Ch(r,_, 4.5,)(Bu) = Bu-1-
Et donc cette condition est vérifiée.

— la relation entre 7,1 et 7, est elle vérifiée pour tout u, 0 <u <j—1:
tyr41 si u est impair,

. . nivys
Par définition (def 5 page 11) on sait que : k, = { tar+1 + 1 si u est pair et b, € Stan 1
nivy,
tar+1 — 1 sl u est pair et b, € C’td,,h.
1 b/ (Snivb/ +1 Cnivbz +1 )
) W 1sib e (S, Mruc, ),
D’Ou : ku+1 = ) 7 %t'l’iwrl "ﬁ:’rbILJrl
ku = 1siby € (Cp W US, ")
Tu—1+1si B, € (S7 75 UCT™),

Ce qui entraine : 7, = v niv
Tu—1 — 1 51 ﬁu € (CTu-f-ﬁlu U STu Bu)'

Tu—1si By € (S22 U O,

T b 18t By € (O U SR,

Et ceci est vrai quelque soit u, 1 < u < j.

Donc la relation entre 7,1 et 7, est vérifiée pour 1 < u < j.

Clest A dire : 7,1 = {

~ la condition concernant &, , 1 < u < j est vérifite car 6, = d” et 8, = bu+1 € B par
définition.
Donc cette suite vérifie toutes les conditions fixées.
Par conséquent ’hypothése de récurrence est vérifiée au rang d” + 1.
D(l)lnc pour tout d”, a < d” < d', il existe une suite de brins (8o, ...,3;) de EchE,, q.a7)(bar)
telle que :

Bo = barr, 19 = tar,

,Bq = b/, Tqg—1 = tl, 6q =1

Bu—1 = dernier brin de ChE(,, , 4.5,)(Bu), Yu,0 <u <gq,

o { T — Lsi B, € (S2_, UC)
urt Tu+15sif, € (Cfgﬂ U S+)

0y = nivg,,Vu,0 < u < q.

, Vu,0 < u <g,

Par conséquent il existe une suite de brins (B, ..., 3,) de EchE(; 4 q)(b) telle que :

66



Bo=0b, 10 =1;

B =V, g1 =1, 6g=1;
fu—1 = dernier brin de Ch(r, , 4.5,)(Bu), Yu,0 <u < g;
- { Tu—1si By € (52, UC)
“ Tu+1si By € (Coryy US)

Tu

, Yu,0 <u < q;

0y = nivg,, Vu,0 < u < g;

Remarque 4 : On a (suite & cette démonstration) :
= Bu-1 =Ll Vu, 0 <u<gq;
- ECh(Tu,l,a,éu)(ﬁu) - EChE(i,a,min{d,niw,—&-l})(b); Vu, 0 <u<gq;
— 0y < d' pour 0 < u < q (déduit du fait que 6, = nivg, et (3, € EChE(Oi,a,min{d,nivb+l})(b)
pour 0 < u < q ainsi que de la proposition 21).

la proposition 30 montre que l'orbite généralisée d’un brin appartenant & une orbite généralisée
est inclue dans cette derniére. Dans le cadre d’une pyramide d’images, cela implique que si I'on
prend une région Ry d’un niveau donné ainsi qu’une région Ry d’un niveau inférieur faisant partie
des régions composant R;. A un niveau encore plus bas, I’ensemble des régions composant R
comprend les régions composant R.

Proposition 30 : Soit K C N, a etd tels que 0 < a < d < m, br; € B%, etbry € OG (K ,a,q)(br1).
On a alors OG (i q,65)(br2) € OG (K q,4)(br1)

avec a < § < min{d, nivy,, }.

Preuve : Soit b € OG g 4,4)(br2) et montrons que b € OG (g q,q)(br1)-
Puisque b € OG(k q4,5)(br2), on sait par la remarque 2 page 57 qu'il existe une suite de brins
(b1,...,bp) minimale telle que :

bl = b?"g7

b, = b,

bu+1 S EChE(tu,a,du)(bu)y Vu, 1 <u<np,
ty € K, Vu, 1 <u <p,

dy, = min{d, nivy, + 1}, Yu, 1 <u <p.

Puisque ’on prend la suite minimale on a :

bu S OGu(K,a,&) (b?"g), Vu, 1 S u S D,
by, ¢ OGu—l(K,aﬁ) (br2)7 vu7 1<u<p,
butr1 by, Yu, 1 <u<p

D’autre part, puisque bry € OG ( q,4)(br1), on sait par la remarque 2 page 57 qu'il existe une

suite de brins (b}, ..., b}) minimale telle que :

bll = b?“l,

bfl = bTQ,

bi}-‘rl 6 EChE(t;,a,d;)(bflu)a VU, 1 S v < q,
th e K, Yo, 1<v<gq,

d;,, = min{d, nivy, + 1}, Vv, 1 <v <q.

Pour montrer que b € OG (k q,q4)(br1), il suffit de montrer qu'il existe une suite reliant b et bry
(cf remarque 2). Pour cela, nous allons utiliser les deux suites précédentes reliant b & bry et bra &
b’l"l.

bu+1 € EChE(tu,a,du)(bu)a Vu, 1 <u< b,
On a < d, =min{d,nivy, + 1}, Yu, 1 <u < p,
0 < min{d, nivyy, }.
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Dot : d, < min{d, nive,, nive, + 1} < min{d, nivy, + 1}.

Suite & la définition récursive des chemins de connection étendus (def 8 page 40), on sait que
EchE; 4,q-1)(b) € EchE; 4 4)(b) et par suite EchE; 4 0)(b) C EchE(; q,4)(b) pour tout ¢, a < ¢ <
d.

Par conséquent EchE(;, a.4,)(bu) C EchEq, 441 (bu) avec d; = min{d, nivy, + 1} pour tout
u, 1 <u<p.

Ce qui implique que la suite de brins (b1, ...,b,) reliant b & bro est telle que :
bl = b’f’g,
b, =0,

bqul € EChE(tu,a,d;j)(bu)v Vu, 1 <u< p,
ty € K, Yu, 1 <u <p,
d! = min{d,nivy, + 1}, Vu, 1 <u < p.

En prenant la suite (51, ..., Bq+p—1) telle que :

51 = bll = b’f‘l,

/Bq:b/q:bl :bTQa

Ba+p—1 = bp = b,

But1 € EChE(r, a5,)(Bw), Yw, 1 <w <q+p,

t,, pour w, 1 <w < g,

tw—q+1, pour w, ¢ <w < qg+p—1,

on a alors bien 7, € K, Vw, 1 <w <p+q—1,

5_ d,,, pour w, 1 <w < q,

w d%7q+1, pour w, g <w < q+p—1,

on a alors bien 7, = min{d, nivg, + 1}, Vw, 1 <w < q+p— 1.

Tw =

Par conséquent b € OG (k q4,q)(br1).
Puisque cette démonstration est vraie quelque soit b € OG g q,5)(br2), alors

OG (K ,0,6)(br2) € OG (K q,a)(br1).
O

En supposant que aucune suppression ou contraction de i-cellule n’est intervenue lors de la
construction de la pyramide, la proposition 31 montre que si un brin & contenu & l'intérieur
d’un chemin appartient & une i-cellule généralisée, alors 'extrémité b de ce chemin appartient a la
méme i-cellule généralisée.

Afin de le démontrer, on extrait de l'intérieur du chemin une suite de brins (définie dans la pro-
position 29) reliant b et V', telle que chaque brin de celle-ci soit dernier brin d’un chemin issu du
brin suivant.

Puis on montre que chaque brin de la suite appartient & la cellule en montrant que chaque brin de
cette suite est contenu dans un chemin de connection dont le brin initial appartient a la cellule.

Proposition 31 : Soiti € N, K =N —{i},a etd tels que 0 <a<d<m, j€ K, etbr € B™.
On considére que la pyramide P ne contient pas de i-suppression ni de i-contraction entre les
niveaux a et d.

Soit b € B® tel que EchEY; , ;(b) # 0.

Soit d' = min{d,nivy + 1} et V' € EchEY; | ;\(b).

Si b € OG (g ,q,q)(br) alors b aussi.

Preuve : Supposons b’ € OG (g 4,q)(br).
Puisque b’ € EchEp; d,)(b), alors d’aprés la proposition 29 page 64, il existe une suite de brins
{Bo,...Bp} C EchEY; , 1\(b) U{b} telle que
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Bo =b, 10 = J;

Bp =0, Tpo1 =11, 6 =1;

Bu—1 = dernier brin de Chgmfl,a,éu)(ﬁu)) Vu,0 < u < p;

o { Tu—1si By, € (S, UCH)
TR mu - 1si By € (C0 L, U SO

0y = Mivg,, Vu,0 < u < p;

, Vu,0 <u < p;

ol | = nivy et t; est issu de la définition de la suite (bg~);<qv<q définie dans la proposition 28.

Afin de montrer que b € OG (g q,4)(br), nous allons montrer par récurrence décroissante sur w,
0<u<p,que(H,):B,€ OG(K,a,d)(br)
— pour u = p,
Bp =V € OG(k q,q)(br) par construction.
Donc I’hypothése de récurrence (H,) est vraie.

— supposons (H,), 0 < u < p, vraie et montrons que (H,_1) est vraie.
On a par définition 3,1 = dernier brin de ChE(;, | 4.5,)(Bu),
avec 0, = nivg, .

On doit examiner deux cas :
1. soit 7,—1 € K,
2. soit 7,1 ¢ K.

Si Tu—1 € K :

On a par définition 3,1 € EchE(.,_, 4.5.,)(Bu) = Ech(r,_, a.5.)(Bu) car &, = nivg, .
Puisque §,, = nivg, < d’ < d pour 0 < u < p d’aprés la remarque 4 ona d, +1 < d' <d.
D’ot1 suite a la définition récursive des chemins de connection on a :

ECh(Tu,l,a,éu)(ﬂu) g ECh(Tu,l,a,éu-i-l)(ﬂu) g ECh’(TU,l,a,min{d,&u—i-l})(ﬂu)

PUiSque ﬁu—l S ECh(Tu,l,aﬁu)(ﬁu) alors ﬁu—l S ECh(‘ru,l,a,min{d,éu+1})(ﬂu)‘

Comme on suppose par hypothése de récurrence que (3, € OG(k q,q)(br), alors 3,1 €
OG(K,%d)(bT‘).

Ce qui nous permet de conclure dans le cas ou 7,1 € K.

Si Tu—1 g K :

On a alors 7,1 = 14, et en regardant la définition des brins o, ..., G, :

- Ty—o et 1, € {i—1,i+ 1},

- sit,=1—1alors 8, € (C;SZH U S%), cest & dire 3, € (CO U S )),

- sit, =i+ 1alors 8, € (55571 U C2%), cest & dire 3, € (8% U C?_”;l),

Puisque 9, est tel que a < §,, < d, et que 'on suppose que les i-cellules de la pyramide entre
les niveaux a et d ne sont ni supprimées ni contractées alors (3, ¢ (Sf v U Cf“). Nous allons
alors examiner les 2 cas restants :

L, =i—1et B, €80,
2.7, =i+1let B, €Cly.

1. Sir,=i—1etfB, eS8 :
Nous allons montrer que 3, et 3,_1 appartiennent & un chemin de connection issu d’un
brin de OG (k,q,4)(br), ce qui nous permettra de conclure que 3,1 aussi.
Par construction on a 3,1 = dernier brin de Ch,, , a,5,)(Bu)-

Comme §, = nivg,, en utilisant la proposition 2 page 12 on sait que 3,—1 = By Su

Tu—1

< g s
c’est & dire By—1 = Buoy™.
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Puisque 3, € Sfﬁl et que par a; on reste dans la méme i-cellule, alors 5,1 € S?jl
aussi et 0,1 = 0y
Soit C' =<> ks , puisque 'on suppose par hypothése de récurrence que 3, € OG ( q.4)(b7),
en utilisant la proposition 24 page 59 on sait alors que C' C OG (g 4,4)(br).
Soit brin = ﬂuafz (on a alors nivprin > 0y).
Comme brin € C, alors brin € OG f q,q) (br).
D’autre part, par la proposition 13 page 35, on sait que le dernier brin de Chy,, 4.5, (brin)
est brinal* c’est & dire f3,.
Par définition Ch(;, 4.5,)(brin) = ChE(;, 45,)(brin),
et ChE(.,-ma75u+1)(b’l“in) = (ChE(.,-ma’(;u)(b’rin), OhE(Tuiha,(;u)(ﬂu), ...), avec Ty_1 =
Ty + 1.
Dott 8y, et Bu—1 € ChE(+, 4.5,+1)(brin).
Puisque u > 0, 3, € Ech‘(’i,md,)(b), et a <nivg, <d —1<d,alorsa+1<d,+1<
d' < d. Comme d’autre part, nivpyin > dy, on a alors min{d, nivy.i, + 1} > 6, + 1.
D’ou Bufl € ChE('ru,a,min{d,nivbrerl})(brin)-
Puisque brin € OG g q,q)(br) alors (3, aussi.
Doncsit,=i—1et (3, € Sfﬁl, (Hy—1) est vraie.
2. Sim, =i+1let B, €Cly:
on montre de maniére similaire que (H,—1) est encore vraie.

Donc si 7,1 ¢ K alors (H,_1) est vraie.
Donc dans tous les cas (H,—1) est vraie.

Donc 3, € OG (g q4,q4)(br), Yu, 0 < u < p.
Par conséquent b € OG ( q,q)(br).

O

La proposition 32 montre que si au cours de la construction de la pyramide, aucune i-suppression
ou i-contraction n’est intervenue alors les i-cellules généralisées sont deux a deux disjointes ou
confondues.

Lorsque des i-suppressions et/ou i-contractions sont intervenues au cours de la construction de
la pyramide, les i-cellules généralisées peuvent alors s’intersecter sans pour autant étre confondues.
Comme le montre les figures 17 et 18, on peut remarquer que deux cas d’intersection non vide
sans égalité peuvent étre possibles :

1. les deux cellules généralisées ont en commun des brins formant une cellule au niveau d.
C’est a dire qu’elles ont en commun une partie <>y (V') pour ¥’ € OG i q,4)(b) N B4 (cf.
figure 17);

2. les deux cellules généralisées n’ont que des brins disparus en commun (cf. figure 18).

Afin de comprendre pourquoi en cas de i-suppression ou i-contraction deux i-cellules généralisées

peuvent s’intersecter sans étres confondues, nous allons prendre C une i-cellule supprimée ou
contractée au niveau c de la pyramide et regarder deux choses :

1. si elle peut étre découverte par une i-cellule généralisée ;
2. si c’est, le cas, si on peut également atteindre d’autres i-cellules du méme niveau qu’elle.

Pour qu’'une cellule généralisée découvre C' il faut qu'un chemin partant d’un brin extérieur a
C la traverse. C’est a dire que ce chemin doit permettre de découvrir C' en partant d’une autre
i-cellule du niveau ¢ déja découverte par la cellule généralisée. Pour passer d’une i-cellule & une
autre il faut utiliser I'involution ;. Par définition des chemins de connection, cette involution est
Iinvolution initiale de ChE(; 4 ) avec a < ¢’ < d, mais est également présente dans ChE(; 14,01
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Fi1G. 17 — Exemple ou du fait de la présence de 2-contractions, les faces généralisées s’intersectent
sans pour autant &tre confondues. De (a) a (f) sont représentés les 6 niveaux de la pyramide (de 0
a 5). Les brins O-supprimés, (resp. 1-supprimés, 1-contractés et 2-contractés) sont marqués par des
carrés vides (resp. des cercles, des disques gris et des carrés gris). (g) (resp. (h)) face généralisée
observée entre les niveaux 0 et 5 et issue du brin b (resp. b’). On note que ces deux faces généralisées
s’intersectent sans étre confondues et ont en commun des brins formant une face au niveau 5.

et ChE(;_1,4, calculés pour des brins respectivement (i + 1)-contractés et (i — 1)-supprimés.
Puisque pour construire une i-cellule généralisée, les chemins de connections utilisés sont d’involu-
tion initiale a; avec j € N —{i}, on ne pourra compter sur un chemin de type ChE(; 4 .-y. D’autre
part, toujours par rapport a la définition des chemins de connection, on sait que si ’on veut faire
intervenir of, il faut que ¢ > ¢. Par conséquent pour que C' soit découverte par une i-cellule géné-
ralisée il faut qu’un brin voisin de C soit (¢ 4+ 1)-contracté ou (i — 1)-supprimé a un niveau ¢’ > ¢
pour ainsi faire passer un chemin. Comme on peut le voir sur la figure 19 il faut qu’il existe v’ € C
et b = baf tel que b € ¢, (vesp. b € OF,,) et appartient déja a la cellule généralisée car de
cette maniére on aura pour b’ = b’a¢ | € (BSY ,US |) (resp. b = b”af;_1 € (BSf;l U Cf;l)) :

ChE(Z‘,l’a’cq,l)(bH/) - (ChE(kl,a,c’)(b1)7 ChE(kg,a,c’)(b2)7 - )

avec

—ky=i—1,b =b"€c(BS’, U5 ,);

- kg = i, b2 = meéz'_;,_l =" S SZCLl 3
ChE(jy.q,c)(b2) = ... = ChE(, q,c+1)(b2) (car by = b" est voisin de ' il ne peut donc
pas étre voisin de i-suppression ou i-contraction entre les niveaux c et ¢’ ni étre lui méme
supprimé ou contracté) ;

— ChE( 4,041)(0") = (C’hE(i7a7c)(b”), - ) et d’aprés les propriétés des chemins, le dernier brin
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Fi1c. 18 — Exemple de pyramide de 2-G-cartes ott deux arétes généralisées s’intersectent mais ne
sont pas confondues. (a) : la pyramide ou les arétes (resp. les sommets) supprimées sont marquées
d’un cercle (resp. d’un carré). (b) et (c) : représentations respectives des arétes généralisées 41 =
OG (<0,25,0,2)(b") et Ay = OG (0,25 0,2)(D). Celles-ci s’intersectent sans pour autant avoir de partie
commune survivant au niveau 5.

Fi1G. 19 — Exemple de chemin permettant de découvrir une i-cellule supprimée ou contractée par
une i-cellule généralisée. (a) : Découverte d’une aréte supprimée au niveau 0 (contenant le brin b')
par l'aréte généralisée issue du brin br dans le cadre de la pyramide de la figure 18. La découverte
de cette aréte se fait par ChE( o2y (b"') qui passe par b € BS§, b € S§ et V/ € 5. (b) et (c) :
Découverte d’une face contractée au niveau 3 (contenant le brin ') par la face généralisée issue
du brin br dans le cadre de la pyramide de la figure 17. La découverte de cette face se fait par
ChE(1,05 (V") qui passe par b’ € BSt, b" € St et Y € C3. Ce chemin est illustré en (b). ((a)
donne le chemin ChE(; 35 (b")).

de ChE; 4,0)(b") est V'a§ =b'.
(et respectivement si on prend le cas ot b” € CF, ;).
Donc une ¢-cellule supprimée ou contractée peut étre découverte par une i-cellule généralisée.

Par contre si la i-cellule C' a déja été découverte par la cellule généralisée, peut on a partir
d’elle découvrir d’autres i-cellules du niveau ¢ ? La réponse est non, car on sait par définition des
chemins de connection que :

— si le brin initial b d’un chemin est un brin de B¢ (supprimé ou contracté au niveau c) les
brins au milieu du chemin sont des brins disparus entre les niveaux a et ¢ — 1. Seul le dernier
brin du chemin peut appartenir & B¢ (pas & B¢*!, car le seul chemin qui permettrait cela
est ChE(; 4,c41)(br), or du fait de la définition des i-cellules généralisées, ce chemin ne sera
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jamais tenté). De plus par définition on a ChE(j o c41)(br) = ChE(; 4. (br) avec j € N —{i}
car br € (S U CY) et ne peut donc pas appartenir a (BS§ U S U CY). Et le dernier brin de
ChEj q,c)(br) est br.aj d’aprés les propri¢tés des chemins. Donc ce dernier brin appartient
toujours & C et pas 4 une autre i-cellule. Par conséquent a partir de br on ne peut directement
découvrir d’autres i-cellules.

— en prenant br € B™ avec a < niv < ¢, on montre de la méme maniére que 'on peut
remonter au mieux sur un brin de la i-cellule C' mais en tout cas on ne peut pas en sortir
pour atteindre une autre i-cellule.

Donc le probléme de la présence de i-cellules supprimées ou contractées dans la pyramide réside

dans le fait que ’on peut y “entrer” mais pas en “sortir” ce qui permet de les découvrir mais pas
de découvrir d’autres i-cellules & partir d’elles.

Lorsqu’il n'y a aucune ¢-suppression ou i¢-contraction au cours de la construction de la py-
ramide, les i-cellules découvertes par des i-cellules généralisées le sont par des chemins que l'on
peut “remonter” dans tous les cas. Donc si 'on peut ici encore découvrir des i-cellules en fai-
sant des chemins de connection d’involution initiale a;y; ou «a;_1, on peut également, en sortir
pour découvrir d’autres i-cellules par des chemins de connection d’involution initiale ;41 ou ;1.

Remarque 5 : 1 est vrai que si des i-contractions ou i-suppressions ont été effectuées lors de la
construction de la pyramide,les i-cellules généralisées peuvent s’intersecter sans étre confondues
(cf. figures 17 et 18). Mais dans certains cas la proposition 32 est tout de méme vérifiée, comme
c’est le cas dans l’exemple de la figure 20 ou toutes les faces généralisées sont deux d deux disjointes
ou confondues malgré la présence de 2-contractions lors de la construction de la pyramide.

Remarque 6 : Dans le cas particulier d’une pyramide représentant différents niveauzr de seg-
mentation d’une méme image, les deux phases de construction (la fusion de régions similaires
selon un critére d’homogénéité et la simplification des bords des régions) sont réalisées par des
suppressions de cellules de dimension comprise entre 0 et n — 1. Donc si [’on observe les régions
(n-cellules), on peut retrouver dans tous les cas les régions généralisées correspondantes puisqu’il
n’y a ni contraction, ni suppression de n-cellules.

L’idée de la démonstration de la proposition 32 est la suivante. On prend un brin dans I'inter-

section non nulle de deux cellules généralisées. Puis on montre en partant de ce brin que le brin
initial de chaque cellule généralisée considérée appartient a ’autre cellule généralisée. Ce qui nous
permet en utilisant la proposition 30 de conclure sur le fait que les deux cellules généralisées sont
alors inclues I'une dans 'autre.
Pour montrer que si un brin d’une cellule généralisée appartient & une autre cellule généralisée
alors le brin initial de la premiére appartient & la deuxiéme, on construit tout d’abord une suite
de brins (b1, ...,bp) reliant le brin en commun et le brin initial de la premiére cellule généralisée
considérée (cf remarque 2 page 57). Chaque brin b, est découvert par la cellule généralisée considé-
rée au pas u de sa construction (cf. définition 11 page 55). Puis on montre que chacun de ces brins
appartient & la seconde cellule généralisée en utilisant notamment la proposition 31 page 68, ou
en montrant que le brin appartient a4 ’ensemble de connection issu d’un brin déja dans la seconde
cellule généralisée pour conclure que le brin lui méme est dans la seconde cellule généralisée.

Proposition 32 : Soiti € N, K = N —{i}, a et d tels que 0 < a < d < m, et bry, bry € B™.
FEt on considére que P est une pyramide dans laquelle aucune i-suppression ou i-contraction n’a
été effectuée entre les niveauz a et d.

On a alors OG(K@@) (bry) N OG(K,a,d) (bre) = 0 ou OG(Kﬂ)d)(le) = OG(K@@) (bra).

Preuve : Supposons OG g q,q)(br1) N OG (i q,a)(br2) # 0.
Soit brin € OG(K,a,d) (bT‘l) n OG(K,a,d) (bTQ).
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Fi1Ga. 20 — Exemple ot malgré la présence de 2-contractions, les faces généralisées sont disjointes
ou confondues. De (a) & (d) sont représentés les 4 niveaux de la pyramide (de 0 & 3). Les brins
O-supprimés, (resp. 1-supprimés, 1-contractés et 2-contractés) sont marqués par des carrés vides
(resp. des cercles, des disques gris et des carrés gris). (e) : les différentes faces généralisées observées
entre les niveaux 0 et 3. On observe que pour tout brin k, 1 < k < 9, pour tout b €< o, > (k)
la face généralisée issue de b est confondue avec celle issue de k, et pour deux brins n’étant pas
dans la méme face au niveau 3, on observe que leurs faces généralisées sont disjointes.

@

D’aprés la proposition 24 (avec 6 = a) page 59, OG (i q.4)(br1) et OG(k 4,4)(br2) sont des unions
d’orbites <> (g)a.

Donc <>(gya (brin) C OG i q,q)(br1) N OG (k q,q4)(br2).

On note C cette cellule (C' =<>(g)a (brin)). Soit b le premier brin de C' qui & été découvert par
'orbite généralisée OG (kq,q)(b71)-

D’aprés la remarque 2 page 57, il existe alors une suite minimale de brins {b1,...,b,} telle que
b1 = b7‘17
b, = b,

buy1 € EchEy, q.4,)(bu), Yu, 1 <u <p,
ty € K, Yu, 1 <u <p,
d,, = min{d, nivy, + 1}.

et on a :

by € OGy(k,a,a)(br1), Yu, 1 <u <p,
bu ¢ OGufl(K,a,d) (brl)a Vu, 1<u S D,
byt1 7 by, Yu, 1 <u <p.

Afin de montrer que bry € OG (g q,q)(br2), nous allons montrer par récurrence (décroissante)
sur u, 1 <u <p que b, € OG(k q4,q)(br2).
— pour u = p,
par hypothése b, = b € C C OG (g q,q4)(br2).
Donc ’hypothése est vraie pour u = p.

— supposons 'hypothése de récurrence vraie pour u, 1 < u < p et montrons qu’elle est encore
vraie au rang u — 1.
Par construction on sait que :
by € EchE(y, , a,d, ,)(bu-1), Yu, 1 <u < p.
On doit alors examiner deux cas :

L. soit b, € EChEf, | 4 (bu-1),
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2. soit b, = dernier brin de ChE(;, | 4.d,_,)(bu—1)-
Si bu e EChE?tu—laaidu—l)(bu_l) :

Sachant que b, € OG(k,q,a)(br2), en utilisant la proposition 31 page 68 on montre que
bu—1 € OG (i q,q)(br2).

Si b, = dernier brin de ChEy, , a4, ,)(bu—1):
Puisque d,,—1 = min{d, nivy,_, + 1} on a deux cas & examiner : selon si d,,—1 < nivy,_, ou
Sidy_1 > nivy

u—1

u—1"

- Sidy—1 < nivy,_, :
Par la proposition 2 page 12 on sait que b, = bu,lafjjll et que dernier brinde ChE(;, | 4.4, ,)(bu) =
du-
buat%f = bufl.
D’ott by—1 € EchEy, | ady_,)(bu).

Comme d,,—1 = min{d,nivy,_, + 1} et dy,—1 < nivy,_, alors d,,—1 = d.

u—1
Puisque b, = bu_lag::f, on en déduit que d,,—1 < nivy,,.

Comme d,, = min{d, nivy, + 1}, dyy—1 < mivy, et dy—1 = d, alors d, = d = dy,—1.
Dou b,_1 € EChE(tu,l,a,du)(bu)-

Puisque ’on suppose b, € OG (g q,4)(br2), et que t,_1 € K alors b,_1 € OG (f 4,q)(br2).

- Sidy—1 > nivy,_, :alorsd,_1 =niv, , +1
Par définition des chemins de connection (définition récursive) on a :

1. siby_y & (S, U Cf::l) alors

u—1 1
ChE(tu_l,a,du_l)(bufl) = ChE(tu_l,a,nivg,“_l)(bufl)
2. sinon ChE(tu,l,a,du,l)(bu—l) = (ChE(kl,a,nivbufl)(bll)ﬂ LR ChE(kq,a,7zivbu71)(b;))a
avec ki, ..., kq et by, ..., bj, respectant la définition 8 page 40.

Dans le premier cas on a alors b, = dernier brin de ChE(, , aniv,, ) (bu—1)-

N " nivy,, _ . . N . .
D’ou, par la proposition 2 page 12, b, = by,_10y, """, nivy, > nivy,_,, d’ott dernier brin

de ChE(r,_, amivy, ) (bu) = buoy,
D’ou bu—l S EChE(tu—ha,nivbu_l)(bu)'
et niby,_, < d, on a nivy, , < d, et EchE(, | aniv, 71)(bu) C

1
=by_1-

Puisque nivy, > nivy
EChE(tu,l,a,du)(bu)-
Donc b, € EChE(tu,l,a,du)(bu)-

Puisque l'on suppose b, € OG (g q,q)(br2), et que ¢,y € K alors b,_1 € OG(k q,q4)(b72)
dans ce premier cas.

u—1

Dans le deuxieme cas : puisque b, est le dernier brin de EchE, , aniv, _1+1)(bu,1), et

que par construction de la suite (b,)i<u<p, b = ¢ # b,—1 on a alors b, € BSZfi“’l
nivy

Par définition b7,...,0) € (C,, """ U S:ﬁi“‘l) et ki,...,kq € {tu—1,tu—1 — 1, ty—1 + 1}
Comme la seule involution permettant de changer de ¢,,—1-cellule est o, , alors kg = t,_1.
Par définition on a également

ChE, . ady_r)(ba) = (ohE(lhambH)(b’{), . C’hE(lr,aynmuil)(b’r’)),
avec ly,...,1. et b ... b respectant la définition 8 page 40.
on peut montrer par récurrence sur v, 1 < v < ¢, que
- ngrl = b;+17va
- lv - k;q-i-l—va
Puisque b, 1 = by = b1, on a alors b,_1 € EchE(,_, a4, ,)(bu)-
Par définition d,,_1 = min{d, nivy,_, + 1}, d, = min{d, nivy, + 1}
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et on suppose d,,—; = niv,, , +1 <d.

nive,, _

Puisque b, € BS;, """, on a nivy, > dy_1.

Doud, > d,_1 et EChE(tu,l,mdu,l)(bu) - EChE(tu,l,mdu)(bu)-

Donc b, € EChE(tu,l,a,du)(bu)-

Puisque I'on suppose b, € OG (g q,q)(br2), et que t,—1 € K alors b,_1 € OG (g q4,a)(br2)
dans ce deuxiéme cas.

Donc quelque soit le cas, si d,_1 > nivy bu—1 € OG (g ,q,q)(br2).

u—17

Donc si b, = dernier brin de ChE;, | 4.4 (by—1) on a by, € OG (f q,q4)(b12).

u—l)

Donc Vu, 1 <u < p, by € OG (g q,q4)(br2).

Par conséquent bry € OG (i q,q4)(br2), et en utilisant la proposition 30 page 67 on obtient OG (k 4,4) (br1) €
OG(K,%d) (ng)‘

De la méme maniére on prouve que bro € OG (g q,q4)(br1), d’0tt OG (4.4 (br2) € OG ( q,q)(br1).

Conclusion : si OG (f,q,4)(br1) N OG (K q,q)(br2) # 0, alors OG k q,q)(b71) = OG (K q,a)(br2).

ce qui montre la propriété.

5.3 Variante possible

Les orbites généralisées ont, comme on I’a vu dans la sous section précédente certaines proprié-
tés. Par exemple, si aucune i-suppression ou i-contraction n’est intervenue dans la construction
de la pyramide, les i-cellules sont alors deux a deux disjointes ou confondues (cf. proposition 32
page 73). Cependant, cette propriété n’est pas vraie dans le cas général (cf. figure 21). D’autre
part, les orbites généralisées n’ont pas une certaine propriété de symétrie : on peut trouver des
orbites contenues I'une dans l'autre sans pour autant étre confondues. Par exemple dans la fi-
gure 17 page 71, la face généralisée OG (<01 ,0,5) issue de b’ est inclue (strictement) dans la face
généralisée issue de b. Aussi dans cette partie nous proposons une variante possible concernant les
orbites généralisées permettant de résoudre ces problémes.

Pour construire cette variante nous cherchons & augmenter le nombre de brins considérés pour
faire en sorte que deux orbites généralisées qui s’intersectent, deviennent par cette variante confon-
dues. Pour expliquer I'idée de cette variante nous allons prendre comme exemple la pyramide de
2-G-cartes de la figure 21 ou les deux arétes généralisées issues des brins b’ et b s’intersectent sans
étre confondues. Comme on peut le voir sur le schéma (figure 22) représentant la construction de
ces deux arétes généralisées, les brins e = 12 et f = 13 (resp. 2 =i et 3 = j) sont découverts par
le chemin de connection Chg,g,2)(b’) (resp. Cho,0,2)(b)) lorsque 'on se place dans A; (resp. As).
Par contre une fois que 12 = e et 13 = f (resp. ¢ = 2 et j = 3) sont découverts dans A (resp. A4;),
on ne peut pas, par leur biais, découvrir & (resp. b) en “remontant le chemin”. L’idée est donc de
permettre cela.

Pour cela il faut permettre de faire un chemin de connection & partir d’un brin ¢-supprimé ou
i-contracté. Pour l'instant les seuls chemins possibles sont ceux dont I'involution initiale est o
avec j € {0,...,i—1,i4+1,...,n}. Nous allons donc permettre de faire les chemins de connections
d’involution initiale o; = aj41 ou «j—1 pour un brin initial de S+ UC 41 ou S;—1 UC;—1. 11y a
deux cas particuliers :

1. i =0 et 14 on ne peut alors avoir que j = 1 et le brin considéré € S;_; (car Cp = 0);

2. i =n et la on ne peut alors avoir que j =n — 1 et le brin considéré € C;4 (car S, = 0).
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F1G. 21 — Exemple de pyramide de 2-G-cartes oit deux arétes généralisées s’intersectent mais ne
sont pas confondues. (a) : la pyramide ou les arétes (resp. les sommets) supprimées sont marquées
d’un cercle (resp. d’un carré). (b) et (c) : représentations respectives des arétes généralisées 41 =
OG (<0,25,0,2)(b') et Az = OG (0,25 0,2)(D)-

i I | L IR | S R |
LIS | T g CIGS | G G CUS | - =
I NEA f T T [ I I I
e 17 © [ o7l | 181 CH A | A A |
14 }15
A B C D E

F1G. 22 — Schéma de la construction des arétes généralisées issues des brins b et b’ dans la pyramide
de la figure 21. (A), (B) et (C) : les trois phases de la construction de Ay = OG (¢ 2> 0,2)(). (D)
et (E) : les deux phases de la construction de A; = OG (<025 0,2) ().

Pour que ces deux cas ne soient pas traités & part et puisque ’on n’a pas besoin de considérer
2 fois le fait qu’un brin soit S; ou C; (en faisant S;4q1 et S;_1 ou Cj41 et Cj_; dans les autres
cas), nous n’allons ajouter dans 'ensemble des chemins & effectuer au cours de la découverte de
lorbite, les chemins de connection d’involution initiale o; c’est & dire o;_ (resp. OZjJrl) seulement
pour un brin initial appartenant & S;_1 (resp. C41). Comme on peut le voir sur la figure 23,
ces premiéres idées permettent de faire en sorte que les arétes généralisées observées dans la
figure 21 deviennent confondues. Cependant comme on peut le voir sur la figure 24 il manque
encore quelques brins a ajouter. Car en effet lorsque 'on ajoute dans une cellule généralisée les

Fia. 23 — Application des premiéres idées concernant la variante dans le cadre de 'exemple de
la figure 21. (a) : la nouvelle aréte généralisée & partir de b que 'on obtiendrait en “remontant”

par les brins 12 et 13. (b) : la nouvelle aréte généralisée a partir de b’ que I'on obtiendrait en
“remontant” par les brins i et j.
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FiG. 24 — Exemple de pyramide de 2-G-cartes ol sont mises en oeuvre les premiéres idées de la
variante. (a) : la pyramide ou les arétes (resp. les sommets) supprimées sont marquées d'un cercle
(resp. d’un carré). (b) et (c) : représentations respectives des arétes généralisées issues des brins b
et b’ entre les niveaux 0 et 2. On remarque qu’elles s’intersectent mais ne sont pas confondues.

F1G. 25 — Application de toutes les idées concernant la variante dans le cadre de I'exemple de
la figure 24. (a) : la nouvelle aréte généralisée a partir de b obtenu en ajoutant les chemins de
connection d’involution initiale oy pour les brins 1-supprimés et appartenant & BS; ;. (b) : la
nouvelle aréte généralisée & partir de b’ obtenu en ajoutant les chemins de connection d’involution
initiale a;; pour les brins 1-supprimés et appartenant & BS; ;.

chemins de connections d’involutions initiale «;, on peut “remonter” les chemins qui dans 'autre
cellule généralisée considérée ont permis de découvrir le brin ou 'on se trouve, ou découvrir de
nouveaux brins.

Pour prendre en charge cela on va également ajouter les chemins issus des brins découverts en
voulant “remonter”. C’est & dire que I'on va ajouter les chemins de connection d’involution initiale
a; cest & dire ;1 (resp. a;+1) pour un brin initial appartenant & BS;_1 s (resp. BSjy1,c) ou
BS;_1,s (resp. BSji1,c) désigne ensemble des brins voisins de brins (j — 1)-supprimés (resp.
(j + 1)-contractés). La figure 25 illustre cela.

Dans le cadre de cellules généralisées on obtient alors la définition suivante :

Définition 13 (Variante des cellules généralisées (OG:L(KE d)(b)) e ) : Soit K = N—
Ehnd] O_n_p
{i}, a et d tels que 0 < a < d < m, et soit b € B°.

La suite (OG/ (b)) est définie de la maniére suivante :
n(K,a,d) 0<n<p
- OGG(K,a,d)(b) = {b};

=V > 010G ¢ 0 o (8) = Userc Upcoa: ) (BehBgaa¥)UA);

—l(K,a,d)(b
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d' = min{d, nivy + 1};

BSY L =1{be BS{T" tel que bafyy' € i1y
avec BSi;ll ={be BS! ' tel que bt ' € ST 1Y,

A= BEchB(ii100)V) sit! € BSYL;

A=EchE;_y qa) () sib € BS? ]

s,i—1"

Si ’on veut généraliser cette définition & toute orbite, il faut apporter quelques modifications.
Tout d’abord, puisque 1’on se place dans le cadre d’une orbite générale, on a K = {ip,...,ix} C N
avec 0 < k < n. Soit § le plus grand écart entre 7; et ;41 (0 <1 < k). Si ¢ est plus grand que 1 on
ne peut pas comme précédemment atteindre I’indice i en passant par l'indice ¢ 4+ 1 ou ¢« — 1. Pour

résoudre cela on va essayer de 'atteindre en considérant les indices {i —e,i —e+1,...,4— 1,i+
1,...,i+e—1,i+ e} N K. Nous allons donc lors de la découverte de 'orbite généralisée, ajouter
les chemins de connections d’involution initiale o; = a4, ou j_, avec p € {1,...,e} pour un

brin initial de Sj+p @] Cj+p @] BSj+p ou Sj_p U Cj_p @] BSj_p.
Ce qui produit la définition suivante :

Définition 14 (Variante des orbites généralisées (OG;(KG d)(b)) e ) : Soit K = N—
b b O_n_p
{i}, a et d tels que 0 < a < d < m, et soit b € B®.

La suite (OG’n(Ka a (b))0< B est définie de la maniére suivante :
a, <n<p
- OGB(K,a,d)(b) = {b};
~ V>0 06 k00 0) = Uick Ub'eocgﬂ(K’a,d)(b) (EChE(i,a,d’)(b/) Ulpeqt,...ey Ap) ;
d' = min{d, nivy + 1};
avec ¢ Ap = EchE(iqpq.q)(b') sib € BS?é;l U C’fJ;_pl U Sf;;l;
Ap = EchE(;i_p . an(V') sib' € BSI Uy tustt.

Bien que cette variante permette de généralisée la propriété indiquant que deux cellules généra-
lisées sont soient disjointes soient confondues, elle n’est pas entiérement satisfaisante. Tout d’abord
plagons nous dans le cadre d’une application en image, prenons trois pixels alignés, un blanc, un
bleu, et un rouge, dont le bleu a disparu aprés deux 1l-contractions (effectuées entre les niveaux
0 et 1) et une 2-contraction (effectuée entre les niveaux 1 et 2). Og({o,1},0,2)(b) avec b un brin de
la région bleue du niveau 2, sera alors composée des trois pixels blanc, bleu et rouge du niveau 0.
Or il semble illogique de dire que ce sont les informations de ces trois pixels qui permettent par
exemple de retrouver la couleur de 'une des deux régions du niveau 2.

Deuxiémement, si dans le cas des cellules généralisées on n’ajoutait pas tant de brins que cela,
dans le cadre d’orbites en général “on se retrouve & ajouter un peu tout et n’importe quoi”.

C’est pourquoi, suite 4 cela, méme si 'on ne peut généraliser la proposition 32 dans le cadre
de pyramides quelconques, il semble que la définition initiale des orbites généralisées soient la plus
simple et pour I'instant la plus appropriée. Il est toujours possible d’avoir besoin d’une variante
de celle-ci pour une application donnée, cependant elle dépendra de ’application.

6 Conclusion

Nous avons défini dans ce rapport la notion d’orbite généralisée dans le cadre de pyramides de
n-G-cartes. Cette notion étend celle de champs récepteur, définie pour les pyramides de graphes et
les pyramides de cartes combinatoires, et établit une correspondance entre une région & un niveau
donné et I’ensemble des régions correspondantes & un niveau inférieur de la pyramide. La notion
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d’orbite généralisée est définie pour les pyramides de n-G-cartes, ces derniéres pouvant étre utilisées
afin de représenter des pyramides d’images de dimension n. De plus, cette notion est définie pour
toute cellule de dimension quelconque, et entre deux niveaux quelconques. La définition de cette
notion est basée sur la notion de chemin de connection (ou plus particuliérement des chemins de
connection étendus) qui est une généralisation de la notion de connecting walk, initialement définie
par Brun et Kropatsch.

Quelques propriétés des chemins de connections ainsi que des orbites généralisées ont été éta-
blies, notamment celle indiquant que les i¢-cellules généralisées sont deux & deux disjointes ou
confondues dans le cadre de pyramides construites sans icontraction ni i-suppression. Une va-
riante concernant les orbites généralisées a également été évoquée.

Nous sommes en train de concevoir des opérations manipulant les pyramides de n-G-cartes.
Plus précisément, nous voulons pouvoir modifier un niveau d’une pyramide, et calculer automa-
tiquement les modifications des niveaux supérieurs et inférieurs. Une perspective de notre travail
est la suivante. Etant donnée une orbite généralisée et une opération modifiant la pyramide, nous
voulons optimiser le calcul de l'orbite généralisée modifiée, i.e. la déduire directement sans la
recalculer entiérement.
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