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Quaternions et Algebres Géométriques, de nouveaux outilsopir les
images numeériques couleur

Résumé Les travaux de cette thése s'inscrivent dans le contextedarnent et de I'analyse des images
couleur. Les premiers travaux pour traiter ces images staisnt a appliquer des traitements déja existant
en niveaux de gris marginalement sur les trois composaantegtituant la couleur et le plus généralement
dans 'espacékV B. Ces traitements ont été peu a peu améliorés notammenughsdtion d’espaces
couleur d’avantage liés a la perception humaine mais aassigs approches vectorielles. Dans ce tra-
vail de thése nous nous placons dans la continuité de cesikra@t nous proposons une modélisation
mathématique de la dimension vectorielle dans le but de puberiles couleurs de maniére globale.
Trois formalismes sont présentés pour représenter lawoules complexes, les quaternions et les al-
geébres géométriques. Dans ce cadre, il est proposé de diEfinouveaux outils d’analyse couleur avec
notamment une caractérisation numérique fréquentielleheeun de ces modéles. Une étude approfon-
die de leurs utilisations permet de faire ressortir leuoppétés ainsi que leurs principaux avantages et
inconvénients a savoir : impossibilité des complexes aésater les vecteurs couleurs qui par nature
s’expriment en trois dimensions minimum contrairement gueternions et aux algebres géométriques ;
distinction entre objets manipulés (vecteurs couleurpétations effectuées sur ces objets (projections,
rotations,...) pour les algébres géométriques contrantraux quaternions ... Enfin nous avons mon-
tré que la transformée de Fourier quaternionique analyseukeur avec une direction indiquée par un
vecteur couleur, tandis que la transformée de Fourier @éimimoyen de 'algebrés, plus générique,
répartit I'information couleur sur des composantes frégjedles indépendantes. L 'utilisation de modéles
algébrigues pour représenter I'information couleur pera&éfinition et le développement d’un filtre
spatial de détection de contours tenant compte de la dispetans I'espace couleur.

Quaternions and Geometric Algebras, new tools for digital olour images

Abstract The main subject of this PhD thesis is colour image procgsdihe first methods dealing
with these images consisted in applying existing greyspateessing alorithms on each of the three
colour components. Colour processing has improved usingepial colour spaces but also by consi-
dering colours as vectors. In this work, we follow the ideacofour modelization and we propose to
encode their vectorial information into mathematical mede order to manipulate them globally and
geometrically. Three formalisms are presented to cope eultbur : complex numbers, quaternions and
geometric algebras (also called Clifford algebras). Nelswotools are proposed to analyse the digital
spectrum embedded in each of these formalisms and the defioit Fourier transforms. We give the
main advantages and drawbacks of each model, namely : ithpibggor the complex numbers to re-
present whole colour vectors that needs at least three quengoto be described properly ; distinction
between objects and operations on objects (projectiotetjans, . ..) with geometric algebras whereas it
is not possible with quaternions. We then showed that theequianic Fourier transform analyse colours
with a direction whereas the Cliffor@; Fourier transform has not got any direction to analyse thauco
S0 it treats every colour channel independently. Eventuale of the main applications is the definition
of a spatial colour edge detector filter using these formmais

Discipline : traitement du signal et des images.

Mots clés: Analyse d'images, espace numérique couleur, quaternadgsbres géométriques, transfor-
mations de Fourier, filtrage spatial et fréquentiel.

Patrice Denis - Laboratoire Signal Image Communication
Bat. SP2MI - Téléport 2, Bd Marie et Pierre Curie - BP 301799@&5Futuroscope Cedex
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NOTATIONS

Domaine de définitions

R  ensemble des nombres réels

C ensemble des nombres complexes

H ensemble des quaternions

P ensemble des quaternions purs

S  ensemble des quaternions unitaires

E  espace vectorigll

G, algébre géométrique de dimensi@hconstruite a partir d’'un espace vectoriel de dimension

Transformées de Fourier

TFouFT Transformée de Fourier (ou Fourier Transform enaisigl
TFD ou DFT Transformée de Fourier Discréte

TFDI ou IDFT Transformée de Fourier Discréte Inverse

TFQou QFT Transformée de Fourier Quaternionigue

TFQD ou DQFT Transformée de Fourier Quaternionique Discrét

TFC ou CFT Transformée de Fourier Cliffordienne

TFCD ou DCFT Transformée de Fourier Cliffordienne Discréte
TFR ou FFT Transformée de Fourier Rapide

Xl



Sighaux

fQ) fonction continue

F() TF de la fonctiorf

fl] fonction discrete

F.] TFD de la fonctiorf

t,x,y variables continues temporelles ou spatiales
w,u,v Vvariables continues fréquentielles

m,n  variables discrétes temporelles ou spatiales
0,p variables discrétes fréquentielles

Quaternions

g=a+ib+ jc+ kd quaternion quelconque

Gr partie réelle d'un quaternion

q; premiéere partie imaginaire d'un quaternign
qi seconde partie imaginaire d’un quaternipn
qr derniére partie imaginaire d’'un quaternign

Algébres géeométriques

AOuA € G, AouA sontdes multivecteurs quelconquesdie
aouae G, aouasontdes l-vecteurs dg,

feg, fonction 1-vectorielle dgj,,
M; partie vectorielle d'un multivecteuv/ degG,, aveci € 1...n
M;; partie bivectorielle d’'un multivecteut/ degG, aveci € 1...n,j € 1...neti #j

Xl



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été financés pagianRPoitou-Charentes et réalisés
au sein du laboratoire Signal Image et Communications deivisité de Poitiers sous la direction de
Christine Fernandez-Maloigne, Professeur et de PhilipmeéCMaitre de Conférences.

Dans ce travail nous nous intéresserons spécifiguement@ages numériques couleur et étudie-
rons I'opportunité donnée par certains formalismes ma#tigues pour encoder I'information couleur.
Précisément, nous étudions des objets définis de la fageemnse:

f : (man) = (fﬁfgafb)
Zx 7 — (R,R,R)

Historiguement les travaux portant sur les transformatimmeériques des images couleur ont d’abord
consisté a appliquer des traitements marginaux sur chassitrois canaux composant la couleur. Ces
traitements n’utilisent cependant pas la couleur commeinfioemation globale mais bien comme la
juxtaposition des trois composantes indépendantes. Lségoence de ce type de traitement marginal
est que la plupart des résultats fournis par ces traitenesitainent I'apparition de fausses couleurs. En
effet, rien n’indique que le traitement individuel de chagiomposante d’'un vecteur couleur entraine
un vecteur couleur proche de celui d’origine. En représiemaRouge, Vert, BleuRV BY) notamment,
chaque canal apporte sa contribution colorée et est ajoutalgres en respectant le principe de la syn-
thése additive des couleurs. Des phénomeénes isolés sumnmp@osante particuliere peuvent donc se
trouver réhaussés perceptuellement du fait de leur additvec les autres composantes couleur. Si ce
phénomeéne existe aussi sur des images en niveaux de grercepiion est minimisée par rapport aux
images couleur ou il s'accumule avec chacun des canauxuwolke couleur d’un pixel obtenue par un
tel traitement marginal peut donc étre représentée par eiewecouleur perceptuellement trés éloigné
de la couleur du vecteur couleur d'origine entrainant unegewvisuellement altérée.

Plus tard est apparue la possibilité de considérer I'infdgiom couleur comme une information vec-
torielle. Dans ce cas, la couleur est vue comme un vecteBP d@icrivant une coordonnée au sein d’un
espace couleur. Différents espaces ont alors été propfiséle aeprésenter la couleur de maniére plus ou
moins proche de ce que la vision humaine pouvait percevgicdeleurs. Des traitements d'images ont
ainsi vu le jour utilisant des conversions entre ces difftsyespaces couleur et la représentation classique
jusqu’alors utilisée a savoir IV B qui correspond a I'information directement exploitable jes pé-
riphériques informatiques classiques comme les écransxeanple. La manipulation des vecteurs d’'un
espace en trois dimensions présente cependant des dificair exemple, il est difficile d’'ordonner des
vecteurs entre eux bien que des tentatives de définitionslaléons d’ordre plus ou moins cohérentes

en anglais IeRG'B pour red, green, blue.



2 CHAP 1-INTRODUCTION

sur le plan perceptuel aient été proposées. Ensuite, ili@unde définir la fagon d’effectuer un traite-
ment vectoriel appliqué a des vecteurs couleur a trois ditoan. La difficulté consiste alors a redéfinir
pour la couleur les opérations classiques de traitemenintkeges en niveaux de gris, par exemple le
produit de convolution, la dérivabilité (et donc le gradieauleur) ou encore plus généralement toutes
les approches permettant I'analyse d'une image. Notondwdel’'absence d’une analyse fréquentielle
spécifique a l'utilisation de la couleur.

Dans ce contexte nous proposons d’étudier I'opportunitéoder I'information couleur des images
en utilisant des représentations algébriques. Ces reypadiems utilisent 'information d’un vecteur cou-
leur comme un nombre de I'algébre utilisée. Ceci permetsadier manipuler les couleurs en utilisant
les opérations fournies par I'algébre. Les vecteurs codent considérés et manipulés avec des opéra-
tions courantes de type sommes et/ou de produits définiscda funique pour I'algébre. Ceci permet,
en outre, d'alléger considérablement I'écriture d’opérat s’écrivant souvent de maniére plus com-
plexe en utilisant la géométrie vectorielle. Cette notiensinplification par I'algébre est déja utilisée
en traitement du signal car on utilise les nombres complexgssont des éléments d’'une algébre, pour
représenter de maniére différente une information. Regwat, la transformée de Fourier, qui nécessite
I'utilisation des nombres complexes, permet de passeredision spatiale pour une image par exemple
a son équivalent en terme de fréquence. L'idée fondatriceeddravaux est d’'introduire une caractéri-
sation fréquentielle adaptée a la spécificité de la dimensialeur des images. Nous nous intéresserons
donc a I'opportunité d’utiliser les nombres complexes dembut. Une étude sera, pour cela, effectuée
sur la transformée de Fourier complexe utilisée par McCéibeda décrire les informations spectrales
associées a la partie chromatique des couleurs. Nous nmamgralors que seule, cette chromaticité ne
suffit pas a caractériser pleinement les couleurs. Ainss mmus intéresserons, tout comme Sangwine
avant nous, a l'utilisation du formalisme des quaternicssoeié aux images couleur. Ces nombres hy-
percomplexes, car ils sont une généralisation des nombraplexes, peuvent contenir I'information
couleur compléte. Les vecteurs couleur sont donc repésgrar des quaternions purs (dont la partie
réelle est nulle) et sont manipulés au moyen d’opératiagpsbalques simples. Les quaternions ainsi que
leur généralisation, les algébres géométriques, serantt diilisés dans une démarche de caractérisa-
tion fréquentielle des images couleur numériques. Nousons arréterons cependant pas au domaine
des fréquences mais montrerons de plus, que ces formalienemttent aussi de manipuler les cou-
leurs spatialement. Nous proposerons ainsi des gradieotsur définis dans le domaine spatial avec
des opérations géométriques sur les vecteurs couleur.

Ce mémoire est ainsi divisé en trois principaux chapitrésgalysent I'utilisation pouvant étre faite
de trois représentations algébriques différentes poacfér des traitements d'images couleur.

Tout d’'abord, dans le chapitre 2, nous étudierons I'oppitdud’utiliser les nombres complexes
afin d'effectuer des traitements d’images. Aprés avoir éoan bref rappel des propriétés générales
concernant les nombres complexes, nous redonnerons litidéfae la transformée de Fourier pour les
signaux bidimensionnels mais surtout les bases de I'amagses signaux pouvant étre déduite de cette
transformation.

La deuxiéme partie de ce chapitre posera la question désaiion des nombres complexes pour
effectuer des traitements d'images couleur. Pour celas mitoduirons différents espaces numériques
couleur afin d’en identifier un susceptible de convenir a laimdation des couleurs par les nombres
complexes. L'un des points centraux de nos travaux est laitiéfi d’'une approche fréquentielle spécifi-
quement dédiée a la couleur considérée dans sa globalkitst @zns cet esprit que dans la derniére partie
du chapitre 2 nous étudierons les propriétés de variatiomgriques des couleurs pouvant étre obtenues
en utilisant les composantéset V' de I'espacey’ UV. Ces composantes associées a des initialisations
rudimentaires dans le domaine fréquentiel permettent ide #pparaitre des « chemins couleur » élé-
mentaires définis initialement par McCabe dans le domaiagaswbtenu apres une transformation de
Fourier « chromatique » inverse.

A partir des limites de cette approche, nous proposerons ldazhapitre 3 d'utiliser les quaternions

pour encoder la totalité de l'information couleur des inmgee les nombres complexes ne peuvent
pas contenir entierement. On donnera tout d’abord les téfisiet propriétés relatives aux quaternions
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ainsi que différentes maniéres de les représenter. Ensoitie étudierons comment des opérations géo-
métriques, définies grace a ce formalisme dans les espagesiGgpeuvent étre utilisées pour effectuer
des traitements élémentaires spatiaux sur les imagesucoblleus définirons alors, a partir des travaux
de Sangwine, un nouveau détecteur de contours utilisamp@stions géométriques disponibles avec
les quaternions. Apres avoir illustré les propriétés demteqnions dans la manipulation spatiale des
images couleur numériques, nous décrirons comment ilsténitdéisés dans la littérature pour I'étude
fréquentielle des images en niveaux de gris au travers aemuix de Sommer et al. ainsi que des images
couleur avec les travaux de Sangwine et al.. Nous appogédhmalement notre propre interprétation de
l'information fréquentielle obtenue par la transforméeFadairier quaternionique appliquée aux images
couleur. Cette interprétation est basée sur I'étude ngmeérdes interactions entre le domaine spatial
et le domaine fréquentiel quaternionique. Nous constasequ’il existe notamment des propriétés de
symeétrie a la fois sur le spectre et sur son signal d'origimesch I'utilisation de cette transformée par-
ticuliére. De plus nous verrons que la transformée de Fogtiaternionique est directionnelle et que
I'analyse du spectre obtenu par celle-ci dépend de cetetatin.

Le dernier chapitre, qui peut étre considéré comme une gksaiion du chapitre 3, montrera I'ap-
port dans le traitement des images numériques couleur deollage au moyen des algébres géomé-
triqgues des pixels. Ces algébres géométriques, aussiéagpaligebres de Clifford, seront d’abord étu-
diées de maniere générale, comme cela est fait pour les Bsrobmplexes ainsi que les quaternions, de
maniére a se familiariser avec le vocabulaire et les conasjiisés avec ce formalisme. Nous étudierons
alors comment elles ont été utilisées pour analyser lesaémag niveaux de gris. La suite consistera
a décrire I'opportunité d'utiliser I'algébrg, pour encoder les images couleur a travers une étude fré-
guentielle utilisant ce formalisme. Nous verrons qu'il pkts pertinent d’utiliser I'algébrg/s dans le
domaine fréquentiel si I'on souhaite une analyse globateadeleurs en utilisant une transformée de
Fourier unique, ainsi que dans le domaine spatial. C'edllalles dans celui-ci que sera présentée une
approche de détection de contours basée sur la manipulggimmétrique des couleurs dans I'espace.
Ainsi nous utiliserons comme base le gradient de saturaidimi dans le chapitre 3 et nous I'améliore-
rons en utilisant des caractéristigues géométriques obsgpar I'utilisation du produit géométrique.

La conclusion nous aménera alors a discuter des différeetspectives issues de ce travalil.






CHAPITRE 2

M ODELISATION DES COULEURS PAR LES
NOMBRES COMPLEXES

Les nombres complexes sont utilisés de maniére systéraatitiavers la définition de la transformée
de Fourier qui est un outil de base dans l'analyse et le tna&ité des images numériques. Une des
premiéres pistes que nous avons suivies au cours de cettedtodnsisté a chercher si l'utilisation de ce
formalisme pouvait étre généralisé a I'étude des imageleaniC’est pour cela que ce premier chapitre
est consacré a I'évaluation du potentiel fourni par les mesttomplexes pour I'analyse des données
contenues dans les images numériques couleur.

La premiere partie consistera a redécouvrir brievemenhoem sont définis les nombres complexes.
Puis, la transformée de Fourier discréte a deux dimengijpmpermet de caractériser le contenu fréquen-
tiel des images numeériques en niveaux de gris, sera présdiméuite, afin de pouvoir définir un outil
d'analyse des images couleur utilisant les complexes ntugieéons les caractéristiques numériques
d’un espace couleur approprié. Celui-ci sera enfin assoldéannaissance de I'analyse fréquentielle
dans la définition d’une transformée de Fourier complexerolatique que nous étudierons en détail afin
de savoir si elle permet d’analyser et/ou de traiter les esagpuleur de maniére pertinente.

2.1 Les Complexes

On rappelle qu'un nombre complexe, natéc C, est défini de maniere uniqgue= a + ib. a, b
sont des réels, tandis quest le nombre imaginaire pur tel qie= —1. Dans ce chapitre, nous nous
servirons des notions classiques de parties réelle/iragginconjugué, notation exponentielle, module,
argument, formes cartésienne/trigonométrique/expaint

2.1.1 Plan complexe
2.1.1.1 Historique

Jean-Robert Argand, mathématicien amateur suisse, estreigr & proposer de représenter une
interprétation géométriqgue des nombres complexes comimtslans le plan en 1806 en faisant corres-
pondre au nombre + b le point de coordonnéds, b) [1]. Ce n’est seulement que lorsque ces travaux
furent repris par Gauss et Cauchy que la communauté accepeanouvelle idée. Pour cela le plan
complexe est aussi bien nommé comme le plan d’Argand quéeds@auchy.

5
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Le plan muni du repére orthonormé dird@, e1, e;) est appeléplan complexez = a + ib est
représenté par le poidt/ = ae; + bes. On dit queM estl'image de z, ou encore que estl'affixe de
M, ou du vecteup M.

De plus, la longueu® M vaut le modulep de z, et une mesure de I'angle orien(té_l),OM) est
'argumentd de z.

Les coordonnées du poiff dans le repére cartésien sont doagh) tandis qu’elles sontp, 6) dans
le repére polaire comme nous l'illustrons dans la figure 2.1.

O a

FiG. 2.1 — Le plan complexe

Aprés avoir défini les nombres complexes de maniére génédrales allons maintenant les utiliser
dans le cadre du traitement des signaux et des images.

L'une des transformations les plus utilisées dans I'amaties images numériques est la transformée
de Fourier, la section suivante permet de redécouvrir lyaeade signaux bidimensionnels en utilisant
cette transformation. Celle-ci sera utilisée comme basmd®wréhension de 'information fréquentielle
lors de la généralisation de la transformée de Fourier @ynasix multi-spectraux que nous utiliserons
avec les images couleur.

2.2 Transformées de Fourier pour les sighaux bi-dimensiorals

Les travaux de Joseph Fourier (1768-1830) ont permis deidésdes équations de propagation de
la chaleur dans les corps solides [33]. La méthode utilig@eathtre que toute fonction finjg € £2(R)
(autrement dit :f, | f(¢)]?dt < +00), peut se décomposer en une somme infinie de fonctions es sinu
et en cosinus. Par ce moyen, la transformée de Fourier peedcrire dans le domaine fréquentiel un
signal temporel par les fréquences de sinus et cosinus qanligituent. On appelle cette représentation
du signal son spectre de fréquence.

Les signaux bi-dimensionnels sont des fonctions a deuxriiiaps, souvent notéesety. On s’en
sert notamment pour décrire les images. En effet cellesrtides signaux a au moins deux dimensions
non plus temporelles comme dans le cas des signaux sononeas HRemple mais spatiales car permet-
tant de décrire des positions dans le plan. Les images iafilgioes sont une version discréte de signaux
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2D qui sont échantillonés puis quantifiés. Elles sont stegk@ér exemple dans un tableau ou une matrice
d’intensités. Généralement, pour chaque point d’'une ineageiveaux de gris, aussi appelé pixan
quantifie I'intensité lumineuse par un entier codé sur uptpdionc de valeur comprise entret 255.

On peut appliquer une transformée de Fourier sur une imageveaux de gris afin de connaitre
I'équivalent en fréquence de I'information contenue dénsage spatiale. On choisit alors souvent d’af-
ficher le résultat d'une telle transformée de Fourier au mai/ane autre image en niveaux de gris. On
affiche en fonction des besoins le module, la phase, la géeike ou la partie imaginaire de la matrice
complexe représentant le résultat de la transformatiorodedt de I'image d’origine.

Dans la suite de ce chapitre, nous définirons une transfodmé&®urier chromatique appliquée aux
images couleur. Afin de comprendre l'information specti@i¢enue par une transformée de Fourier
utilisant un signal non plus réel comme pour les images eeanix de gris mais bien complexe, la
partie réelle et la partie imaginaire seront utilisées,smallons cependant d’abord revoir brievement les
principes de I'analyse de Fourier pour les signaux 2D.

2.2.1 Transformée de Fourier 2D discréte

La transformée de Fourier 2D est donc souvent employée datmnhaine des images. Elle permet
en effet de passer d’une représentation du domaine spatialld cadre des images (coordonngéeg))
a une représentation dans le domaine fréquentiel (cooédsiin, v)).

La transformée discrete de Fourier d’'une séquence 2D pamesnt au signal discrgfx, y], défini
surZ?, s’exprime sous la forme :

Flu,v] = i i flx,y).e” 2 luztoy) (2.1)

T=—00 Yy=—00

En pratique, une imagé¢[m,n] est un ensemble de points fini et borné, aweet n entiers et
0<m< M-—1etd <n< N —1, par exemple. La transformée de Fourier discréte d’'un si@pa
échantillonné ou TFD2D est donc donnée par :

Flop) = —— S 3 flm,n].e~27(5 +5) (2.2)

avec0<o<M-let0<p<N-1

Les deux variables et p représentent les fréquences « spatiales » de l'image setodirections
horizontales et verticales respectivement. Elles s’ex@nit en cycles ou en radians par unité de longueur,
alors que les fréquences « temporelles » qui sont utiliséas ges signaux temporels s’expriment en
cycles ou en radians par unité de temps.

On peut calculer la transformée de Fourier de deux fagoféreliftes :

— Soit on calcule cette transformée directement a partiaderinule précédente ;

— Soit on effectue un calcul en deux temps. D'abord une toamsfe de Fourier 1D sur chaque
vecteur colonne de I'image, et ensuite une transformée ded¥dlD sur chaque ligne obtenue
précédemment.

On calcule la transformée de Fourier discréete inverse 2DRIDIZD de la maniére suivante :

M-1N-1

flm,n] = \/ﬁ Z Z F[o,p].ezm(%Jr%) (2.3)

0=0 p=0

Pourpicture elemente plus petit élément de 'image.
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2.2.2 Bases de l'interprétation des transformées de Fourié deux dimensions
2.2.2.1 Transformée de Fourier 2D avec des images en niveads gris

Dans le plan spatial, pour représenter une image, chacursd®els sera codé par un nombre entier
ou réel qui représente l'intensité lumineuse du pixel eraiivde gris par exemple. En revanche le spectre
est a valeurs complexes. De par cette nature complexe,yads pbssédent une amplitude et une phase,
on peut choisir de représenter soit I'une soit I'autre. Enégal, on choisit plutét 'amplitude que I'on
affiche a travers le logarithme. Ce logarithme atténue &rdhces de module et permet ainsi d’obtenir
une meilleure lisibilité du spectre.

2.2.2.2 Analyse de signaux 2D en sinus et cosinus

La transformée de Fourier 2D d’'une image représente le dkgréssemblance entre I'image et les
fonctions cosinus et sinus a différentes fréquences.

Dans la figure 2.2, la premiére image représente un cosimzohtal de huit cycles et la deuxieme
un cosinus vertical de 32 cycles. Chaque transformée dedf@aur ces deux images est théoriquement
constituée de trois points :

— Le point central représente la moyenne de l'intensité ideatje d’origine. D’'une fagcon générale,
dans une image, I'information basse fréquence (autour ohi pentral de la TF) code globalement
les formes de I'image. Ces formes seront floues si I'on neareagjue les basses fréquences. C'est
en rajoutant de I'information a plus haute fréquence quéareses se distinguent par des contours
de plus en plus nets.

— Les deux autres points représentent la fréquence (htsirclgauche ou verticale a droite) consti-
tuant les signaux. |l apparait les deux pics en symétries IRlfréquence d'oscillation des signaux
est importante et plus les pics caractérisant cette fréguédans le spectre sont éloignés du point
central d’origine.

Cependant, il apparait pour les deux images le phénoménenéérdge appelé généralement en
image « effets de bords ». Les effets de bords se manifestistlds spectres de nos deux images par
de nombreux autres pics d'amplitude réduite sur la lignézbatale a gauche ou verticale a droite. Ces
lignes correspondent au sinus cardinal.

m m

n n

FiG. 2.2 — Premiére ligne : Images en cosinus ; deuxiéme lignemoldule de leur transformée de Fourier
(les spectres sont inversés pour la lisibilité)



2.2. Transformées de Fourier pour les signaux bi-dimensiamels 9

2.2.2.3 Effets de bord

Nous pouvons interpréter géométriquement le phénoménerde én effet la transformée de Fourier
considére I'image traitée comme un élément de motif d’uregende taille infinie contenant ce motif de
maniére périodique. La figure 2.3 montre comment peut étrsidérée une image contenant un cosinus
oscillant sur la diagonale (du point bas-gauche au point-thanit). La méme image est donc dupliquée
autour de I'image d’origine et de maniere périodique. LarBgl3 ne présente que les juxtapositions a
I'est, au sud et au sud-est de I'image d'origine en haut algautfaut imaginer que cette juxtaposition
se fait dans toutes les directions et de maniére infinie. @rargue que sur la zone de passage d'une
image a sa voisine il apparait une rupture franche. Cetteire@st due au fait que la fenétre ne coupe
pas notre cosinus sur un nombre de périodes complétes sslaliréctions horizontales et verticales

Y.

m m

n n

n n

m m
FiG. 2.3 — Périodicité englobante de la TF et apparition de zdeasipture

La figure 2.4 illustre ces effets de bords : ainsi pour chaade®images, on voit apparaitre sur le
spectre un sinus cardinal suivant la direction perpendii@ibux ruptures de I'image d’origine.

m m

n n

| - %

FiG. 2.4 — Effets de bord ; Premiére ligne : cosinus horizontahdche et diagonal a droite ; deuxiéme
ligne : les modules de leur TF(les spectres sont inversésladigibilité).
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Une maniére de contourner ce probléme est de « lisser » lds der'image pour atténuer les zones
de rupture. Pour lisser I'image, on multipliera celle-ci pae fenétre de type gaussienne, par exemple,
qui conservera inchangée le centre de I'image, et atténeeizords.

La figure 2.5 nous montre les différences obtenues a partin@hue signal en cosinus diagonal. On
calcule trois transformées de Fourier de maniere différent

— en haut a droite le spectre de I'image d’origine sans maifio ;

— en haut a gauche le signal d’origine multiplié par une ganssg pour lisser les ruptures sur les

bords de 'image ;

— en bas a gauche le spectre obtenu avec ce lissage gaussien;

— en bas a droite le spectre idéal obtenu s'il n'y avait pafiet®ede bord.

On remarque que les effets de bords du spectre obtenu agsagdide I'image d’origine par une
gaussienne sont atténués. Cependant cette opératiofneniree imprécision dans le spectre. En effet,
alors que le spectre en bas a droite de la figure 2.5 permestiegdier clairement la fréquence consti-
tuant notre cosinus diagonal, les pics de fréquences damedielle du spectre de I'image lissée sont
moins nets du fait du produit de convolution avec la gaussiatans le domaine des fréquences.

m (¢]

n P

p p

O O

FiG. 2.5 — Diminution des effets de bord (les spectres sont&@gepour la lisibilité).

2.2.2.4 Transformées de Fourier d'images naturelles

La transformée de Fourfede la figure 2.6 comporte les deux lignes horizontale etcadgtipassant
par l'origine dues aux effets de bords des images naturélek dit, il est difficile d'interpréter plus
d’'informations contenues dans le spectre d’énergie d'@magpmplétes tant les détails fourmillent. Le
spectre de I'image du babouin présente cependant des pitsrdité de maniére symétrique dans les
coins. Ces pics d'amplitude se situent dans les hauteseénégs et pourraient donc correspondre par
exemple au pelage du babouin. En effet, ce pelage est agséagdér de I'information de texture qui est
donc présente dans les hautes fréquences.

2.2.2.5 Notion de contours et de texture dans le domaine frégntiel

La transformée de Fourier peut étre un outil intéressant gdétecter certaines informations spa-
tiales contenues dans des images. Par exemple les contbuepiggsentent des ruptures franches seront

20n devrait plutét dire le module de la transformée de Fouriais comme I'affichage d’une TF est le plus souvent une
image en niveaux de gris représentant le module, on empdofeip la transformée de Fourier pour n’exprimer en fait soe
module
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FiG. 2.6 — TF d'une image naturelle : le babouin et son spectre englus un zoom sur les fréquences
intéressantes.

traduits par de I'information dans les fréquences hautespagtre de I'image. En effet localement au
niveau de cette rupture, le signal peut étre vu comme laifimgiorte dont la TF est un sinus cardinal.
Il va donc apparaitre dans le spectre un sinus cardinal péiqéaire a la rupture (fonction porte) du
domaine spatial (cf. figure 2.7). Bien que le spectre congettes informations correspondant aux rup-
tures spatiales, il n’est cependant pas possible de détermine quelconque localisation géométrique
de ces ruptures car le spectre ne contient en effet que dertiiation fréquentielle. Autrement dit, si
l'information spatiale de rupture est traduite dans legémfréquences du spectre de I'image, le module
du spectre ne fait apparaitre que la perpendiculaire aextéins porteuses de toutes les accumulations
de ruptures qui suivent cette direction dans le domainéagpat

La figure 2.7 permet aussi d'illustrer comment les inforimagi de texture apparaissent au sein du
spectre. Une texture peut étre par définition un motif quepeaduit avec une certaine fréquence. Cette
fréquence sera donc logiqguement visible dans le spectrespmmdant a I'image texturée. On retrouve
donc dans le spectre du mur qui est zoomé des lignes hor@sraa verticales qui correspondent a
la répétition de ruptures verticales et horizontales retrées. |l faut faire attention cependant car cer-
tains pics d’amplitude fréquentielle peuvent aussi étialusinus cardinal caractéristique des ruptures
franches. Finalement, on comprend qu’il n'est pas facilatéfpréter I'information du spectre d’'une
image naturelle méme texturée.

2.2.2.6 Filtres de fréquence

L'implication directe de I'analyse du spectre est la défimitde filtres avec des supports définis dans
le domaine fréquentiel. On peut ainsi se concentrer surégiénces que I'on souhaite conserver par
I'opération de filtrage pour effectuer des taches de tratard’images.

Le filtrage peut se caractériser par une « boite noire ». @ette posséde une entréet une sorties
dans le domaine spatial. Dans le domaine fréquentiel, ladétcorrespond au produit du spectre d’entrée
Elo,p] a la fonction fréquentielle du filtré] [0, p]. Ce produit fréquentiel correspond a un produit de
convolution dans le domaine spatial.

Pour un signal discret 2D, le filtrage dans le domaine frétigieest exprimé de la fagon suivante :

Slo, p] = Elo, p].H|o, p (2.4)
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FiG. 2.7 — Deux images texturées (en haut) et leur spectre tifs{@echbas).

Ce qui est équivalent a la relation suivante dans le domaiatias :

S[m7 n] = (6 * h‘)[m7 n] = Z Z e[m — Mo, N — nO]h‘[mO’ nO] (25)
mo mno
La fonctionh[m, n] est appelée «la réponse impulsionnelle » du filtre 2D (ou «oes).
Etudions donc maintenant quelques filtres.

Passe-Bas L'application d'un filtre passe-bas sur une image permetssed les bruits et de conserver
les formes grossieres de celle-ci. Cela revient égalementl@plier son spectre par une fenétre qui ne
laisse passer que les basses fréquences. La figure 2 &ilbegprincipe en montrant les différences entre
'image originale a gauche et I'image filtrée a droite en gegmligne ainsi que leur spectres respectifs
en seconde ligne. Les contours des objets ou des formeseepsat des ruptures d’intensités dans le
domaine spatial sont portés entre autre par les hautesefiégs de I'espace fréquentiel. En appliquant
un filtrage passe-bas on atténue donc ces détails et I'imiaige filevient plus floue comme l'image de
droite le montre. Notons que nous voyons apparaitre delatiseis du fait du fenétrage dans le domaine
fréquentiel.

Passe-Haut L'opération duale s'appelle le filtrage passe-haut. Il petrafe faire ressortir les détails
de I'image filtrée comme des contours ou des textures. Laefig# illustre ce type de filtrage avec de
gauche a droite I'image originale et I'image filtrée en pr&miligne ainsi que leur spectre en seconde.
L'image de Lenna filtrée est dépourvue de ses régions horesgi@pendant les bords ou les éléments de
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FiG. 2.8 — lllustration d'un filtrage passe-bas

texture, comme les plumes de son chapeau par exemple sanssés confirmant leur caractére « haute
fréquence ».

Enfin, il existe le filtrage passe-bande, une solution inéeliaire qui permet de conserver I'informa-
tion sélectionnée dans le spectre d’une image sur une baniéglience choisie.

Tout comme nous l'avions fait avec des signaux 1-D, nous nere voir qu'il est possible de
représenter des images de maniere fréquentielle avea&idrenée de Fourier. Les premiers traitements
numeériques effectués sur les images une fois le spectretéasg sont les filtrages en fréquences. Ainsi
il est possible de ne conserver que l'information d'une ienagr la bande de fréquence de son choix.
Cependant, nous voulons rajouter a cette analyse spelaralgion de couleur qui pour l'instant n'a
pas été abordée. En effet nous n'avons appliqué I'analy$edeer que sur des images en niveaux de
gris et souhaitons étendre la caractérisation spectral@@unées vectorielles caractérisant les images
couleur. Pour cela, nous devons avant tout étudier différespaces couleur afin d’en déterminer un qui
permettrait de définir une transformée de Fourier adapté@r@ages numériques couleur.

2.3 Espaces Couleur

Afin de pouvoir coder des images en couleur, nous avons bd&simdier au préalable comment on
exprime de maniére générale la couleur numériquement. Uewoest une information que I'on peut
décrire avec au minimum trois composantes, elle est donogiare vectorielle. On peut manipuler les
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FiG. 2.9 — lllustration du filtrage passe-haut

couleurs au moyen d’opérations vectorielles dans un esggatteis dimensions que I'on appelera espace
couleur. Les espaces couleur ont fait I'objet de nombreresggerches et certains ont été normalisés par
la Commission Internationale de I'Eclairage (CIE). L'édge étant un élément important pour pouvoir
reconnaitre des couleurs et les comparer, des standadaidge ont aussi été mis au point par la CIE
[70].

Lors de cette étude, nous avons choisi d'étudier certajpsces couleur de fagon numérigue. Cette
démarche se distingue de la démarche adoptée par de nongruxs qui se basent sur les espaces
couleur théoriques pour effectuer leur travaux. lls witispour effectuer leurs traitements d'images
couleur les conversions entre I'espace couleur mat&deB et des espaces couleur définis de maniere
théorique. Nous voulons également effectuer des opésasiandes images en utilisant différents espaces
couleur, cependant nous souhaitons comprendre commeétrsit les transitions numériques entre ces
différents espaces. Pour cela, nous avons fait une analydeus temps :

— présentation de différents espaces couleur tels qu'ils sont présentés habituellement ;

— étude numérique de deux d’entre eux a salaB etYUV'.

2.3.1 Les espaces de primaires
2.3.1.1 EspacekV B ou RGB

Cet espace est I'espace le plus utilisé en traitement démbgst constitué de trois composantes,
celles-ci codées en général sur huit bits. En fait, cet espatcelui utilisé par le matériel informatique
produisant ou affichant des images. Les images utilisentdesscomposantes suivante® pour rouge,
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V pour vert et enfirB pour bleu. Plusieurs définitions cohabitent pour I'esp@teB car I'expression des
primaires qui le composent n’est pas unique. Cependantiliseyilus souvent le standard/ £ RGB
(cf. figure 2.10) (pour red, green et blue) défini en 1931 paik&a[15]. Les trois composantes primaires
monochromatiques de couleur rouge, verte et bleue sontichassociée a une longueur d’onde :

— 700.0nmpour le rouge;

— 546.Zhmpour le vert;

— 435.8nmpour le bleu.

FiG. 2.10 — CubeRGB

2.3.1.2 EspaceXY 7

L'espace couleuGB défini par la CIE présente l'inconvénient de posséder ungepaégative
dans le spectre des couleurs visibles (cf. figure 2.11).eluint dit, il n'est pas possible de représenter
toutes les couleurs si on souhaite utiliser le principe dgytdhése additive qui n'utilise que des valeurs
positives. Pour combler ces inconvénients, la CIE a défiispace de représentation de la couleur basé
sur trois primaires non visibleX, Y et Z. Dans cet espace, chaque primaire est définie par une fonctio
colorimétrique qui prend des valeurs de longueur d’ondéipegcf. figure 2.12). Notons que la fonction
Y () représente approximativement la sensibilité de I'ceil Hordda luminosité.

Le passage de I'espadeGB a I'espaceXY Z s'effectue par une transformation linéaire dont les
coefficients dépendent du blanc de référence choisi [69].

2.3.1.3 Espac€'MY ouCMJ

L'espaceC MY ouC M J® est 'espace dédié a I'impression des couleurs. L'encreiimége absorbe
de la lumiére et en renvoie moins que la feuille blanche, dliession utilise donc le principe de la
synthése soustractive. Cet espace couleur est donc ref@rgse un cube comme 'espaés B mais
I'origine est le blanc au lieu du noir et les axes sont le cyammagenta et le jaune qui sont les trois
primaires de la synthése soustractive. Le passage Bitie¢ et C MY est donné par :

3C'MY en anglais pour cyan, magenta et yellow@d/.J en francais pour cyan, magenta jaune.
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Fonctions colorimétriques

350 400 450 5000 550 BOO BAO YOO 750 BOO
Longueur d'onde A (eh nm)

FIG. 2.11 — Les fonctions colorimétriqués(\), G(\) et B(\) de I'espaceRGB.
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FIG. 2.12 — Les fonctions colorimétriques(\), Y (\) et Z(\) de I'espaceXY Z.

C=1-R
M=1-G (2.6)
Y=1-B

2.3.2 Les espaces dédiés a la télévision

Le passage de la diffusion des programmes en noir et blanmalleur sur les nouveaux postes entre
les années 1950 et 1960 a été possible grace a la définitiotami#asds de télévision. Ces standards
devaient permettre la diffusion en couleur sur les nouvgastes mais aussi conserver la possibilité
d'afficher des programmes diffusés en noir et blanc. Il fabassi assurer la compatibilité avec les
anciens modeéles et pouvoir afficher en noir et blanc des anogues diffusés en couleur. Pour cela
I'information de couleur diffusée par les chaines de téiéwi sépare la luminosité et la chrominance.
On obtient I'information de luminosité directement a padiéé la composant¥ de I'espaceXY 7 et les
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deux autres parties de chrominances sont des combinaiséagés des composantes de I'espREeB.
Différentes définitions cohabitent et distinguent lesétiéhts espaces couleur utilisés en télévision.

2.3.2.1 Espac&’IQ

L'espaceY I(Q est celui défini par le standard de télévisidi’'SC' dans les années 1950, il utilise
une combinaison linéaire de I'espaBé& B défini lui aussi dans le standaiil’ SC' (National Television
Standards Committee) et qui differe de I'espd®@ B défini par la CIE dont nous avons parlé précé-
demment. Ce standard de télévision est destiné aux forrde 325 lignes60 Hz ; pour les DVD, la
résolution est dd80 lignes. LeNT SC est utilisé en Amérique du Nord, dans une partie de I'Amériqu
du Sud (NTSC — M) et de I'Asie dont le Japor\T'SC — J).

La chrominance étant composée de deux informations élé&nesit U=R-Y (différence de rouge)
et V=B-Y (différence de bleu), il faut théoriquement deuxtpases pour véhiculer I'information. Pour
n'en utiliser qu’une seule, le signal est modulé en ampditatien phase avec une seule porteuse.

2.3.2.2 Espac&’UV

L'espaceY UV est I'espace couleur défini par le standard allem&xlL (Phase Alternation by
Line) en utilisant le blanc de référené®;s*. Les composantes de chrominances sont définies a partir de
combinaisons linéaires pondéréesileGG et B en fonction du blanc et de I'observateur de référence.
C’est un standard de la télévision européenré amages secondes &5 lignes 676 seulement sont
affichées caB®% des lignes servent a la synchronisation). Il est utilis@cgalement en Europe de
I'Est, mais également en Australie, et dans certaines mégibAfrique et d’Amérique Latine. Méme si
d’autres matrices de transposition peuvent étre trouvées ka littérature (les différences étant basées
sur les illuminants utilisés), la transformation utiliggeur passer d®G B aY UV dans la suite de cette
étude est la suivante :

Y 0.472854  1.423527 —0.043981 R
U | =] —-0607735 —1.141775  0.75891 x| G (2.7)
Vv 0.585846  —0.393292  0.044646 B

2.3.2.3 Espac&’ D, D,

L'espaceY D, D, est défini par le standard de télévisisiC' AM (SEquentiel Couleur A Memaoire).
Il est utilisé en France a partir de 1967, en Russie et dangayesd’Afrique avec des normes spécifiqgues
supplémentaires. Ce format est aussi destiné aux fornmids 625 lignes mais cette fois pour un rafrai-
chissemnt d&0Hz. Le principe est basé la encore sur des modulations des @tatamplitude pour
pouvoir faire passer les trois composantes sur une settleuser

2.3.2.4 Espac&’ C,.Cy

L'espaceY C,Cj, est le standard international dédié au codage digital dageside la télévision
numérique. Il fait actuellement partie du nouveau standardompression JPEG 2000. L'espac€,.C,
est différent des autres standards de télévision car ilpgse aucune régle quant au blanc de référence.
Notons que la composante de luminosité est la méme que daastles standards de télévision.

“Un illuminant est défini par une répartition spectrale ietati’énergie, qui n’est pas nécessairement fournie direent
par une source de lumiére ni obligatoirement réalisablaiéld’d’'une source. Plusieurs illuminants ont été stang@sdbar la
CIE, ils sont souvent définis par une lettre allant4dla F'. Les illuminantsD correspondent par exemple a différentes lumiéres
du jour, alors que le$’ correspondent aux lumieres émises par des lampes fluotescea standard de télévisioil’SC' de
la section précédente est défini pour un illumin@ntorrespondant a une lumiére moenne du jour.
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2.3.3 Les espaces perceptuels

Les espaces perceptuels tendent a correspondre a la jpandeminaine des couleurs. Une couleur
sera associée a une primaire (rouge, vert, bleu, etc.),uxdea blanc (clair, foncé, etc.) et la pureté
de la primaire (pastelle, délavée, etc.). Les espacespiasts reprennent ces descriptions en séparant
I'information de couleur en teinte, saturation et intefgdu encore clarté).

2.3.3.1 Le modeéle de Munsell

Ce modele colorimétrique, qui a été redéfini par la sociétéraaine d’optique (Optical Society
of America) en 1943, a été introduit initialement par Muhsel 1898. Ce modeéle ressemble aux sys-
témes perceptuels utilisés de nos jours mais il possédedgsosantes beaucoup plus faiblement échan-
tillonnées. La teinte (hue) est divisée en dix valeurs guiespondent aux teintes suivantes : rouge R,
jaune-rouge YR, jaune Y, jaune-vert GY, vert G, bleu-vert, ®&&u B, bleu-pourpre PB, pourpre P et
rouge-pourpre RP. Les abréviations précédentes sont demmméanglais telles qu’elles ont été définies
par Munsell (cf. figure 2.13a). La figure 2.13b montre qu’uciser peut étre subdivisé en sous-sections
pour une meilleure précision. Dans ce cas, un numéro précéeldabel donné a la section (3YR par
exemple).

(a) (b

Fic. 2.13 — Modele colorimétrique de Munsell représentant tegetirs en teinte, saturation et clarté.
(a) représentation sous forme solide ; (b) représentationlaire.

2.3.3.2 Le systeme de coordonnées triangulaird$ST ou T'ST

Ce modeéle est utilisé communément en traitement d'imagelewo Sa modélisation est issue de
la déformation du cube des couleu®ssB. A partir du cubeRG B, on obtient I'axe achromatique des
intensitésl en suivant I'axe qui relie le noir au blanc. Ensuite on olitreries composantes chromatiques
par une position sur un palier circulaire ou la saturaSaeprésente le rayon et la teirifeou H (hue en
anglais) représente I'angle.

Les formules exprimant la transformation de I'esp&@B a I'espaceH ST sont données par :

Hzarccos( 0.5% (R—G) + (R—B) >

VR=G)?2+ (R-B)(G-B)

g1 3 x min(R, G, B) (2.8)
- R+G+B

;_RtG+B

=22
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2.3.3.3 Le systeme de cone hexagondISV et HSL

Le systemdd SV, défini par Travis, est équivalent au system#81, il différe dans sa représentation
qui est donnée sous la forme d’un céne hexagonal. Deux nogélevent étre distingués : le modéle de
cbne hexagonal simple et le modéle hexagonal double (cfefigil4). lls représentent la couleur sous
forme d'un triplet : teinte H (Hue), Saturation S et clartéValQe).

(a)

FIG. 2.14 — Le modéle hexagonal de Travis : (a) cone hexagonalsifSV ; (b) cbne hexagonal
double HSL.

2.3.4 Les espaces perceptuellement uniformes

Les espace que nous avons vu précédemment ne répondenikmbesuaLcritéres qui permettent de
définir des espaces perceptuellement uniformes :
— la distancei(c;, c2) entre les deux couleurs etc, est correcte, si et seulement si, la valeur issue
de cette distance se rapproche de la différence percueopéhlimain ;
— la distancei(c;, c1) = n *d(c;, c2) est correcte, si et seulement si, I'ceil humain percoit ldezou
¢, n-fois plus éloignée de la couleurque la couleur:.
Ici, la distance employée est la distance euclidienne. E16,1& CIE a proposé deux espaces uni-
formes qui sont depuis reconnus et utilisés par la commararhme standards. Ces deux espaces sont
le CIELab (ou L*a*b*) etleCIE Luv (ou L*u*v*).

2.3.4.1 Espac€'IELab

Cet espace s’obtient par des relations non linéaires & parystémeXY Z. Le blanc de référence
utilisé est caractérisé par les trois composantes trichtiogoes( Xy, Yo, Zy) prises dans I'espac¥Y Z.
Les trois composantes se comportent difféeremment. La ceamel* représente la clarté et les compo-
santes* etb* représentent respectivement I'opposition de couleurreerge et I'opposition de couleur
bleu-jaune.

On obtient la premiere composarité avec :

1
3
116 * <K> 168 > 0.008856
Yo Yo (2.9)

003.3 * — i — < 0.008856
Ok — 5 .
Yo Yo~

L=
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On obtient ensuite les composantes chromatiques par :

. X\ (Y
S {f <X0> f(YOH (2.10)
v =05 (5) -1 (%)

23 siz > 0.008856

7.787x + 116 siz < 0.008856

avec :

2.3.4.2 Espac&'lELuv

La composantd.* représente encore la clarté qui est la méme que dans I'eggacg* (cf. équa-
tion 2.9) ainsi que des composantéset v* qui représentent respectivement I'opposition de couleurs
vert-rouge et I'opposition de couleur bleu-jaune. Ces amsaptes chromatiques sont données par les
éguations suivantes :

u* =13L* (v — )
. . , (2.12)
v* =13L"(v' — vy)
ou les quantités/, v, uy, v(, sont calculées comme suit :
o 4X
X +15Y +3Z7
o 9y
X +15Y +3Z2
2.13
L (2.13)
07 X, + 15Y; + 32,
vh = Vo
07 Xy + 15Y, + 32

2.3.5 Les espaces couleur indépendants

Ces espaces reposent sur une décomposition des composautes de maniére a obtenir trois
composantes couleur décorrélées.

2.3.5.1 LespaceX;X>X3

Cet espace est obtenu a partir d'une analyse en composainteipaies (ACP). Cette méthode ap-
pliguée aux composantes de I'espdt@B permet de décorréler les informations sur trois composante
X1, X et X5 qui pourront donc étre traitées indépendamment. La premaeur est celle qui posséde
la plus grande quantité d’'information et elle correspond alarté. Les deux autres composantes, né-
cessaires a la descrition compléte de la couleur, appatéefinformation supplémentaire mais avec un
apport décroissant. On remarque cependant que cette désitimp de I'information couleur utilisant
I'analyse en composante principale sera dépendante deelraqge, en effet les couleurs deux images
différentes se décomposeront suivant des axes différeatsIaCP.

2.3.5.2 Lespace d’Otha ou I'espacé; 53

Cet espace a été introduit par Otha [51] dans les annéese3.Ili aussi basé sur la transformation
de Karhunen-Loeve (un autre nom pour la décomposition emposantes principales) afin de déterminer
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les trois axes de plus grande variance de I'ensemble deswsullci; correspond a la composante
d’intensité etl; et I3 représentent respectivement les oppositions bleu-raugagenta-vert. On obtient
les composantes de cet espace par une transformatiorrdiriépartir de I'espac&G B définie par les
formules suivantes :

R+G+ B
=ttets
3
I :R;J (2.14)
2G—R—B
h="——

Maintenant que nous avons présenté différents espacesucadnnus et utilisés par la commu-
nauté, nous allons étudier numériquement I'un d’entre albnqus servira par la suite dans une étude
fréquentielle numérique utilisant les nombres complexes.

2.3.6 Etude numérique de 'espac& UV

En traitement d'image, I'affichage, le stockage des imagedanc souvent codé dans I'espdté B,
chaque composante étant stockéesshits variant ainsi entr@ et 255. Nous avons une compréhension
globale physique de cet espace, car elle correspond a latsensolorée qui arrive sur notre rétine et
qui est recue par les trois familles de corgsV/ et S respectivement sensibles aux longueurs d’'onde
proches du rouge, du vert et du bleu. Ce codage se compresdirgugtivement, ainsi, par exemple,
sion fixe R = 0 et B = 0 on comprend gu’en faisant varier la derniere composante erdt 255, la
couleur variera du vert sombre au vert clair. Ceci n'est paspour des espaces plus évolués comme
Y UV. Nous avons donc voulu faire apparaitre les liens entredgations numeériques des coefficients
et les variations physiques ou d’aspect (couleur). Pow, eglus fixons une ou plusieurs composantes
et nous étudions comment réagit la couleur (celle que I'at) Yace a une variation numérique de la
derniére composante.

Prenons 'espacE UV, cet espace est défini sur un domaine de définition qui eéteift de celui de
'espaceRV B. Ce que nous cherchons a comprendre c’est comment se dégeEspoints numériques
aux couleurs extrémes des espaces qui leur sont associéffeErau cours du changement d’espace,
la manipulation numérique va déplacer géométriquemenpdiggs de I'espace couleur d’origine pour
gu’ils puissent étre définis dans I'espace couleur d’agin effectuant un changement d'espace a partir
de RV B dont chacune des composantes est codée sur huit bits, nemeob les bornes suivantes pour
l'espaceYUV :

Yinin ~ =11 Yipaz ~ 483
Unin ~ —446  Upae ~ 193 (2.15)
Vinin ~ —100  Vias ~ 160

Comme la définition de I'espadéUV nous indique que la composariteest une information d'in-
tensité uniquement (ainsi que les autres espaces contegis@mtcomposante), nous avons écarftét
nous avons caractérisé de maniere numérigue la chroréadia les composantéset V.

La figure 2.15 représente le cube de coul®d#B en fonction des valeurs dé, deU et deV'. En
analysant cette figure, on remarque qu'il existe des valders et V' dans leur intervalle de défini-
tion pour lesquelles les couleuf8= B correspondantes ne sont pas définies (par exemglé, l€) =
(—400,—80) et ceux quelquesolt’. Il existe donc des valeurs déet deV telles quely € [—447;194]
etV € [-101;161] ou la transposition eRG B ne sera pas « cohérente

La figure 2.15 nous indique que si I'on fait varier par exeniplentre0 et 100 avec unV fixé a30
etY quelconque (puisque gu’il ne contient pas d’'informatiorcdeminance), nous devons obtenir une
variation de couleur dont la teinte sera bleue. Nos expértatiens nous ont montré que les couleurs

Sune couleur sera dire « cohérente » lorsque la conversion depsésentation deU'V vers RGB sera un triplet inclus
dans[0; 2553
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RED (-155,143)

YELLOW
(-446,49)
BLUE
{193,11)

GREEN (-292,-100)

()

FIG. 2.15 — (a) et (b) Les couleurs du cuB& B en fonction deY’, U etV ; (c) projection sur un plan
uv

obtenues ne sont pas forcément celles attendues. La fidiGéll@stre des variations couleur obtenues
en fixant une valeur polr et en faisant varier la composarifgles variations dé/ sont faites en suivant
la direction verticales des images). On remarque que cégivas de couleur different en fonction de
la composant&”. De plus, il apparait des sauts de couleurs dans deux destiesagui sont liés au fait
que la correspondance entre I'espatgV et 'espace numériqgu&G B n'est pas maintenue au cours
des variations d& sur ces deux exemples.

Afin de montrer que la composanié correspondant a la clarté joue un réle dans la perception
colorée, nous avons donc réétudié I'espadel/, en effectuant des variations de couleur en modifiant
uniguement les composantes de chromaticité, la compo¥argstant fixe.

En réitérant cette méthode pour différefitchoisis entre les bornes de son ensemble de définition,
c'est a dire entre-11 et 483, on obtient la correspondance entre les couldEsB et les composantes
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Y=-10

Y=150 Y=450

FIG. 2.16 — Dans toutes les imagettes de cette figure on a la méragaradelU entre0 et 100 etV fixé
a 30, cependant les variations couleur sont différentes ertifomd'Y".

U etV pour chague¥” donné. Les figures 2.17 a 2.18 illustrent cette corresparedamec différentes
valeurs deY'.

On remarque finalement que suivanttoutes les couleurs de I'espace numéridi(&B ne sont pas
définies sur le plai/ V. Les figures 2.17 a 2.18 illustrent donc que les couleurs rigoes deRG B
dépendent de la composarite En effet les bleus sont définis plutot sur= [0; 150], les rouges sur
Y = [100; 200], les verts sut” = [200 ; 350] et enfin les jaunes sif = [350 ; 460].

L'analyse numérique de I'espa¢&/V nous a permis de confirmer que la composantgui est une
combinaison linéaire des composanigd, et queB n’est donc bien pas uniquement de I'information
d’intensité mais elle contribue également a la formatioa ket perception colorée. Ceci montre que la
définition théorique n’est pas vérifiée en pratique.

2.4 Analyse spatio-chromatique d’'images couleur

Les variations de couleur dans I'espac€&V étant acquises, nous allons pouvoir nous en servir dans
cette section pour traiter I'analyse spatio-chromatiglmmabes couleur. En effet, ici sera décrit com-
ment des variations géométriques de couleur peuvent &getéés dans le plan fréquentiel couléur.

Pour cela, nous effectuons 'analyse fréquentielle nugoérid’'un espace couleur proposé initialement
par McCabe et al. [48] pour décrire les contrastes de caubaurs cette analyse, le formalisme des com-
plexes est utilisé pour définir un espace fréquentiel couléanalyse de I'information fréquentielle sera
faite en utilisant une notion de chemin couleur. On pourrsuga utiliser I'information de I'espace de
Fourier couleur pour décrire les images couleur.
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4

\Y

Y variable Y=-10

Y=100 Y=150

Fic. 2.17 — Les couleurs en fonction deet V' avec différents”.

2.4.1 Latransformation de Fourier spatio-chromatique

L'utilisation de la transformée de Fourier dans I'analySendge n’est pas nouvelle comme nous
I'avons vu dans la partie sur les transformées de Fourier Be images couleur, la transformation doit
étre appliquée sur une image composée d’'un ensemble de pixaleurs vectorielles. Il est proposé de
se placer dans un espace couleur qui idéalement sera imtpate I'intensité afin de pouvoir effectuer
des opérations uniguement sur les composantes chrommtguémage. Une représentation en nombres
complexes est utilisée : la partie réelle étant allouée mprésenter I'une des composantes chromatiques
pour chague pixel, la composante imaginaire représeritaritd.
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Y=200 Y=250

Y=300 Y=350

Y=400 Y= 440

FiG. 2.18 — Les couleurs en fonction @eet V' avec différenty” (suite).

Théoriquement I'espace couledtU V' peut représenter un tel espace et c’est pour cela qu'il a été
choisi pour les expérimentations de McCabe et Caelli [48]clEague pixel de I'image, nous définissons
un nombre complexe codant I'information couleur suivant :

u[m,n] + iv[m, n] (2.16)

Le couple(m,n) correspond aux coordonnées spatiales de I'image d/ouin| etv[m,n| sont les
deux composantes chromatiques de I'image au point de cooéas(m,n) (avec le pixel de coordon-
nées(0,0) dans le coin haut gauche de I'image).
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La transformation de Fourier chromatique est définie paictenposantes et +® des pixels d’'une
image obtenue a partir d’'une conversion de I'esp@€&3 versY UV. Nous obtenons pour chaque pixel
ses composantes fréquentielles complexes chromatiduetd” avec la définition de la transformée de
Fourier suivante :

N-1

1
N

m=0n

2

—2iw(mo+np)

Ulo,p] +iV]o,p] = ulm,n] +w[m,nl)e” N (2.17)

O

On suppose ici que I'image est de tail\e x N. Le couple(o, p) correspond aux coordonnées fre-
guentielles de la transformée de Fourier de I'image, cesdopmées sont mesurées en cycles par pixel.
Les valeurdJ etV au point de coordonnéés, p) déterminent l'intensité fréquentielle qui décrit com-
ment la couleur change spatialement dans I'image.

Puisque les données de départ sont complexes, notons auadale la transformée de Fourier, la
symétrie hermitienne disparait, c’est-a-dire que desufrages opposées, comme par exemfls, po]
etU[—op, —po] (resp.V]oo, po] €tV [—00, —po]), peuvent avoir des amplitudes completement différentes
(avecoy etpg entreQ et % et en supposant le centre du repére au centre de l'imagéig(afe 2.19).

L1, 1
Q ]

-P

IJ‘
L2.v2

L R

FIG. 2.19 — Représentation du plan complexe fréquentiel couleu

Nous proposons dans la suite de cette partie d’essayer aerdone signification a I'information
fréquentielle obtenue par cette transformée de Fouriemeatigue comme nous l'avions fait avec les
images en niveaux de gris.

2.4.1.1 Notion de chemin couleur

Une interprétation de I'espace fréquentiel obtenu a pddita transformée de Fourier complexe
contenant les composantes chromatiquesv est proposée par McCabe et all. [48] en utilisant la notion
de chemin couleur (cf. figure 2.20). Nous proposons toutat@l'illustrer cette notion de chemin a
partir de deux images élémentaires présentant une seelgr vadn nulle dans le domaine fréquentiel.

5Notation : on choisira dans cette partie de représenteptaposantes couleur spatiales d’un pixel en minuscule sanad
les majuscules seront utilisées pour le domaine fréquentie
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Image 1}U|o,p] + iV]o,p]| = k pour(o,p) = (0o, po)
= 0 sinon
Image 2 {U|o, p] + iV]o,p]| = k pour(o,p) = (—o0,—po)
0 sinon

aveck € R une constante.
La transformation de Fourier chromatique inverse de cetigiog s'exprime par :

N—-1N-

,_.

. oerpn)
TN

u[m, n] + iv[m,n] Ulo,p] +iV]o,p])e (2 (2.18)

2|H

0=0 p:O

Aprés TF inverse, le résultat de telles initialisationssdEndomaine des fréquences est une matrice
complexe décrivant les composantest v de I'image dans le domaine spatial. Cette matrice est ensuit
associée a une composante de clarté fixe pour donner une aoalger. Cette image couleur décrit une
variation spatiale de couleurs correspondant a l'ingatlion effectuée dans le domaine spectral (I'ini-
tialisation sera effectuée aux coordonnées de fréquencg,) déterminant le nombre d’oscillations du
signal dans le domaine spatial : plus ces parameyesp, seront élevés, plus il y aura d’oscillations).
Chaque variation de couleur balaye ce qui est appelé un «ghecirculaire a travers I'espace des cou-
leurs [48]. Ces chemins couleur sont définis par deux paraméiinitialisation qui sont les suivants :

— 0 qui est « I'angle couleur » de départ ;

— m qui est le rayon de balayage du chemin représentant I'amdplitle la variation de couleur.

Ces deux paramétres sont définis a partir des valeurs ddemes fréquentiels initiauk/[og, po],
U[—o00, —pol, V']oo, po] €tV [—00, —po] de la transformée de Fourier complexe par :

_ eo—1 ( V]oo.po)
9  —tan! (U[Oggg]) (2.19)
m = \/U[007p0]2 + V[007p0]2 (220)

L'initialisation de ces parameétres définit le sens de baayde la couleur. Le sens trigopnométrique
est caractérisé par une initialisation aux coordonriégs) et le sens anti-trigonométrique aux coor-
donnéeg—op, —po).

Nous proposons d'illustrer cette notion de chemin couleusféectuant une initialisation dans le do-
maine des fréquences. Nous souhaitons initialiser deangdleet V' aux points(og, po) et/ou(—og, —po)
du plan complexe spectral chromatique et ensuite par unsftnanée de Fourier inverse retrouver a quoi
correspondent ces initialisations dans I'image résuMNats devrions ainsi retrouver des variations de
couleur ayant des caractéristiques semblables aux chelmicsuleurs décrits par McCabe et all.

Supposons donc que I'on crée une matrice complexe de dioreisix N et que 'on initialise les
points (oo, po) et(—og, —po) & une certaine valeur.

On fera attention aux changements de repére : en effet i&uvoit des coordonnées opposées
comme(o, p) et(—o, —p), celles-ci sont exprimées dans un repere ou le centre dadémeprésente le
point de coordonnée®), 0) correspondant a sa moyenne. Cependant la définition doramé&éguation
(2.18) de l'inverse de la transformée de Fourier ne traailque sur des fréquences positives, il est
préférable d'utiliser la version de la TF dans lagquelle lesrdonnées sont centrées :

ufmn] il = 30 S Ulo,] + iVfo,p)elt ) (2.21)

__N _N
——7"1'1 p—?-'rl

A partir de cette définition, on peut développer le calcul :
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(Ulo, p] +iV[o, p])

N
>
+1p=8+1
X [cos <27Tw> + 7sin <2ﬂw>]
N
N
>

N

[U[o,p] Cos (277%) + iU[o, p| sin <2ﬂw>:|

=—L+1p=0+1
+ [z’V[o,p] cos <2ﬂw> — Vo, p] sin <27TW>:|
> >
1
=N Z Z [U[o,p] Ccos (277%) — Vo, p] sin <2WW>:|
o=—8+1p=0+1

iU]o, p] sin 277%) + Vo, p] cos <2Ww>:|

_l’_

dou:

ofm, ] :% _zg: XN: {U[o, plsin (%W) + Vo, p] cos (%Wﬂ (2.23)

La partie réelle (resp. imaginaire) obtenue apres tramsferde Fourier inverse est donc composée
d’un cosinus (resp. sinus) associé a I'axet d’'un sinus (resp. cosinus) associ& a

Il est maintenant possible de décrire les différents casadation de couleur obtenus a partir d'ini-
tialisations dans le domaine fréquentiel.

Chemins couleur de méme base fréquentielle Dans ce paragraphe, la notion de chemins couleur est
illustrée par la juxtaposition des schémas qui leur sonicéss et leur résultat en terme de variation
couleur dans le domaine spatial. Tous les exemples serangd@vec le méme couple de coordonnées
fréquentielle(og, po) et son équivalent dans les fréquences négatives, —pg). De plus, on notera par
un quadruplet toute combinaison dé (6o, po], V' [0o, po], U[—00, —po], V[—00, —po]) pour simplifier
I'écriture.

Un premier exemple est donné avec la figure 2.20. La premignme lllustre dans des plans com-
plexes les chemins couleur en fonction de leurs paramétetsn définis a I'équation (2.20¥ repré-
sente 'angle initial dans I'espace chromatiqui® du chemin couleur alors que est son amplitude.

Ici sont représentés deux chemins couleuet co, qui additionnés ensembles, permettent d’obtenir un
troisieme chemirrs. On remarque que les deux cheminset ¢, ont le méme anglé = 0 et la méme
amplitudem = k. La particularité du troisi€me chemin est qu'il corresp@mdterme spatial a une va-
riation de couleur qui suit I'axe des réels, ce troisieme chemin possede lui aussi les mérgks at
amplitudes. La seconde ligne illustre les résultats olsteaprés une transformée inverse. Ces images
sont donc concrétement l'illustration spatiale des chemauleur.
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chemineg; chemines chemines

\V vV le

A
b

b

VE

Sens anti-trigonométrique Sens trigonométrique Sommeeies chemins

initialisation avedk, 0, 0, 0) initialisation aved0, 0, k,0) initialisation avedk, 0, k, 0)

FiG. 2.20 — Le chemin couleut; est obtenu a partir de la somme des chemins coulget c,, il est
décrit uniguement sur I'axe des réels.

Pour obtenir de telles variations de couleur, on initialessecomposantes fréquentielles comme suit
avec les quadruplets, 0,0, 0) pour les coordonnées positives (chemihet (0,0, k£, 0) pour coordon-
nées négatives (chemin), on obtient donc le chemisy en utilisant le quadruplét;, 0, k, 0) aveck € R
pour l'initialisation fréquentielle. En utilisant la défilon des paramétres de I'équation (2.20), on obtient
6 = 0 etm = k pour les deux cheming etcs.

Avec les résultats précédents, en se rappellant\ues R cos(—z) = cos(z) etsin(—z) =
— sin(x), on obtient en passant par une transformée de Fourier évers

1
u[m, n] + iv[m,n] = N [k cos (2%%) - O]

1

i [k‘sin (2w00m+p°”) +0]
N
1

+ N [k‘cos (2 0p+m0n) +0

1 om 00 + pon
—1— |ksin | 27 +0
_ 2k cos (2%%)
N

Ce résultat est décrit par un signal cosinusoidallsear il ne comporte pas de partie imaginaire
et suit donc uniqguement I'axe. Ce résultat calculatoire est en adéquation avec la nogochémins
couleur proposée par McCabe qui concluait qu'avec unealisisition dans le domaine complexe des
valeursU|og, po] et U[—o0p, —po] & une valeurk € R et en gardant les valeuf$ nulles, on obtenait,
aprés transformée de Fourier inverse, une variation deegpsuivant I'axe des réels dans le domaine
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spatial, ce qui correspond a une variation entre le bleujatitee. On peut aussi interpréter I'information
spectrale associée a ce chemin couleur. En effet, commgral sibtenu est de type cosinusoidal, on
peut dire que le chemin couleus correspond a des variations spatiales paires sur tag@trement dit
les oppositions de couleur entre le bleu et le jaune.

De la méme fagon, une variation de couleur qui suit I'axe degginaires est possible en initialisant
le spectre par le quadrupléd, &, 0, k) qui est la somme des deux cheminset c; d'anglef = 7 et
d’amplitudem = k caractérisés par les quadruplétsk, 0,0) et (0,0,0, k) illustrés a la figure 2.21.
Chacun d’entres eux apportant un signal de type cosinusugtaé final décrivant le chemin coulecy
vaut :

2k cos (2 Qe tpon
u[m, n] + iv[m,n] = ( N N )z (2.24)
Cette fois ci, le chemin couleur est associé aux variatigradiales sur I'axev autrement dit les

oppositions de couleur entre le rouge et le vert.

cheminey chemincs chemincg
AV le ka
0=m2 6=m/2
m=k \ /’ A
u u u
Sens anti-trigonométrique Sens trigonométrique Sommeeies chemins

initialisation aved0, k, 0, 0) initialisation aveq0, 0, 0, k) initialisation aveq0, k, 0, k)

FIG. 2.21 — Le chemin couleur; est obtenu a partir de la somme des chemins coulget cs, il est
décrit uniguement sur I'axe des imaginaires.

De méme que les quadrupléis 0, 0,0) et(0, 0, k,0) (resp.(0, &, 0,0) et (0,0, 0, k)) s’ajoutent pour

former le quadruplet €t, 0, k,0) (resp.(0, k, 0, k)), on peut effectuer d’autres combinaisons :

— somme des quadruplets, 0, 0,0) et (0, k,0,0) : on obtient un chemin couleur correspondant au
quadruplet(k, k,0,0) dont l'angle vautt = Z et 'amplitude vautm = k*. C'est le chemin;
illustré a gauche dans la figure 2.22.

— somme des quadruplefs, 0, £, 0) et (0, 0,0, k) : on obtient un chemin couleur correspondant au
quadruplet(0, 0, k, k) dont I'angle et 'amplitude sont les mémes que I'exemple@dént. C'est
le chemincg correspondant au schéma du milieu de la figure 2.22.

— le chemincy & droite de la figure 2.22 correspond quand a lui a la sommeealespiécédents et
on peut donc lui associer le quadruplgt &, k, k).
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chemine; chemincg chemincg
"N A’ AV
o md 0= m/4
m-k Ry / m=k U u
Sens anti-trigonométrique Sens trigonométrique Sommeeies chemins
initialisation avedk, k, 0, 0) initialisation aved0, 0, k, k) initialisation avedk, k, k, k)

FIG. 2.22 — Le chemin couleusy est obtenu a partir de la somme des chemins couleetcs.

On remarque que méme si la variation de couleur obtenue heasii’axe des réels ou celui des
imaginaires, les changements de couleurs percus se refroautre le magenta et le vert, ce qui est
complémentaire aux deux autres variations de couleurgésigrécédemment.

Chemins couleur moins réguliers. Il est également possible de faire des combinaisons liesraies
chemins couleur de base que nous venons de citer, commteéiluga figure 2.23. Par exemple, si on
souhaite additionner les deux chemins représentés paubaruplets(0,0, k1,0) et (0, k2,0,0). Le
premier,cio, @ gauche dans le sens trigopnométrique, possede un@nylt et une amplituden; = k;.
Le secondc;i, au milieu possede un angle et une amplitude differentgcar 5 etms = ko. Le
résultat de cette somme est le chemin elliptigugillustré a droite. La forme de I'ellipse est définie par
les amplitudesn, etm, et I'orientation de la couleur par les angtgset6,. Le chemine, est différent
dec;p méme si cela n'est pas perceptuellement trés visible suydafi

On peut aussi décrire le chemin couleyy par le calcul, il sera caractérisé par I'équation suivante :

(k1 + ko) cos (2m PO 4 (ko — ky ) sin (27 2RO
N

Ici 'information entre la partie sinus et la partie cosirass mélangée, en effet la variation de couleur
correspondant au chemin couleur ne sera pas facile a ig@en@#tte variation sera le résultat d'une pon-
dération de chemins couleur élémentaires en fonction deplitude qui leur est attachée. La variation
de couleur obtenue ajoutera les participations de chacweslehemins élémentaires couleur pondérés
avec la synthese additive.

Nous avons vu gu'’il est possible de décrire I'informatiorecpale obtenue par la transformée de
Fourier définie dans équation (2.18) au moyen de la notiorhdenm couleur. Plusieurs chemins élé-
mentaires sont définis en utilisant les différents quaetspdiinitialisation du spectre couleur par des
constantes. Chaque chemin couleur correspond a un pamitiadisation des composantéset 1 dans
le spectre. Il apparait donc possible d'analyser des imeg@sur au moyen de I'information spectrale

u[m, n] + iv[m,n] =
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chemine;g cheminey; cheminc;o
A A N
92 =m/2

(B0 Ak\ u !
T

Sens trigonométrique Sommeeles chemins

Sens anti-trigopnométrique

initialisation aved0, 0, k,0) initialisation aved0, 0,0, k2) initialisation aved0, 0, k1, k2)

FiG. 2.23 — Le chemin couleur;, est obtenu a partir de la somme des chemins coulguet ¢1;. Ici
méme si les couples de coordonnées, pg) et (—op, —po) restent inchangés, les deux cheming et
c11 ont des amplitudesi; etms) et des phased{ et6,) différentes.

obtenue a partir de cette lecture de transformée de FoGependant les variations passent par de nom-
breuses couleurs en parcourant chaque chemin, il peutpdoastre difficile d’isoler une couleur plutot
gu’'une autre avec I'analyse obtenue. Pour réussir, il fauicomposer le spectre afin d’obtenir tous
les chemins couleurs élémentaires utilisés pour obtdierda telle variation. Les cheminsg et ¢cg per-
mettent par contre de mettre en évidence les opposition®uewr entre bleu - jaune et rouge - vert
respectivement. Nous sommes plus habitués a analyser desisbavec ce type d'opposition car d’'une
part le systéme visuel humain est plus sensible aux notier®traste qu'aux couleurs elles-mémes et
d’autre part, ce codage antagoniste est celui réalisé pdrarismission des informations de la rétine au
cortex visuel, via le nerf optique. L'analyse couleur eftigant cette transformée de Fourier sera donc
basée sur des oppositions de couleurs caractéristiqueheeasns élémentaires adaptés au systéme vi-
suel humain car basé sur les contrastes de couleur (ompa3itiCependant cette représentation reste
difficile a utiliser dans la pratique.

2.4.1.2 \Variation spatiale

L'initialisation d’'une ou plusieurs constantes dans le dora spectral agit également sur la fréquence
du signal 2D obtenue aprés transformée de Fourier invefss.|® point initialisé dans le spectre se
trouvera éloigné du point central correspondant a la frécgi@ulle, plus le signal 2D obtenu contiendra
de périodes complétes décrites dans la méme image.

Ainsi, par exemple, lorsque que I'on souhaite obtenir umalidiorizontal contenant une période
complete, il suffit d'initialiser le point de coordonnéegduentielleg1,0). Pour avoir deux périodes,
ce sera le point de coordonné@s0) (un autre point d'initialisation est possiblé—2,0) la différence
n'étant que dans le chemin couleur parcouru et non sur le reei périodes du signal obtenu). La
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figure 2.24 illustre différents signaux obtenus en changeaiguement les coordonnées d'initialisation
fréquentielle pour faire varier la période du signal 2D abteprés transformée de Fourier inverse.

(a) (b)

(© (d)
FiG. 2.24 — Variation du nombre d’'oscillations horizontales dgnaux 2D de couleur ; initialisations
aux points de coordonnées (d) 0), (b) (2,0), (c) (—2,0), (d) (4,0).

Il est également possible d'influer sur I'orientation dusib2D obtenu aprés transformée de Fourier
inverse. En effet, comme le domaine fréquentiel permet gedsenter les différentes fréquences de
signaux 2D (en sinus et cosinus) qui apparaissent dansgéirs on modifie les coordonnées de la ou
les constantes d'initialisation, on modifie I'axe porteurgignal 2D résultant dans le domaine spatial.
La figure 2.25 illustre ainsi différents signaux 2D obtenasrdifiant leur axe porteur dans le domaine
spectral.

Les parties fréquentielles ont été initialisées aux paietsoordonnées suivants :

- (@)(4,4) et(—4,—4)
— (b)(—4,4) et(4,—4)
- (c)(—2,3) et(2,-3)
— (d)(0,4) et(0,—4)
- (e)(2,0) et(—2,0)

On peut donc repérer des variations géométriques sur dgeitauleur en analysant leur spectre.
En utilisant l'information fréquentielle associée au cliemouleur qui met en opposition le bleu et le
jaune par exemple, on pourrait repérer les structuresadpatile 'image associée a ce type de chemin,
autrement dit, les contours qui séparent une zone bleue dutie zone jaune au niveau du contour.

Toutefois, nous avons vu que les seules informations dexéhemce de I'espacEUV ne suffisent
pas a décrire convenablement les couleurs. Cependarittalésle méme possible de mettre les couleurs
en relation notamment par I'intermédiaire de chemins agutpii les opposent ou les juxtaposent. Il
existe une multitude de chemins couleur et il y en aura foet#mn qui contiendra les deux couleurs.
Ces deux couleurs seront alors soit en opposition dans ieints®it proches I'une de 'autre. Nous avons
voulu illustrer quel type d’information nous pouvons ekgale la transformée de Fourier chromatique.
Pour cela nous proposons de visualiser le module du spEdtr@btenu a partir d'images naturelles
ainsi que d’'appliquer a des images couleur un filtrage frétigiebasé sur cette transformée de Fourier
chromatique.
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FIG. 2.25 — Variations géométriques des signaux 2D

2.4.2 Le module du spectre fréquentieUV sur des images couleur

Pour obtenir une vue de ce module nous avons tout d’abordedbifes images dans I'espace cou-
leur YUV & partir de I'espacRG B dans lequel elles étaient encodées équation (2.7). Ensoite
avons extrait les partieS et V' que nous avons encodées dans une matrice de complexes.\oss a
effectué la transformée de Fourier et calculé le logaritlmeon module. Linformation est enregistrée
dans une image en niveaux de gris (cf. figure 2.26). Les gmeotritenus semblent équivalents a ceux
qui illustrent les spectres classiques d’'images en niveawuyris. En effet I'information du module cor-
respond a la notion d’énergie du signal dans le domaine rgheCette information serait sensiblement
équivalente pour une image en niveaux de gris étant donredl@permet par exemple de représenter
les composantes fréquentielles qui composent les objdlisndge. Nous pouvons donc en conclure que
méme si I'information/ V' n’est pas suffisante pour décrire la couleur, I'énergie doaiobtenue par la
transformée de Fourier complexe chromatique correspomiiéabtenue par une analyse fréquentielle
classique. En effet pour I'image comportant des blocs déecoyar exemple, la notion de texture ap-
parait par des motifs géométriques dans le spectre luiggorelant. L'énergie n’est pas une notion qui
dépend uniquement des composantes chromatiques maisdtotraée de Fourier chromatique utilisée
ici la conserve correctement.

2.5 Filtrage fréquentiel UV

Une application a I'étude de cet espace fréquentiel numémguleur défini a partir des composantes
U etV de l'espace¥ UV aprés transformée de Fourier est la définition de filtresulsétiels. En effet,
il est possible de définir de tels filtres qui une fois applgisér des images couleur devraient permettre
de mettre en évidence certaines fréquences dans des imaggas particuliérement certaines ruptures
couleur. Le principe de tels filtres a été expliqué a la seci@.2.6. Pour créer un filtre passe-haut sur
une image par exemple, on retire les informations de bagggdnces contenues dans son spectre. Pour
cela nous avons choisi simplement de définir un seuil de éécgs au-dela duquel les informations
fréquentielles seraient conversées. Dans la figure 2.2%ldiitre qui conserve 20% de I'information
haute fréquence est illustré avec deux images. Pour unéeureillisibilité a 'impression, les résultats
aprés filtrage ont été réhaussés. On remarque cependantéque stil apparait des artefacts (cf. figure
2.27b) liés au fait que la fenétre de sélection spectralgt g¢'une simple fonction porte, I'information
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FIG. 2.26 — Images couleur (premiere ligne) et le module du spdotquentielU'V obtenue par la
transformée de Fourier couleur (deuxiéme ligne)

haute fréquence est mise en évidence par ce type de filtrageffdf, on peut reconnaitre aisément les
contours des objets de I'image. De plus, on remarquera gueoletours obtenus par cette méthode de
filtrage passe-haut, conservent les couleurs des objaeigid@ Ce constat permet de valider le fait qu’il
n'est pas incohérent d’appliquer ce type de transforméeodedt sur des images couleur. On remarque
cependant que le résultat du filtrage fait apparaitre lesooom du cercle rouge avec I'opposition de
couleur rouge/vert tout comme les contours du quadrilaa@paraissent avec I'opposition bleu/jaune
(cf. figure 2.27¢). Méme si les couleurs sont exprimées @ammpnt suivant/ etV et que la composante
Y est manquante pour pouvoir caractériser complétemenbldsurs, le résultat reste cohérent car il
illustre le principe des chemins couleur qui mettent en sjgjom les couleurs antagonistes.

2.6 Conclusion

Au cours de ce premier chapitre, nous avons étudié commenaitement des images couleurs était
possible en utilisant le formalisme des complexes. Poar melis avons d’abord effectué un rappel sur
'analyse fréquentielle obtenue par la transformée deiBopour des signaux bidimensionels tels que
des images en niveaux de gris. Nous avons ensuite effeceuétude numérique de I'espakd/ V' afin
de montrer comment les informations chromatiques contedaas les composantéset IV se com-
portaient numériqguement lors du changement d’espace woalpartir des composantésl’ B. Nous
avons montré que l'information chromatique décrite parcemposante$/ et V' est dépendante de la
composante de clarf® dans cet espace. Cependant nous avons tout de méme pu olgseivgétait
pas incohérent de définir une transformée de Fourier chiguaatitilisant les deux composantéset V/
pour décrire les variations fréquentielles de couleurrBdarpréter I'information spectrale chromatique,
nous avons utilisé la notion de chemin couleur. Ces chenainkeor définis dans le domaine de Fourier
permettent de décrire des variations de couleur dans leiderspatial. En effet, a chaque chemin couleur
initialisé par un couple de fréquences correspond uneti@ride couleur dans le domaine spatial. Il est
possible de décrire plusieurs types de variations de coalemoyen de différents chemins élémentaires.
Pour montrer que cette transformée de Fourier pouvait élie avec les images, nous I'avons utilisée
dans un schéma de filtrage fréquentiel permettant d’'obtlrsimages filtrées cohérentes. Nous confir-
mons cependant que I'information couleur qui comportdrisdquement trois dimensions ne peut étre
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(b)

FiG. 2.27 — Filtrage Passe-Haut sur le spectre UV : image diwgi@a) ; image filtrée et rehaussée (b);
zoom sur l'image filtrée (c)

réduite aux deux seules composantes offertes par I'tiidisaes complexes car la chrominance n’est pas
suffisante pour décrire complétement une couleur. Dansdgitth suivant, nous montrons comment, en
rajoutant par le formalisme des quaternions de la place |idour coder I'information couleur dans sa

globalité, il est possible d’'obtenir des résultats plus plats pour traiter et analyser les images couleur.



CHAPITRE 3

M ODELISATION DES COULEURS PAR LES
QUATERNIONS

Nous avons vu dans le premier chapitre de ce document qaitl gssible d'utiliser les nombres
complexes afin d’effectuer des traitements sur des imagagmgues couleur. En effet, nous avons décrit
comment les nombres complexes pourraient analyser laemdmomatique des couleurs. Cependant les
nombres complexes ne peuvent pas prendre en compte la rairensionnelle des couleurs. Dans
ce chapitre, les quaternions, qui sont une extension debmresmomplexes et qui posseédent une capacité
de stockage de quatre composantes, vont étre utilisés poader des couleurs. Aprés une introduction
présentant les quaternions ainsi que les différentes mesniie les représenter, nous étudierons comment
ils peuvent étre utilisés pour effectuer des traitementdasiimages couleur numériques dans le domaine
spatial. Ensuite nous présenterons différentes trangfesrde Fourier définies dans la littérature et nous
nous intéresserons a l'utilisation de deux d’entres eltearmalyse d’'image. Enfin nous évaluerons la
possibilité d'utiliser les quaternions pour effectuer wamalyse fréquentielle des images numériques
couleur.

3.1 Définition des quaternions et propriétés

3.1.1 Historique

Les quaternions ont été inventés par Sir William Rowan Hamién 1843. Il raconte lui-méme gu'il
a eu l'inspiration le 16 octobre 1843 alors qu'il se promeleaiong du Royal Canal a Dublin. Tout excité
par cette découverte, en traversant le Brougham Bridgeyrditinscrit sur une des pierres du pont la
formule de multiplication? = j2 = k% = ijk = —1.

3.1.2 Définition

L'ensemble des quaternions est défini ayee a + bi + ¢j + dk ou ;
— a, b, c etd sont des nombres réels;
— 1, j etk sont des nombres imaginaires, qui vérifient :

e (3.1)
jk=—-kj=1
ki = —ik =
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La multiplication de deux quaternions est définie par asswiE a partir des formules précédentes.
Ceci munit I'ensemble des quaternions, néiiéd’'une structure de corps (cf. sous-section 3.1.4 pour la
définition de l'inverse) non commutatif (par exemplg¢,= —ji). Cette absence de commutativité fait
apparaitre certaines propriétés « singuliéres ». Airdjuationz? + 1 = 0 admet plus de deux racines
dansH : i, —i, j, —j, k, —k sont par exemple six racines mais il en existe en fait uneitéfin

3.1.3 Notations

Soit un quaternion guelcongyeon pourra également le voir décrit sous la notation suivant

q=qr+qi+q;j+ ak (3.2)

Avec g, la partie réelle dg etg;, ¢; etg;, ses parties imaginaires.

3.1.4 \Vocabulaire

Soitqg = a + ib + jc + kd un quaternion quelconque :

— ¢ =a—1b— jc— kd est appeldée conjugédeq;

— sig estnon nul, alorg~! = % estl'inversedeq;

— R(q) = a est lapartie réelledeq. SiR(q) = ¢, alorsq est ditréel;

S(gq) = ib + jc + kd est lapartie imaginairede g. Si3(q) = ¢, alorsq est ditpur;

le moduleou la normedu quaterniony est défini comme suitv/a? + b2 + ¢2 + d? = \/qq et est
noté|ql;

- P={q€H|qg=S(q)} estI'ensemble deguaternions purs

— S={q € H||g| = 1} est'ensemble deguaternions unitairesDe plus,S forme un groupe.

3.1.5 Représentation cartésienne

Le quaterniony € H est représenté sousfeame cartésienndans I'equation suivante (avech, ¢, d €
R):

g=a+ib+jc+ kd (3.3)

3.1.6 Représentation vectorielle
On considére avec cette représentation qu’un quaternést composé d’une partgealaireS(q) =
R(q) et d’'une partievectorielleV(q) = 3(q).
q=35(q)+V(q) (3.4)

Il est possible de représenter a partir de cette notationeleteurs déR3 avec des quaternions purs.
Dans le repere orthonorm@D, €7, €3, €3) le vecteurn = xéj + yé; + zé3 de coordonnéete, y, z) sera
donc représenté par le quaternion pg) = ¢ = =i + yj + zk.

3.1.7 Produit quaternionique

Avec l'aide des représentations cartésienne et vec®nells pouvons désormais présenter le produit
de deux quaternions quelconques. Soigrdt ¢, € H tels que

q1 = a1+ iby + jer + kdy = S(q1) + V(q1)
G2 = ag + iby + jeo + kds = S(q2) + V(q2)

Le produitg; ¢, S’exprime alors en représentation cartésienne :

(3.5)
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Q192 = araz — biby — cicy — didy
+ (a1b2 + biag + c1dy — dlcg)i
+ (a102 + crag + diby — b1d2)j
+ (a1d2 +diag + bicy — Clbg)k’

(3.6)

On peut aussi exprime; g, avec la représentation vectorielle :

7192 = S(q1)S(q2) — V(a1)-V(q2)
+ S(@1)V(q2) + S(g2)V(q1) (3.7)
+ V(1) A V(g2)

On remarque que le produit quaternionique fait appar#itrg ).V (¢2) le produit scalaire e¥(q;) A
V(q2) le produit vectoriel des vecteuts etV € R? représentant les parties imaginaires des quaternions

q1 etqo.

3.1.8 Représentation exponentielle

Les quaternions unitaires peuvent étre représentés suimaforme exponentiell€ette représenta-
tion est I'extension de la forme exponentielle complexesnbée avec les formules d’Euler[8].

Sig=qo+iq + jg2 + kq3 € Halors3d ¢ € R, v € P tels que

q = lgle”” = |q| (cos  + vsinp) (3.8)

ou v est unitaire pur et edtaxe de g, ety sonangle Ces deux quantités sont données par les
relations :

V(g) _ iq1+jge +kas
V)l VE+@E+a (3.9)
<!V(q)!> VE+B3+4 '
¢ = arctan | ———=- | = arctan | ———F———=
S(q

) q0

3.1.9 Représentation polaire
3.1.9.1 Définition

Dans son manuscrit de thése, Bllow montre le calcul qui pedegprimer les quaternions sous
forme polaire Cette représentation comporte le modyleet les trois phases, 6 et. Tout quaternion
peut ainsi étre représenté de la maniére suivante [8] :

m™ T m™ T

i R 30 _ L Y
4 = lgle®eei” avee(s,0,9) € [, wlx [, 2 [x[~ 7, 7]

(3.10)
Nous avons donc dans cette notation la notion d’'amplituda duaternion qui vayi(q) et la notion
de phase angulairerg(q) qui est représentée par un triplet :

p(q) = |q|
T T (3.11)

axg(q) = (6,0,4) € [~m,wlx[~F, S [x[~ 7. 7]
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3.1.9.2 Méthode de calcul

Soitqg = a+ib+jc+kd un quaternion unitaire ; Alors le tripléd, 0, ) € [—m, w[x[—
tel queq = e'?e*¥el?, peut étre déterminé par le calcul suivant :

o

1. calculera = 2(bc — ad) ;
2. si|a]=1alors

aop=0;
_1 _ 2ac=bd) .
b 6 = 5 arctan e By o B
— T
CY=—aj,;
sinon
T 2(ab+cd)
a¢= §arctanm2_—dg’
1 2(ac+bd) .
b o= g arctan s m— oo |

cC Y= %arcsinoz;

3. sie®efei? = —g alors
asié>0alorsg=¢—;
b si¢ <0alors¢ = ¢+ r;
sinon¢ = ¢.

3.1.10 Représentation de Cayley-Dickson
Pour touty = a + ib + jc + kd € H on peut écrire sous sdorme de Cayley-Dicksoj26] :

q=2z+ 2] (3.12)

aveczy,zy € Ctelsquezy = a+ibetzy = ¢+ id.

3.1.11 Représentation symplectique

Cette représentation est la généralisation de la notao@al/ley-Dickson, en effet tout quater-
nion étant exprimé dans la base d’origifies, j, k) peut étre exprimé dans une autre base orthonormée
(1, pu1, p2, p3) @vec des quaternions pyis, o, 13 tels quept = p3 = p3 = —1, || = |p2| = |us] =
1 etupuo = us = —uopy. Avec ces quaterniong; et uo telsu; L o on peut donc représenter un
quaterniony sous une forme complexe généralisée appelpeesentation symplectiq[2Y] :

q=q1+ q2/2 (3.13)
avecqi, qo tels queq; = o’ + b’y etqe = ¢ + d’'pug donc :

q=(a"+p1)+( +dm)ps (3.14)

On appelle souvent; la partie simplexeet ¢» la partie perplexe

La décomposition symplectique sépare l'information congedans un quaternion en deux plans
perpendiculaires qui s'intersectent a I'origine de I'espand dimensions. Chacun de ces plans peut étre
vu comme un plan d’Argariil]. Le premier est le plan d’Argand de la partie simplexeat axe des
réels est identique a la partie scalaire du quaterniongand son axe des imaginaires correspopg.a
La partie perplexe est représentée par un autre plan d'Argarpendiculaire au premier. L'axe des réels
sur ce plan correspondia tandis que la partie imaginaire est liéga

!Le plan ou diagramme d’Argand également appelé d’Argands&ad’Argand-Cauchy correspond simplement au plan
complexe. En termes actuels, un paldtdu plan d’Argand de coordonnéés, b) est I'image de: = a + ib dans le plan affine
euclidien du repére orthonormal dird@, 1,4) aveci® = —1.
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3.1.12 Transformations géométriques

Les quaternions peuvent étre utilisés pour décrire degwecteR?, en utilisant uniquement leur
partie vectorielle (ou de maniere équivalente leur pamtiaginaire). Il apparait que des transformations
géométriques simples sur des vecteurRé@euvent étre exprimées en utilisant que des additions et des
multiplications de quaternions [66]. Ces transformatisast illustrées dans la figure 3.1.

qrej

v

»
L=

(proj

Creft

FiG. 3.1 — Les différentes transformations géométriquesst un quaternion pur représentant un vecteur
couleur ;1 représente un autre vecteur coulegys; = —uqu est laréflexionde ¢ par rapport gu;

Qrej = %(q + pqp) est laréjectionde g par rapport @ ; gproj = %(q — uqu) est laprojectionde g par
rapport .
Enposany c P,uc SNPetp cR:
Réflexion g,.r; = —pqu est laréflexionde g par rapport au ;
Projection gpro; = %(q — pqu) est laprojectionde ¢ par rapport . ;
Réjection ¢,.; = %(q + uqu) est laréjectionde ¢ par rapport g ;

L)
2

Rotation ¢,,; = e* qe_”% est larotation de ¢ autour de I'axeu et d’angleg.

3.1.13 Représentation parallele/perpendiculaire

Soientp, ¢ € IP alors on définity etq, [27] par :

1
q) = 5(a+pgp)

. (3.15)
q1 = 5(¢ ~ pap)

On peut écrirgy = ¢ + g pour tout quaternion pur avecy la partie dey paralléle au quaternion
purp etq, la partie dey perpendiculairea p. ¢, est simplement la projection du vecteur représentant
par rapport & tandis quey, en est la réjection.

Comme nous allons le voir, toutes ces propriétés peuvenuélisées pour manipuler les images.

3.2 Approche spatiale quaternionique pour les images coulie

3.2.1 Quaternions et images couleur

Les premiers travaux proposant de coder les images couteutilisant des quaternions pour per-
mettre d'éviter notamment des traitements marginaux sucdeleurs ont été proposés simultanément
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par S.J. Sangwine [60] et S.C. Pei [54]. lls ont proposé liBeti la représentation cartésienne des qua-
ternions pour coder les pixels couleur des images. Ainsiinmage couleur de dimensialf x N sera
représentée par une matrice de quaternions de dimengsionN. Une couleur ne contenant que trois
composantes dans lI'espace RVB, il a été proposé de déamiiarthation couleur sur la partie imaginaire
des quaternions. Le pixel d'une imag@&ux coordonnéeg@n, n) sera donc codé de la maniére suivante :

f[mvn] = fr[mvn]i + fv[m>n]] + fb[m>n]k7 (316)

avecf,[m,n], f,[m,n] et fy[m, n] respectivement les composantes rouge, verte et bleue eludeix
coordonnéegm, n).

Nous allons dans cette section nous intéresser aux traiterapatiaux possibles avec le formalisme
des quaternions. Tout d'abord on montrera comment une iroagleur peut étre décomposée en par-
tie simplexe et partie perplexe, cette décomposition pttamied’expliquer I'analyse fréquentielle des
images couleur de Sangwine et EIll[29]. Ensuite nous vemoribest possible d'utiliser des transforma-
tions géométriques définies par des quaternions avec desucode I'espacdkV B pour exprimer ces
couleurs sous forme de teinte, saturation et luminositénEmus illustrerons comment de telles opé-
rations géométriques effectuées sur des couleurs repéésapar des quaternions peuvent étre utilisées
dans une approche de détection de contours.

3.2.2 Séparation partie simplexe et partie perplexe

La décomposition symplectique (cf. section 3.1.11) a étisér sur les pixels couleurs des images
codées avec des quaternions [27, 29] afin de séparer I'iafimmde couleur en une partie de luminosité
et une partie de chromaticité. Deux quaternions purs sdisést pour cette décomposition : le premier
p1 est laxe des niveaux de grig( = jigris = ”gk) ; le second est I'axe perpendiculairgiadans la
direction de la couleur rouge:{ = \/g(i, —%, —%)) (car le rouge sera souvent utilisé comme référence
pour une teinte de valeur nulle dans le plan de chromaticité)

Lorsque I'on décompose une image couleur en parties par&igperpendiculaire A;, il apparait
gue cette décompostion permet de séparer I'informationmé@losité sur la partie paralléle et I'informa-
tion chromatique sur la partie perpendiculairg;acomme nous le montrent les résultats de la figure 3.2.
En effet la partie paralléle a; (un réel codé sur la partie imaginaire de la partie simplere)espond
a la projection de tous les pixels couleur sur I'axe des nixete gris : c’est une information d’intensité
lumineuse. La partie perpendiculaire (nécessitant deels,réespectivement associégaet 11 112, pour
coder les coefficients de la partie perplexe) correspondtcuelle a la projection des pixels de I'image
sur le plan perpendiculaire;& et qui passe par le vecteus (on passe par un changement de base pour
revenir dans la base i,j,k qui correspond a I'espace rglijeGeconde partie est donc considérée comme
de linformation chromatique. Si on somme les deux partiegpkexe f; et perplexef,, on obtient de
nouveau l'image originalg. Cette décomposition symplétique est utilisée comme rousrrons plus
tard dans I'analyse des images couleur par Ell et Sangwime[@8], pour séparer I'information spectrale
obtenue aprés transformée de Fourier en parties chroraaticachromatique.

3.2.3 Transformations couleur

Pour chaque couleur décrite par un quaternion dans I'espadeur RV B on peut faire corres-
pondre son équivalent dans un espace couleur de teinteatsatuet intensité. Nous considérons que
cette derniere information est représentée par la normee mi®jection du vecteur couleyisur I'axe des
niveaux de grigg,.is = itk | a saturation et la teinte peuvent étre représentées plariorthogonal
a pgris a l'intersection de cet axe et de I'extrémité du vecteurgigofeg sur 1,,;5. La saturation est
la distance entre I'extrémité du vecteur coulguet I'axe 114,;. La teinte correspond a I'angle entre la
réjection du vecteug par rapport au,.;s €t un vecteur (vecteur de référence pour une teinte d'angle
nul) pris sur le plan orthogonala,,;s. La teinte de référence, c’est a dire celle d’angle nul, esvent
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(9) (h) (i)

FiGc. 3.2 — Décomposition symplectique sur des images couletgmigre colonne images originales ;
seconde colonne : parties paralléles ; derniére colonndiep@erpendiculaires

prise rouge, donc le vecteurest la réjection du vecteur couleur correspondant au roageapport a
I'axe des niveaux de gris. Ces différentes valeurs sorstities dans la figure 3.3.

Pour un vecteur couleur, les valeurs correspondantes de teinte (T), clarté (L paunihance en
anglais) et saturation (S) ont été définies antérieurenmeams téquipe [35], elles peuvent étre obtenues
avec le vecteupr = pgris € S NP et le vecteur de référenae € S N P en utilisant les opérations
quaternioniques suivantes qui seront utilisées plus tand @éfinir un gradient quaternionique couleur :

T—tan—! l4=rravul
lg—vqu]

L=[3(q — pqp)| (3.17)
S=|%(q+ paqp)|

avec|3(q — pgu)| la norme de la projection de par rapport 3 et |3(g + pgu)| la norme de la
réjection deg par rapport & (cf. équation 3.15).

3.2.4 Détection de contours

Dans cette partie nous nous focalisons sur I'aspect filtspgdial couleur et plus particulierement
I'étude de la détection des discontinuités ou contours guuee problématique fondamentale du trai-
tement des images en général, mais plus particulieremeocow@daur car elle n'est pas encore résolue
dans ce cadre. Nous commencerons d’abord par revoir leodeshiraditionnellement utilisées pour la
détection des contours. Puis nous aborderons différeatetions proposées utilisant le formalisme des
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/Horey

Hue : H

FiG. 3.3 — Teinte (Hue), Saturation et Clarté (Value) obtenwes a,,;s etT'(v) = 0

guaternions et enfin nous présenterons une nouvelle métabcldant un gradient couleur a partir des
quaternions.

3.2.4.1 Méthodes marginales

Les méthodes marginales reposent sur I'extension desrtraitts sur les images en niveaux de gris
en effectuant séparément sur chague canal couleur umigaitgcf. figure 3.4a). Elles bénéficient donc
d’une implémentation relativement simple car il suffit dipter les traitements déja existants sur chacune
des matrices de pixels correspondant aux composantesicddépendant, comme elles ne prennent pas
I'information couleur dans sa globalité car elles ne prempas en compte les corrélations (interactions)
entre les composantes, les résultats font souvent appadais incohérences en terme de perception
(fausses couleurs).

3.2.4.2 Méthodes vectorielles

Pour éviter les inconvénients des méthodes marginalesnd#isodes vectorielles considérent les
pixels des images comme des vecteurs couleur (cf. figurg.3.4b traitements sont alors effectués de
maniére globale sur la couleur. Le probléme de ce type deadéstrepose a la fois sur le choix de I'es-
pace de codage, pour faire correspondre l'informationeagud une information vectorielle et surtout
sur la modélisation et I'exploitation mathématiques desndes. Par exemple Di Zenzo [21] définit un
gradient vectoriel couleur basé sur la géométrie difféedlatdes surfaces en utilisant un tenseur multis-
pectral. Celui-ci, associé a un champ vectoriel, permetedbarcher les variations locales de I'image,
autrement dit les contours. La plus grande valeur propresdseur correspond alors a la norme de ce
gradient vectoriel qui détecte les contours couleur. Codgmaux méthodes marginales, les méthodes
vectorielles obtiennent de meilleurs résultats percéptmais au prix d’'une plus grande complexité.

3.2.4.3 Méthodes perceptuelles

Les méthodes perceptuelles [32, 39, 72, 57] sont basée®suradactéristiques du systéme visuel
humain (SVH). Par exemple, dans [11], Carron utilise unehod# reposant sur un gradient marginal
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filtered
blue

(a) (b)

FiG. 3.4 - Les méthodes marginales (a) travaillent de maniéépendante sur chacune des composantes
couleur tandis que les méthodes vectorielles (b) travditle maniére globale sur les couleurs.

I filtered

composé des informations de luminance, de saturation edidlie.t Deux méthodes sont proposeées, la
premiere considere qu'a faible niveau de saturation, ladan’est pas pertinente, elle n'est alors pas
utilisée. Cependant lorsque la saturation est faible, dglignt proposé rajoute I'information de teinte.
La deuxieme méthode privilégie I'information de teintes Ieformations de saturation et de luminance
ne sont prises en compte que lorsque celle-ci n'est pasmpeté pour séparer les couleurs en terme
de perception humaine. En effet, a teinte égale, deux caubauront I'air de présenter une plus grande
différence lorsqu’elles sont fortement saturées que loedlgs le sont moins. La figure 3.5 montre ce
phénomene avec les deux vecteurs coujeet g, qui semblent moins éloignés entre eux que les vecteurs
couleursgz andgy, méme si cela n'est pas vrai en terme de teinte.

4 qz

I3 q

noir

FiG. 3.5 — La distance couleur pergue entre les veciguesq, parait moins importante qu’entre les vec-
teursgs etgs méme sila différence de teinte est la Mémegk = ¢3qa. ¢noir, Golanc €t 1igris représentent
dans l'ordre le vecteur couleur nul noir, blanc et I'axe diggaux de gris.
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Les méthodes perceptuelles donnent souvent de meillesuliats que les méthodes marginales et
vectorielles car elles intégrent des caractéristiquesydtésie visuel humain a partir de modélisation
mathématiques simples. Cette prise en compte de la perogm@imet d’éviter 'apparition des artefacts
de couleurs dans les images résultats. Un autre gros aeamtages méthodes est la détection des zones
ombragées a l'intérieur des modeles perceptifs, évitangyemple la surdétection en tant que contours
des ombres d'une scéne. En effet la couleur d’'une ombre senpasée de la méme teinte que celle
de I'objet sur lequel 'ombre apparait mais sa clarté et saraton seront différentes. La complexité
algorithmique de ces méthodes est accrue comparée auxdeéthmarginales mais pas forcément par
rapport a certaines méthodes vectorielles.

3.2.4.4 Lapproche quaternionique de Sangwine

Les travaux de Sangwine et al. [63, 50] sur le filtrage spatiaposent de généraliser les filtres
linéaires classiques a l'utilisation des quaternions gesrimages couleur. Une fois un filtre linéaire
quaternionique défini, il suffit de le convoluer avec I'imamrileur pour obtenir I'image couleur filtrée.

Etant donné que le produit quaternionique n’est pas contifjutast possible de définir plusieurs
produits de convolution, le produit de convolution a dragt défini ici pour un signal en deux dimen-
sions :

M-1N-1

(f*)[m,n] =" 3" [lm = nilar, In = ol w] h{Im1|ar, [ 72| n] (3.18)

71=0 170=0

avech le filtre de dimension\/ x N (M et N des entiers impairs) et la notatidm|y qui indique
I'opérateur modulaV.

Sangwine a proposé un détecteur de contours basé sur lamatas couleurs des pixels de I'image
d'un anglew autour de I'axe des gris. Le vecteur couleur résultat dee getiation est comparé aux
vecteurs couleurs des pixels voisins (cf. figure 3.6).

FiG. 3.6 — Schéma du détecteur de contours de Sangwinest I'axe des gris jg1 7z (resp.uqsm) est
la rotation du vecteui; (resp.qs) autour deu et d’'angler ; le vecteur de comparaison enyget ¢-
(resp. entrey; etqy) est donné pags + pqgi7i (resp.qq + pugsi) ; q4 + pgsi est proche de I'axe des gris
etqs + pnqi en est plus éloigné donc le détecteur de Sangwine peut eétectontour avec ce vecteur
qui est plus coloré gue le précédent.

L'opération de filtrage proposée par Sangwine est la stévant

ffiltrée[m,n] = (hl *f*hg)[m,n] (319)
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ol les filtresh; ethy sont une paire de filtres conjugués age= "3 etu = jignis = i+\j/§ k raxe
des gris tels que :

o1 o1
=g |0 00 et hp=2 0 0 0 (3.20)
Q Q Q Q Q Q

L'image résultat (cf. figure 3.6) ne donne a premiére vue [dplession d'étre pertinente pour
détecter les contours. En effet, il semble qu’elle soit tarée uniquement d’'information en termes de
niveaux de gris. Cependant ce n'est pas le cas, car si on ydeege plus prés, seules les zones de
couleurs homogénes de I'image d'origine apparaissentverank de gris. En effet, le résultat affiche
le vecteur de comparaison qui est un quaternion pur repedtedes couleursvb. Ce vecteur est le
résultat de I'opération géométrique qui consiste a ajodéerx vecteurs couleur entre eux. Le premier
terme de la somme est le pixel couleur a analyser. Le secomeé st calculé par la rotation du vecteur
correspondant a la moyenne des pixels voisins du pixel s@aljun angle der par rapport a I'axe des
gris. Lorsque le pixel analysé est situé dans une zone hamatgl'image d’'origine, comme c’est le cas
des vecteurgs et g, dans I'exemple,le vecteur résulta, + ngsz sur I'exemple, est un vecteur couleur
trés proche de I'axe des niveaux de gris, autrement dit, ileafaible saturation. Le résultat apparaitra
comme une couleur proche d’'un niveau de gris. En revanchepsiel analysé se situe sur une zone de
contour, autrement dit, ses pixels voisins sont en oppwoside couleur (comme, et g, sur 'exemple),
le vecteur couleur de comparaisaen ¢ nq17) sera éloigné de I'axe des niveaux de gris. Autrement dit,
ce vecteur aura une forte saturation et par conséquent tésure apparaitront colorés du fait de cette
plus grande distance.

Malgré ses bonnes performances, ce détecteur produit desefa couleurs notamment lorsque le
vecteur couleur de comparaison produit « déborde » du demkemléfinition de I'espace couleur. Cela
arrive lorsque deux pixels voisins ont une différence éoiétrique trés importante. De plus nous pou-
vons voir sur la figure 3.7 que le chapeau de Lenna n’est pastdéavec la méme couleur dans les
images résultats (c) ou (d) pourtant dans ces deux casréediit composé de filtres horizontaux. La dif-
férence est due au sens d’application des filktrest 1, dans la convolution, en inversant I'ordre de leur
application dans le schéma de convolution, les vecteulgamide comparaison produits sont différents.
Nous proposons donc par la suite une méthode évitant casviigients.

3.2.4.5 Détection de contours par Maximum de distance coule

Définition En reprenant le principe du détecteur de contours de Samguadns proposons de créer
un gradient quaternionique [20]. Pour chaque pixel par gem (resp.¢3) nous avons un vecteur de
comparaisofavec son voisin, (resp.qs) obtenu par la méthode de Sangwine. Nous avons vu que plus
la différence de couleur était grande entre pixels voisimdus le vecteur de comparaison résultant était
éloigné de I'axe des niveaux de gris. Nous proposons donaldaler la distancey;,; entre ce vecteur

de comparaison et I'axe des niveaux de @ri€jsum = q2 + g1 OU gsum = qq4 + pqsm). La figure

3.8 résume notre approche. Cette distance peut étre alaulénoyen d’opérations quaternioniques
élémentaires (cf. section 3.2.3) car cette distance estrlaande la réjection du vecteur de comparation
par rapport a:. L'équation (3.17) nous indique qu'il s’agit de la satusatidu vecteur de comparaison.
Cette distance est donc calculée par la norme du veggeuavec :

1
qdist = 5(‘]sum + NQSumN) (321)

20n peut aussi dire que ce vecteur de comparaison est la somtaeéllexion dey; par rapport a I'axe des gris avegou
encore la somme du symétrique glepar rapport & avecqs.
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(@) (b)

© (d)

FiG. 3.7 — Résultat du détecteur de contours de Sangwine : (@eimidginale ; (b) image traitée par
un filtrage de Sangwine horizontal ; (c) zoom sur les contdurshapeau dans (b) ; (d) le méme zoom
gue dans (c) mais sur I'image traitée par un filtrage danseleigquet hy ont été permutés. Les zones
homogeéne apparaissent en niveaux de gris tandis que lexuconiétectés sont mis en évidance par des
pixels colorés.

De ce fait, lorsque la méthode de filtrage de Sangwine nouseddeux vecteurs de comparaison
différentsq, + pugafi etqge + g1 m pour comparer les couleurs portées par les vectguesqgo, la figure
3.9 montre que les deux distancgset S, calculées avec notre approche sont bien sr identiquete Cet
nouvelle approche est indépendante du sens d’applicatide phire de filtres conjugués utilisés dans la
convolution.

Cette opération de filtrage est appliquée en utilisant desdihorizontaux, verticaux et dans les deux
directions diagonales. On sélectionne ensuite la distarecémale de saturation obtenue pour chacune
de ces directions pour obtenir le gradient couleur final.$\'emarquons que ces opérations sont linéaires
mais que le résultat final ne I'est pas. Le gradient final éhbtgnu par I'utilisation d’'une norme, on perd
la linéarité en utilisant la norme liée a l'opérateur « maximum »également assez sensibleuéu
contraire lorsque I'on utilise la normk, I'approche est complétement linéaitela figure 3.10 montre
les deux gradients obtenus avec les northe®t L.,. On remarque quelques petites différences et le
choix de la norme s’effectuera donc en fonction des besarmpplication.

3du fait de la linéarité de la norme euclidienne
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FiG. 3.8 — Le schéma de I'approche proposéeest I'axe des niveaux de grigij i (resp.uqsm) est

le vecteur résultant de la rotation ge (resp.qs3) par rapport g d’'un angle der. Nous comparons
les vecteursy; et g, (resp.qs et q4) par la distancey;,; = %(qsum + pgsumpt) €ntre le vecteur de
comparaison de Sangwing,, = q2 + uqit (resp.gsum = q4 + pgsn) et I'axe p (fleches oranges).
Un contour pourra étre détecté par une grande distance>deds gris comme par exemple la fleche
orange entre: etgs + puqi 7.

gz

FiG. 3.9 — Différence entre le détecteur de contours de Sangstileenotre ;i est I'axe des grisjgi
(resp.uqgopi) est le symétrique de (resp.g2) par rapport a ;

La figure 3.11 montre les résultats de notre approche aveahague ligne I'image originale suivie
du gradient couleur, ensuite le logarithme du gradientexoufpour amplifier les contours détectés par le
gradient) et enfin une carte de contours obtenue par sexglagpirique du gradient. Nous observons que
la méthode permet de détecter correctement les contoulsuc@yec par exemple I'image de la maison
ou les murs, le toit et le ciel sont bien séparés. On remanggs dans la carte des contours obtenue avec
'image de Lenna que son épaule est convenablement séparéderdon. Pour I'image du babouin, les
régions texturées sont aussi dissociées des régions hogmdéependant, comme notre méthode n’est
basée que sur une mesure de saturation, les différencemuhsité ne sont pas détectées comme nous
le remarquons avec les détails de la fenétre de la maisorxeapte.
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(@) (b)

FiGc. 3.10 — Différence des gradients de saturation obtenuslavemrmelL, pour (a) etL., pour (b) a
partir de I'image de la maison. Les images ont été inverséesyne meilleure lisibilité.

0) (k)
FiGc. 3.11 — De gauche a droite : images originales, gradienecoulogarithme du gradient couleur et
carte des contours

Comparaison La figure 3.12 montre des cartes de contours obtenues paretifes méthodes sur

'image de la maison. Les méthodes marginales (figure 3.&2H¢ Di Zenzo (figure 3.12c) semblent

plus sensibles au bruit. Les contours obtenus par notredpgr(figure 3.12f and g) sont plus épais et
fermés. On rappelle que la premiere approche de Carron€figyd2d) est basée sur une différence de
teinte pour pondérer un gradient marginal tandis que sandecméthode utilise aussi la luminosité et
la saturation lorsque la teinte n’est pas suffisante. Ces algoroches permettent d’obtenir des contours
fermés et non sensibles au bruit contrairement aux méthoadeginales et de Di Zenzo. Comparés a
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la seconde approche de Carron (figure 3.12e), nos résuiapemettent pas de tenir compte aussi
efficacement des ombres car nous n’avons inclus qu’une mesusaturation. Nos résultats dépendent
de plus de la valeur manuelle donnée au seuillage du gradiergffet nous pouvons faire disparaitre
les contours des ombres mais ceci au prix de contours plupdirteut ailleurs (cf. figure 3.11d par
exemple).

Pour améliorer nos résultats, nous devrons vérifier si laureede saturation est suffisante et dans
le cas contraire ajouter de I'information pour détecterdastours. En effet, deux couleurs peuvent étre
différentes en ayant la méme saturation comme nous I'avangay exemple avec les couleurs et
g2 d’'un cbté et des couleuig et ¢, de I'autre dans la figure 3.5. Heureusement, ces couleurseptu
étre différenciées par leur teinte ou leur clarté. Rajouter information de clarté lorsque la saturation
n'est pas suffisante peut améliorer nos résultats, ce qaipgésenté dans la section traitant des images
couleurs associées aux algébres géométriques.

Cependant, méme sans ces améliorations, notre détect@antieirs est performant. L'implanta-
tion utilisant les couleur®V B avec le formalisme des quaternions permet de ne pas avoiefdets
comme ceux obtenus en changeant d’espace couleur du faingegcisions numériques obtenues par
ces différents changements d’espaces. On notera aussotreenméthode est une méthode vectorielle
car nous encodons les couleurs sur la partie vectoriell@jdaternions. De plus, elle ne nécessite pas
une guelcongue définition pour ordonner les vecteurs cogleire eux. Notre distance est une mesure
de saturation qui ne donne donc pas plus d'importance a wiewoqu’a une autre lorsqu’elles ont la
méme saturation. Enfin notre méthode est plus proche d'ymeelpe perceptuelle que celles basées sur
'espace couleuRV B car elle utilise la géométrie de cet espace couleur cantésée aux quaternions
pour se rapprocher des méthodes utilisant les espacesiceul¢einte, clarté et saturation.

Nous allons maintenant introduire I'analyse dans le domagmplémentaire & savoir Fourier.

3.3 Transformées de Fourier quaternioniques

Les transformées de Fourier quaternionigues (ou aussi dR¥té introduites par Todd A. Ell en
1992 alors qu'il cherchait a généraliser la transformée alariEr complexe pour les images couleur.
On entend aussi parler de QFT de I'anglais Quaternionici€odransform. Comme pour la version
complexe, les transformées de Fourier quaternioniguangitent de passer d’une information spatiale
a son équivalent en terme de fréquence ou inversement.stiegpiusieurs versions de transformées de
Fourier notamment parce que le produit quaternioniquet pas commutatif. Ces différentes versions
ne sont pas tout a fait identiques cependant elles sontegtrent liées. Alors que Blilow utilisa une TFQ
pour analyser les structures 2D des images en niveaux de&sgnigwine fut I'un des premiers a associer
les images couleur aux transformées de Fourier quatequiesi Du fait de I'utilisation de celles-ci pour
les images numériques, nous nous contenterons d’anafseelsions discrétes des transformées.

3.3.1 TFQ utilisant j et k dans les exponentielles

Cette version est celle définie par Todd Ell [26] dans sa tkésélisée par Sangwine en 1996 dans
[60]. Ici 'emploi des quaternions imaginairgset k& est uniquement réservé a la définition d'une TF de
nature quaternionique. Aucune information spectraletrdass ce cas donnée a ces deux composantes.
Soit f une fonction discréete a deux variableset n a valeurs quaternioniques, une transformée de Fou-
rier quaternionique (ou TFQ) est une fonction a valeursequainiques pouvant s'écrire de la maniére
suivante :

M-1N-1 -
23"3@7]“ [m n]e_zk“% (3.22)

Firlo,p] =

mOnO

avecm etn (respectivement et p) les coordonnées spatiales (resp. fréquentielles).
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FiGc. 3.12 — Comparaison de différentes méthodes de détectionrdeurs avec I'image de la maison :
(a) image originale ; (b) gradient marginal ; (c) approch®dgenzo ; (d) premiere approche de Carron;
(e) seconde approche de Carron; (f) notre approche ; (gg approche avec le logarithme du gradient.

3.3.2 TFQ utilisanti et j dans les exponentielles

Cette version est une variante de la précédente qui a étéedédfinThomas Bllow dans sa thése [8]
pour analyser les images en niveaux de gris. Dans ce casyranpas la suite que la dimension horizon-
tale est associée a I'imaginaire puandis que la dimension verticale de I'image est liée a Ijinaire

j-

M—

,_.

N—-1 ‘
e 2L flm,n)e” 2’y (3.23)
=0

m=0

3
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3.3.3 Transformée de Fourier quaternionique directionek a droite

Par la suite, Sangwine a apporté des modifications aux tanéés précédentes en ajoutant a I'ex-
pression de I'exponentielle une direction caractériséaipajuaternion unitaire pur [61]. Le plus sou-
vent pour ne privilégier aucune couleur pour I'analyse spéeon prend le quaternion neurg,;; =

”\J/T k qui correspond & I'axe achromatique de I'espace RVB. La ifiéfinest la suivante :
M-1N-1
om | pn
Faroite [0 p QWT(W—’_W) (324)
m=0 n=0

3.3.4 Transformée de Fourier quaternionique a gauche

Il est possible de basculer I'expression de I'exponemtiéligauche de la fonctiofi, on obtient la
définition d’une autre transformée de Fourier car le proguéternionique n’est pas commutatif :

M-1N-1

=2 (57 %) flm, n) (3.25)

Fgauche[o p
m=0 n=0

3.3.5 Transformée de Fourier quaternionique directioneke a deux cotés

Il est également possible de séparer I'exponentielle er gatties, un peu a la maniére des deux
premiéres définitions données mais en conservant le faigjdeiter une direction exprimée par des
guaternions unitaires purs (igh et us) a l'intérieur des exponentielles. Plusieurs combinaissont
possibles comme par exemple :

1 pn
Fuoten [0,7) = ——= Y Y e 275 flm,nle” TN (3.26)
MN m=0 n=0
ou bien :
M—-1N-1
Froresy[0,p) = “AAT flm, nje” 25T (3.27)
m=0 n=0

Dans tous les cas, la difference entre ces transforméederéssentiellement dans le fait que le
produit quaternionique n’est pas commutatif. La pluparteiaps donc, un signe positif ou négatif au
sein d’une expression entrainera un développement firfarelif.

3.3.6 Inversibilité

Dans tous les cas pour obtenir les transformées inverseffiilde remplacer le signe négatif par un
signe positif & I'intérieur des exponentielles du fait dplapriétéet'e=# = 1.

3.4 Approche fréquentielle quaternionique pour les imageen niveaux de
gris

Avant d’'étudier I'utilisation des quaternions pour I'apsé fréquentielle des images couleur, nous
présentons la premiére approche qui associa les quatsraionimages numeériques. Les quaternions
furent en effet tout d’abord associés aux images numériguesveaux de gris au moyen de la définition
d’une transformée de Fourier quaternionique définie paoB{8] dont nous donnerons tout d’abord un
rappel. Ensuite, nous verrons quelles symétries apparaidans le spectre associé a cette transformée
de Fourier quaternionique. Enfin, nous verrons commentyBidussit a caractériser les structures 2D
au sein des images en niveaux de gris par l'intermédiaira dghéralisation du signal analytique 1D
aux signaux a deux dimensions.



54 CHAP 3 - MODELISATION DES COULEURS PAR LES QUATERNIONS

3.4.1 Transformée de Fourier quaternionique pour les imaggen niveaux de gris

Soit f un signal quaternionique sur les deux dimensions réelkesadgsm etn alors la transformée
de Fourier def, notéeF? sur les dimensions fréquentielle®t p est donnée par :

Filop) = —— 3 3" e 2% flm, nle %7 (3.28)

Cette TFQ peut étre utilisée sur des signaux réels, complekguaternioniques car I'ensemble
des quaternion&l contient I'ensemble des nombres complekegui contient lui-méme I'ensemble de
nombres réel®R. Pour la suite des ces travaux, la TFQ sera utilisée sur desust a valeurs réelles
qui correspondent a l'information d’intensité des pixatsreveaux de gris. Les facteurs dans les inté-
grales peuvent aussi étre changés, mais uniquement daéfiniich de la TFQ, car changer leur ordre
modifierait le résultat du fait de la non-commutativité deatgrnions. Par conséquent, une fois la TFQ
définie, I'ordre des coefficients ne doit donc plus changer.

Bllow a défini cette transformée de Fourier en associantré&tibtn horizontalen a la premiéere
exponentielle décrite avec le quaternioet la direction verticale, a la deuxiéme exponentielle liée au
quaterniony.

Nous allons maintenant étudier les propriétés de symédtiesont associées au spectre obtenu par
cette transformée.

3.4.2 Symeétries

Le fait qu'un signal soit une fonction paire ou impaire joueréle important dans I'analyse de Fou-
rier. On peut écrire n'importe qu’elle fonction comme la soend’une fonction paire et d’'une fonction
impaire f = f, + f; 4 1l est connu [5] que la transformée de Fourier d’un signalphid est paire tandis
que celle d’'un signal 1D impair est impaire. De plus, la TFdaignal réel (resp. imaginaire) pair est
réelle (resp. imaginaire) alors que la TF d'un signal réesiir imaginaire) impair est imaginaire (resp.
réelle). Le diagramme ci-dessous résume ces informations :

flm] = f,[m] + fi[m] = Rf,[m] + I f,[m] + Rf:[m] + L fi[m]

A

Flo] = F,|o| + F;[o] = RE,[o] + IF,[0] + RF;[o] + IF;o]

L'idée de Bilow est d'étendre ces notions de symétries adeaignaux 2D. Ainsi pour étudier les
propriétés de symétrie sur la TFQ de Biilow, les signaux 2 s@parés en plusieurs signaux selon les
parties paires et impaires le long des axestn. Tous les signaux 2D peuvent donc étre écrits sous la
forme f = f,, + fip + fpi + fii @vecf,, correspondant a la partie giequi est paire le long de: etn,
fip correspondant a la partie qui est impaire le longidet paire le long de, etc.

La transformée de Fourier Quaternionique de Bilow peutréterite de la maniéere suivante (pour
des signaux 20y réels) :

“Dans toute cette section on notefgpour une propriété de symétrie impaire et non pas pour laiprerpartie imaginaire
du quaterniory.
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M—-1N-1

Filo,p] = \/ﬁ Z Z cos(27r%)cos(27r%)f[m,n]

m=0 n=0

—1
sin(ZW%) cos(27r%)f[m, n|

=z

]

1=

o
3
Il
o

(3.29)

T
i

cos(2w%) Sin(Zw%)f[m, n|

|
.
i
= O

T i
Ll

-+
o
=3

. om. | pn
s1n(27rﬁ) s1n(27rﬁ)f[m, n])

3
]
o
3
]
o

A partir de cette équation, Blilow a pu déduire les proprideésymétrie de sa transformée de Fourier
guaternionique qui sont illustrées ici :

f[’m., ﬂ'] = prp[m, ”] + Rfip [m= n] + Rfﬁ'i [m: n] + R fii Em' n]

Filo,p|] = RF}0,p] + IF] [0, p] + T Fy[o,p] + KFjo,p]

flm,n] = I fopm, n] + I fip[m, n] + I fpilm, n] + I fii[m, n]

o

Fq[o,p} = Ing[oap] + ‘R’&qp[ﬁ'sp] —O—KFE[O,}?] ™ JEE%[Grp]
flm,n] = T fpplm,n] + T fiplm, n] + T fpilm, n] + T fiilm, n]

L]

Fio,p] = JEL|0,p] + KFjo,p] + REj[0,p] + ZF o, p]
flm,n] = K fpplm,n] + K fip[m, n] + K fpilm, n] + K fii[m, n|

A

Fio,p| = KFyg,[o,p] + TFo,p| + IF};[o,p] + RF{|o,p|

On remarque que pour un signal uniguement réel les var@apaires suivant les axes etn seront
reportées sur la partie réelle du spectre quaternionigseydriations impaires suivant et paires sui-
vantn seront représentées dans la premiére partie imaginairgedtrs, les variations paires suivant
et impaires suivant seront elles sur la seconde partie imaginaire du spectre’etfin les variations
impaires suivantn etn seront sur la derniére partie imaginaire du spectre. Ondama une caractéri-
sation de toutes les symétries spatiales possibles en 2ibésspdans le spectre quaternionique. De plus,
méme si cette information n'est pas nécessaire a I'analysesignal réel, avec un signal décrit sur un
guaternion quelconque, les mémes propriétés de symédpaset les parties paires et impaires suivant
m etn dans le spectre pour chague composante du quaterniore(palie, premiere partie imaginaire,
deuxiéme partie imaginaire et troisiéme partie imaginaleemaniéere indépendante.
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3.4.3 Notion d’'amplitude et de phase instantanées

Dans la partie suivante la notion de signal analytique quineé de caractériser I'amplitude et la
phase instantanée d’'un signal 1D sera présentée briéveBm®suite, nous verrons comment Bllow
réussit a étendre cette notion de signal analytiqgue awasiga deux dimensions.

3.4.3.1 Le signal analytique 1D

Un signal 1Df variant dans le temps peut étre représenté a I'ingtapar un vecteur oscillant sur
I'axe réel entre0 et f(t). Cependant a l'instany le vecteurf(tp) ne donne aucune information sur
'amplitude ou la phase instantanée de I'oscillation. Agtent dit, on ne peut ni savoir siaugmente
vers la droite ou au contraire revient dans 'autre senspmiaitre I'amplitude de I'oscillation. Le signal
analytiquef4(t) = f(t) + i fr:(t) défini par Gabor[34] et construit & partir dét) et de sa transformée
de Hilbert f;(¢) (cf. équation 3.30) comble ces manques. En effet il permebdeaitre a un instarng
I'amplitude et la phase du signal. La figure 3.13 présente c@ttion de signal analytigue en montrant le
vecteurf 4 alinstantt, en fonction def et f5,;. Lamplitude instantanée a I'instatyf vaut| f4(¢o)| et la
phase instantanée vaut atéhi24(to) + R fa(to)). Le vecteurf4(to) peut étre vu comme un vecteur de
rotation dans le plan complexe. On remarque aussi que lagti@j def4(ty) sur 'axe des réels donne
le vecteurf(ty) et sur 'axe des imaginaires donne le vectéyr(to). On remarque donc que la partie
réelle du signal analytiqué, correspond au signdl lui méme.

1

prtt) = 50 () (3:30)
Tt

avecsx le produit de convolution 1D.

On notera que la fonctioa}—t est égale a la transformée de Hilbert de la distribution dadi

oni(z) = % Ainsi, la transformée de Hilbert d'une fonctighest égale au produit de convolution de
celle-ci avec la transformée de Hilbert de la distributienDirac.

i

fri(to) fa(to)

0 f(to) f
FiG. 3.13 — Capture du vecteur oscillahet du vecteurf 4 a l'instantt

A partir de I'expression donnée dans le domaine temporebatiad on exprime la transformée de
Hilbert F; du signal 1Df (dont la TF est) dans le domaine des fréquences par :

1 siw>0
Fri(w) = —isign(w) F(w) avec sigfw) = 0 siw=0 (3.31)
-1 siw<0

Le signal analytiqgue 1D dans le domaine de Fourier s’expdore par :

Fi(w) = F(w) + iF;(w)

: (3.32)
— Fw)(1 + signw))
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Une propriété que I'on déduit de I'équation (3.32) est quspkxtre d’'un signal analytique ne posséde
pas de fréquences négatives.

A partir de cette expression du signal analytique pour dgtasix 1D, Bllow généralise I'approche
aux signaux 2D. Pour cela, il utilise les propriétés de syiegtlu spectre obtenu par sa transformée de
Fourier ainsi que de la transformée de Hilbert étendue ad@as

3.4.3.2 Le signal analytique quaternionique

Soit f un signal réel a deux dimensionsret sa transformée de Fourier quaternionique (cf. équation
3.28). Le signal analytigue gquaternionique, aussi appgié@abmonogénique, est défini dans le domaine
fréquentiel par [8] :

Ff(u,v) = (14 sign(u))(1 + sign(v)) F?(u,v) (3.33)

Bulow définit la transformée de Hilbert totale quaternia@gar :

fHT<m,y>=f<x,y>*( ! ) (3.34)

m2xy

Son équivalent dans le domaine des fréquences vaut :

Frp(u,v) = —F(u,v)sign(u)sign(v) (3.35)

Il définit de plus les transformées de Hilbert partiellessdbs directionse et y dans le domaine
spatial par :

(o) = fGo) (22

T™r

5(x) (3.36)
x

avecd(x) etd(y) les distributions de Dirac dans les directianet y.

Ce qui correspond dans le domaine fréquentiel a :

F’H2 (u7 ’U) = _ZF(U7 ’U)Sign(’l))
L'expression du signal analytique quaternionigifgz,y) dans le domaine spatial est ainsi définie
par :

Bilow définit ainsi I'amplitude et la phase instantanéesigna 2D a partir du signal analytique
quaternionique (cf. équation (3.11) peug(q)) :

£, w) = /2, y) + 3 (@,9) + f (20) + F (2.0)
¢(fg;(95>y)) = arg[f(:ﬂ,y) + f?‘h (l’,y)’b + fH2($7y)j + fHT(xvy)k]

Comme pour le signal analytique 1D, la partie réelle du dignalytiquef 4 est constituée du signal
f lui-méme. De plus, on remarque que les fréquences postiveles deux axes du spectre du signal
analytigue quaternionigue sont les seules non nullese @etipriété est équivalente a celle du signal
analytique 1D dont le spectre ne contient que des fréquerostves.

L'intérét d'utiliser le signal analytique quaternionigest qu’il comprend une analyse généralisée
d’'un signal 2D. Tout d’abord, la partie réelle du signal gtigue quaternionique est le signal lui-méme.
Cependant cette partie ne permet pas d’accéder aux infiormatu signal & un instant donné. Pour cela

(3.39)
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I'ajout des parties imaginaires est trés intéressant. @argue notamment que la premiére partie imagi-
naire correspond a I'équivalent d’un signal analytiquelaulirection horizontale tandis que la deuxieme
comprend I'équivalent d'un signal analytique sur la dil@ttverticale. Enfin, la derniére partie imagi-
naire nous permet d’accéder comme pour le signal analyfifua la caractérisation a un instant donné
de I'amplitude ainsi que de la phase du signal d’origine noaite fois avec les directions horizontale
et verticale rassemblées. On a ainsi avec cette définitiodsa& une information qui nous permet de
connaitre les amplitudes et les phases instantanées galirdetions horizontale et verticale séparément
et de maniére globale.

3.5 Approche fréquentielle quaternionique pour les imagesouleur

Dans cette étude, nous cherchons a analyser des signaiaisgataternioniques complétement dif-
férents de ceux utilisés par Bulow car ils encodent des aoslléJne couleur ayant généralement besoin
de trois composantes pour étre caractérisée, nous avoissdhitliser les trois parties imaginaires d’'un
quaternion pour les stocker (cf. section 3.2). Cette distin de la nature des signaux que nous utilisons
nous fait donc perdre I'analyse de Bilow des structures 2Dstgaux qui n’est pertinente que si ces
signaux sont réels. Par la suite, nous avons choisi argitnant d’utiliser dans cette étude la transformée
de Fourier quaternionique a gauche (cf. équation 3.25)siAosqu’on mentionnera une TFQ il s’agira
de celle-ci.

3.5.1 Définition numérique de I'espace de Fourier quaterninique

Nous avons remarqué dans le premier chapitre que les tezitendes images couleur par transfor-
mées de Fourier complexes n'étaient pas suffisamment getsipour décrire complétement la couleur.
La transformée de Fourier quaternionique discréete essléted de I'extension de la transformée de Fou-
rier complexe discréte au domaine des quaternions. Nousaappelé qu’un signal réel présente lors
de I'analyse par transformée de Fourier complexe une sigrtérmitienne dans le domaine de Fourier.
Dans cette partie nous allons nous poser le probleme de tat@éfinumérique de I'espace de Fourier
guaternionique dans le cadre applicatif des images coulaurs voulons donc définir quelles proprié-
tés sont nécessaires en terme de symétries dans le domagueritiel pour correspondre a un espace
quaternionique spatial dans lequel la partie réelle sdieroe qui permettra de représenter une image
numeérique couleur.

3.5.1.1 Développement de la TFQI sous forme cartésienne

On veut obtenir, aprés une TFQI (transformée de Fouriereguiahique inverse), une fonction dans
laquelle la partie réelle sera nulle pour respecter I'esmicdépart de trois composantes couleur. En se
reportant a la définition de la TFQ (cf. équation 3.25) noudégtuisons la définition de la TFQI :

M-1 N-—1
2um (57 +57) Flo, p] (3.40)

flm,n]
0o=0 p==0
avecy, un quaternion unitaire pur donnant la direction de I'anales quen = ;i + w7 + prk (i,
i ety € R).
Pour simplifier les calculs, on va exprimer les transforne§ourier pour les fréquences définies

sur[(—% +1,—% +1); (&, &), lexpression de la TFQI devient alors :

vz

flm,n] =

Z S 2R Flo,p] (3.41)

2 +1p——7+1

L'information spectrale est décrite sur des quaternionsi@ipjuelconques, elle a donc la forme
suivante :
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Flo,p] = F:lo,p| + Filo, pli + Fjo,plj + Fi[o,plk (3.42)

pour le point du spectre de coordonnées fréquentiéligs).

Cependant aprés TFQI, on voudrait obtefiir= 0 pour décrire ainsi I'information couleur sur les
composantes rouge, verte et bleue du quaternion imagimairde coordonnées spatiales, n).

Nous devons donc calculer les conditions pour que la parélersoit nulle.

S

f[m,n]:\/% Z Z expzﬂﬂ((}vﬂ"‘%)}?’[o,p]

o=— 11p=—2 11
= \/ﬁ ZO:ZP: [cos <27T <O]\T; + Z;:;)) + psin <27r <% + %))}
[Fy[o,p] + Filo, pli + Fjlo, plj + Fi|o, plk]
1 om n . om n\\ .
= WZZ [cos <27T<M +IJ)V>> + pisin (27T<M +IJ)V>)

+puj sin (27T(M + N))j—i—uksin (27T<M +]])\7;)) k]
[Fr[o,p] + Filo, pli + Fjlo,p|j + Filo, p]k]

Nous pouvons finir de développer le calcul sur chaque conmp@shu résultat ainsi :

AT o o (224 2))

—sin (27r(M + %)) [1iFi[o, p] + pjFjlo, p| + pFilo, p]]]

fr[m,n]
(3.43)

De la méme fagon nous pouvons exprinfgrf; et fi, expressions utiles pour la compréhension de
laTFQ:

P o,
film, \/—ZZ[ (2 (M N)>FZ[ 7 (3.44)
+sin (2r (3\? + ]]7\7;)) [~ Fyo, ] = 13 Filo,p] + i o, ]
ol = 7w 22 | ey +y)) oo (3.45)
+sin (27r (% + Wn)) (i Fi [0, p) — 1 Fr o, p] + ,UkFi[OapH]
frlm,n] = \/ﬁ ZO:ZP: [cos (2 (0]\27 + ?\?)) Flo, p] (3.46)
+ sin <27r <% + %)) [—piFj[o, p] + piFilo, p] — ,ukFr[OapH]

3.5.1.2 Propriétés de symétrie pour les images couleur

Symétries du spectre A partir de I'expression de la partie réelle dén

,n], on définit les fonctions
Sa[m,n] etSglm,n| € R comme suit :
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Salm,n]

fr[m,n] :\/_ZZ cos<27T<M—|—]])\7;)>Fr[0,p]

(3.47)

Sp[m,n]

—sin <2w (3\? + ?g)) [wiFilo, p] + 1 Fjlo, pl + 1k Fe[o, pl]

On cherche les conditions dans lesquelles cette partile @elquaternionf[m, n] est nulle, il faut
donc annuler les fonctionS, [m, n] et.Sgm, n].

Z Z cos (27r (Mm %)) F,[o,p] + cos (0) F;.[0, 0]

o=— M—l—lp——f-l—l
Moy (3.48)
3 3 om  pn I I M N
n (512l =
+;p:1005<ﬂ M—I—N o, p] + cos (m(m + n)) 71[2 2]

On ar,(0,0) + (-1)™*F.(5, &) = 0 doncvm, n € Zil faut que F,(0,0) = F. (&, ) = 0.
Ensuite on a :

o= +1P—_7+1
M 14 )
+ Z Z cos (27T (— + —>) F,lo,p]
o=1 p=1
Moy (3.49)
3 —om  —pn
= cos <27T< i +T>>Fr[ 0, —p)
o=1 p=1
i i om p
+ Cos (277 (ﬁ + W)) F.[o,p]
o=1 p=1
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-3

+S1n()

5 sin (27 (0 + 52)) (wiFilo,p] + 113 lo. ) + i Filo, ]
+lp=—5+1
n

F3[0,0] + 445 F5[0, 0] + 41 Fs [0, 0]]

+ Z Z sin (27r ( i N)) (wiFilo, p] + ;i Fjlo, p] + pFilo, pl]

o=1 p=1
. M N M N M N
i (nlm+) [ [ 5| + s |35 + e [ 5|
M 181
. —om =~ —pn
S (o (T Y ) Bl o) Bl
o=1 p=1
M_18-1 on
+ 2 2 sin (2 <M + N)> [iFilo,p) + w;iFjlo, p| + puFilo, pl]
(3.50)
commevz € Rsin(—xz) = —sin(x), pour obtenirSg[m,n] = 0 il faut que F;[—o, —p] = Fj[o, p],

Fj[—o0,—p] = Fjo, p] et F},[—o, —p] = Fi o, p] pour (o, p) € [0; ] x [0; 5.

Propriété [20] Soit F' une fonction quaternionigue représentant le spectre dimage couleur. Les
conditions suivantes permettent d’obtenir une fonctioatemionique purg associée a cette image cou-
leur aprés une transformée de Fourier quaternioniquesavainsi il faut quer;. [0,0] = F,.[4, 5] =0
etpourtoub € [1; & — 1] etpe [1; T —1]:

Fr[_07 _p] = _Fr [Oap] (351)

Il faut de plus, pour toub € [0; 2] etp € [0; §] :

Fj[—o,—p] = Fj[o,p] (3.52)
Fy[—o,—p] = Filo,p]

On retrouve donc une propriété équivalente a celle déjaumanvec I'analyse de Fourier complexe, a
savoir que le spectre quaternionique d’une image coulentieat comme une symétrie anti-hermitienne.

3.5.2 Interprétation du spectre quaternionique

Une fois la transformée de Fourier quaternionique définie pes images couleur[60], les auteurs
ont cherché a donner une interprétation de ce que reprédénfarmation décrite par les coefficients
du spectre. Une premiere fagon d’expliquer l'informatipectrale a été de décrire le spectre quaternio-
nigue avec la représentation exponentielle (cf. sectitr8B.c’est I'objet de la premiére partie de cette
section. Ensuite, on a séparé chaque coefficient spectrdé@n avec la notation en partie simplexe
et partie perplexe pour séparer l'information de lumirésie celle de chrominance. Cette séparation
permet d’exprimer comment les couleurs évoluent dans letigpguaternionique en fonction de la lumi-
nosité et de la chromaticité [65, 29]. Cependant I'analysp@sée par ces auteurs, comme nous verrons
en deuxiéme partie, est dépendante de la direction donmaéeaqsformée de Fourier quaternionique. En
effet, elle n’est valable que si cette direction corresparidxe des niveaux de gris défini par le quater-
nion purig,;s = itk Nous présenterons, dans la derniére partie de cettersdetistratégie que nous

avons développé pour appréhender le contenu fréequentieittietransformée de Fourier quaternionique.
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3.5.2.1 Interprétation du spectre quaternionique avec la atation exponentielle

On peut exprimer le spectre de Fourier en utilisant la nad@phase de module et d’axe qui caracté-
risent la notation exponentielle d’un quaternion. Lessiitations de la figure 3.14 permettent d'illus-
trer ces notions avec le calcul d’'une transformée de Fogueternionique sur lI'image Lenna : en
haut a gauche I'image originale puis a droite le module, négnh ensuite en bas a gauche la phase et
a droite I'axe de cette transformée de Fourier quaternienid.a direction utilisée ici est la direction

L= fgris = ”\%F’“ car elle ne donne pas plus d'importance a une composantaige’autre.

(© (d)

Fic. 3.14 — Les différentes représentations de la transforneéEadirier quaternionique : (a) image
originale ;(b) module ; (c) phase et (d) axe.

On rappelle que s} = qo + i¢q1 + jg2 + kgz € Halors3 ¢ € R, v € P tels que :
q = |qle”” = |q| (cos ¢ + vsin p)

ol v est unitaire pur et est I'axe de g,.es0n angle. Ces deux quantités sont données par les relations
de I'équation (3.9).

On choisit de représenter le logarithme du module de la foemge de Fourier quaternionique
comme cela est utilisé dans les visualisations de spectres.

Pour la phase et pour I'axe de la transformée de Fourierid el®isi de moduler les informations par
un seuil sur I'amplitude du module afin de ne pas interprésridformations non pertinentes. En effet
lorsque I'amplitude du module n’est pas suffisament impetal y a instabilité des valeurs numériques
de phase et d’axe.
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La phase est exprimée entrg et 7, nous avons alors choisi de l'illustrer en codant cetteaian
sur la composante de Teinte d'un espace couleur « Teintgrefan, Clarté » (HSV).

L'axe est lui codé sur trois composantes couleur d’'un espati®car c’est un quaternion pur.

Nous allons tenter d’interpréter les représentationstugaies précédentes de la transformée de Fou-
rier quaternionique.

Module La représentation graphigue du module ne pose pas de dfica elle est identique a celle
gue nous connaissons lorsque nous effectuons une tradsfateFourier complexe, elle correspond bien
a une mesure d’énergie suivant les fréquences spatialdgura 3.15 illustre ce point avec différentes

images et leur module quaternionique.

FiGc. 3.15 — Images et leur modules par la TFQ

Phase et axe Il est difficile d’exprimer exactement ce qu'apportent legions de phase et d’axe avec
l'illustration d’une image complexe comme celle de Lennaublremarguons toutefois que lorsque la
direction de la TFQ peut étre représentée par un vecteuewoperpendiculaire aux couleurs contenues
dans I'image analysée, I'angle obtenu par la TFQ reste leaerdrast associé a la couleur verte. Ce vert
correspond a un angle dgqui est la valeur limite de la fonctioarctan. Autrement dit, quand I'angle
est deF, l'information de phase n’est pas pertinente. Par exemple [a figure 3.16 la direction de la
TFQ esty = i; pour les images bleue, verte et cyan, images dans lesgjaeltzin pixel n’est fonction
du «rouge », I'angle apparait non pertinent avec une valegr. du contraire pour les autres images on
retrouve une variation de la couleur représentant I'argylepnyme que celui-ci apporte de I'information
pour ces images. Nous pouvons donc conclure que si l'infiioma’angle apparait avec une teinte verte,
et ce quelque soit la direction de la transformée de Folaighase n’est pas pertinente.

Nous n’avons cependant pas pu tirer d’autres conclusionérgles quand aux informations conte-
nues dans I'angle et I'axe obtenus aprés QFT pour une diredfanalyse quelconque. Cependant, si
nous choisissons la direction d’analyse de la transfornedeodrier suivant I'axe des niveaux de gris, il
est possible d’avoir un peu plus d’information sur ces denbons. Ell et Sangwine[29] effectuent une
transformée de Fourier quaternionique de directign, sur une image comportant un fond uni de cou-
leur jaune saturé a la moitié de la valeur maximale et un pati€ sur le coté supérieur gauche dont la
couleur est opposée dans I'espace couleur HSV a celle dudoitde bleu, lui aussi a moitié saturé. lls
illustrent le résultat en affichant les vues de module, daergde phase définis de la méme maniére que
précédemment. Nous effectuons la méme analyse que natsaiie avec deux images afin de pouvoir
comparer les résultats dans la figure 3.17. La deuxiéme imsigeonstruite comme la premiere mais
avec les couleurs inversées.
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Fic. 3.16 — Images et leur angle par la TFQ auee 1irouge = ?

La vue du module nous montre une forme de lobe caractémstijune impulsion donc elle est
cohérente. On observe qu'il n'y a pas de couleur verte powactériser la phase ce qui revient a dire
gu’elle est définie partout dans I'image. On remarque égahemies oscillations des valeurs de la phase
ainsi que de l'angle dans la direction attendue, en effetosesilations suivent une direction « Sud-
Est» correspondant a I'axe sur lequel se situe le petit camréaut a gauche. La deuxiéme figure
montre gu'en échangeant les couleurs dans I'image d'@&igim ne change pas le module, ni méme
I'orientation des oscillations de phase et d’axe commedtteDe plus, on constate que la phase obtenue
avec la deuxiéme image suit des oscillations complémestaircelles obtenues avec la premiére image
ce qui est cohérent car les couleurs analysées par la TFQ@ommiémentaires. On observe le méme
comportement entre les deux vues de I'axe. Cependant, cesvations ne nous permettent pas d’en
dire d’avantage tout comme les auteurs [29].

3.5.2.2 Interprétation du spectre quaternionigue en y assmant luminosité et chromaticité

Une autre fagon d’analyser le contenu fréquentiel obtemdrpasformée de Fourier quaternionique
est donnée dans [29]. Cette fois, on sépare les coefficientpelctre en utilisant les notations paral-
lele/perpendiculaire et la décomposition symplectique dections 3.1.13 et 3.1.11). Cependant, pour
commencer, on choisit d’extraire quatre coefficients duspeaux coordonnég®), Py) et ses syme-
triqgues dans les trois autres quadrants fréquentiels diirepe

On applique la TFQ inverse de directipn= 14,s @ partir des quatre coefficients symeétriques et on
obtient, aprés simplification, une somme partigilen, n| de la transformée qui correspond a I'apport
des quatre combinaisons de fréquences horizontales @alest positives et négatives dans I'image
spatialef[m, n] :
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FiGc. 3.17 — Images originales (a) et (e) ; leur module (b) et @urphase (c) et (g) et leur axe (d) et (h)
parla TFQ

Ogm , Pyn
f'Im,n] = exp%“(OTJr%) F[Og, P]
Ogm , Pgn
+ eXp_QW#(OT—F%) F[—Oo, —Po]

(3.53)

Il est expliqué dans [29] que chague exponentielle définiolanale du plan de chrominance dans
I'espace couleur pour le cas ou I'on choisit pour directienlaltransformeée, = j14,.4s.

N’importe quel coefficient du spectre peut étre séparé er gatties paralléle et perpendiculaire a
I'axe pg4ris de la transformée en utilisant la décomposition symplaetiq
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F[Oo, Po] = F}|[Oo, Ro] + F1[Oo, P (3.54)

avecF) [Oo, Ry] = F1]00, Ry] et F [Og, Po] = F2[Oo, Po]p2- Donc la partie parallele est la partie
simplexe de'[Oy, ) et la partie perpendiculaire est le résultat de la multtian de la partie perplexe
de F'[Oy, Py] avecpus (un quaternion pur perpendiculaireug.;s). La forme polaire est ensuite utilisée
pour exprimer les parties paralléle et perpendiculaire ave

F[Oo, Ry] = A exp"?t +A | exp"?? 11 (3.55)

Les parties paralléle et perpendiculaire du coeffici€fid,, Py] multiplient les fonctions exponen-
tielles de la transformée de Fourier quaternionique poodyire une image cosinusoidale. Cette image
cosinusoidale est caractérisée par les fréquences hializeet verticales données par les indiPgset
Py, et possede une amplitude, une phase et une orientatiode®par la valeur du coefficieA{Oy, Py].

La partie paralléle intéragit avec les exponentielles dmalasformée sans changer son axe :

exprdom+5n) A exph?t = Ay expham+Bn+61) (3.56)

aveca = 2w %2 et 3 = 2rLe les fréquences horizontales et verticales.

La phase; est donc simplement celle de la partie parallele gest son amplitude.

Cependant lorsque que I'on multiplie les exponentielledadeansformée par la partie perpendi-
culaire A | e*%2 5, on agit sur I'axe des exponentielles de la transformée deigfocomme suit (ceci
seulement parce que est perpendiculaire @) :

erlomtBn) o | b2 — A | eplomtBntba), (3.57)

Ainsi comme la direction de la transformée de Fourier @éisci esty,,.;, I'angle 6, représente
I'angle initial du vecteuy, qui est perpendiculaire au vectguy,;;. Commeyu, tourne autour deg,.;s,

il définit un plan. Un plan perpendiculaire a I'axe des nivede gris est un plan de chrominance et
I'angle 6- est utilisé pour donner une valeur initiale au vectgedans ce plan, il représente donc une
notion de teinte A | matérialise I'amplitude de la rotation.

On voit qu’avec cette approche on analyse le contenu deotfimftion fréquentielle avec des vec-
teurs qui effectuent des rotations dans I'espace coulas r@ations peuvent étre caractérisées par des
chemins couleur comme nous l'avons vu lors du premier cleapiiisque I'on effectue les rotations
sur le plan de chrominance. La théorie de Mc-Cabe[48] ess$ aliile pour appréhender la construction
de chemins couleur qui sont des sommes de chemins de basekeinin couleur total décrivant la
participation des fréquencéy, P ainsi que leurs symétriques dans le spectre est donné ici :

f'[m,n] = eMom+on) (Aﬁre“(’1+ + Aie“egﬂz)

+ eu(am—ﬁn) <Bﬁ‘eﬂ¢f + Bi‘elﬂz’;/@)

3 ~ (3.58)
+ e—u(am—ﬁn) (BH_e_Mbl + Ble—u% ,UQ)
+ e~ Hlam+0n) (Aie‘“ef + Aje M2 m)
avec
F[OO, PO] = Al—"_ﬁ‘uﬁr + AIeH@LMQ
F[—Oo, —PQ] = Aﬁﬁ_uef + AJ—_e—,uGE o
(3.59)

F[Oo, —PQ] = Bﬁ_eud)Ir + BI@W@L/LQ

F[—OQ,PQ] = BH_G_‘L@; + Ble_“¢5u2
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On obtient, grace aux symétries comprises dans le speaitergionique, un chemin couleur dont
la variation de luminosité suit I'axe des niveaux de grig. ¢&mtre, pour la variation de chromaticité, le
chemin total décrit une ellipse dans le plan chromatigue.

3.5.2.3 Interprétation du spectre par initialisation de Drac

Afin d’expliciter d’'une autre maniére I'information fréquielle incluse dans I'espace numérique
fréquentiel quaternionique nous proposons une autreégteatPour cela, nous avons choisi d'étudier
l'influence de l'initialisation d’'un Dirac dans le domaingéfjuentiel sur une image (domaine spatial
obtenu aprés transformée de Fourier inverse).

Insertion d’'une singularité En initialisant un point dans le domaine fréquentiel par oomstante,
on veut interpréter le résultat obtenu dans le domaineagirés transformée de Fourier Inverse. Ceci
permet de mettre en évidence les atomes élémentaires Iggeatie quaternionique.

M
1 : (o4 28
f[m,n] = \/W Z exp2 ,u( M TN ) F[ij]
o:—%-‘rl p=—5+1 (360)

1 om n
N S exp?™5F exp?™ N Flo, p]

ZM”‘Z

vl

On initialise F,

F:[0,0] = Fr[ J=0

M N
272
Fr[_0> _p] = _FT[Ovp]

Dans ce cas, il faut insérer deux points de la maniére s@vantog, po] = K, et F.[—og, —po] =
_Kr
on obtient donc :

— frm,n]
frlm,n] = K,cos (277 (% + ]%)) — K,cos <27r (-z;m n _i;m>>

donc

felmon] = (K, = Ky)eos (27 (2 +B22) ) =0

La partie réelle est donc bien nulle comme nous I'avons déeidinitialisant le spectre quaternio-
nigue correctement. Intéressons nous maintenant auxsaugneposantes :

- fl[m,n]

film,n] = K, p;sin (27T (— + ZM)) — K, u;sin <27r <—00m + —p0n>>

M N M N
donc

film,n] = 2K, p;sin <27T <W + %))

— fjlm,n] et fy[m,n]
Le calcul est le méme que pofifm, n], on obtient donc :

film,n] = 2K, p;sin (277 <W n I%))
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et

opm bon

felm,n] = 2K, uxsin (27T (W + W))

On constate que la partie réelle du spectre quaterniongfessociée aux évolutions impaires suivant
les trois composantes couleur pondérées par la directamatyseu.

On initialise F;
E[_Ov _p] = E[0>p]

Dans ce cas, il faut insérer deux points de la maniére s@vantoy, po] = F;[—o0, —po] = K;
on obtient donc :

_fr[m7n:|
= —Ki;si Q0 PO g isi —ogm | —pon
fT[man]_ i ST (271‘( % + N >> KZ,UZSZ'I’L <27T< i + ¥ >>
donc
Ko+ Kogusin (2 (2T PO
fT[man]_( Kz,uz+Kz,uz)8ZTL (27‘1’( i 4+ N )) 0
_fi[mvn]

Film,n] = K;cos (27T (M + @)) + K;cos <27T <_]0\2m + _]Pi[On>>

M N
donc
[m.n] = 2K, oom _ pon
film,n] = 2K;cos <27T( i + N ))
_fj[m>n]
; = —K; .81 %M | PORNN e —ogm  —pon
film,n] = ,uksm<27r(M + N)) Kz,uksm<27r< o R >>
donc
(o] = (Ko + Kog)sin (27 (200 4+ POYY =
film,n] = (= K;pi, + Kipy)sin (277( i + N )) 0
_fk[m7n]
= —Kipysi Qo PORNY s —ogm | —pon
felm,n] = Kzujsm(Qw(M + N)) Kipj;sin <27T< i + N ))
donc
(Ko 4 Ko ysin (20 (20T 4 POTYY _
frlm,n] = (—Kiu; + Kipj)sin (271( 7 + N>> 0

On constate que la partie associée a « i » capte les évolytares suivant la premiére composante
couleur et ceci quelque soit la direction d’analyse de la TFQ
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On initialise F;
‘Fj[_oa _p] = Fj[07p]

Dans ce cas, il faut insérer deux points de la maniere s@vdntoy, po] = Fj[—o0, —po] = K;

oom pon
fijlm,n] = 2Kjcos (27T (W + W))
Les valeurs dg,.[m,n], fi[m,n] et fx[m, n] étant nulles (cf. calculs partie précédente). Les résultat
se calculent de maniére similaire a ceux de la constanfalis@e ak;, on obtient donc une variation

paire sur la composante « | ».

On initialise F},
Fk[_O, _p] = Fk[oap]

Dans ce cas, il faut insérer deux points de la maniére s@vant[og, po] = Fi[—00, —po] = K
La méme chose est a remarquer dans ce cas.

oom  pon
) = 2Mc0s (2 (7 + 7))
fr[m,n] weos (2m (= + N

Les valeurs def,.[m,n], fi[m,n] et f;[m,n| étant nulles (cf. calculs partie précédente), on obtient
une variation en cosinus sur la composante «k ».

Influence du choix dey  Linterprétation de l'initialisation du domaine fréquéitquaternionique par
un Dirac peut alors se diviser en deux parties :

— L'atome associé a une composante imaginaire est uneigargire sur la couleur associée. Donc
un Dirac dans le fréquentiel sur une composante «i» donm@avariation de couleur suivant
la composante «i» dans le domaine spatial. Il apparait ingaieque le coefficient n'a pas
d’'influence lors de l'initialisation de la constante si edigt prise seulement sur les composantes
imaginaires de I'espace d'insertion fréquentiel.

— Lorsqu’on affecte un point de I'espace fréquentiel par ura®sur la composante réelle, il en
résulte une variation impaire de couleur suivant la dicectionnée par le terme

Nous illustrons ci-dessous l'initialisation du spectre@des images en couleur dans I'espRteB

(cf. figure 3.18).

Initialisation sur les parties imaginaires du spectre avetin figyciconque  LOrsgu’on initialise un point
fréquentiel sur une ou plusieures parties imaginaires eatsp en utilisant la transformée de Fourier
guaternionique inverse, nous obtenons comme décrit dapesrti@ précédente des oscillations de cou-
leurs. La couleur dominante de ces oscillations corres@oad aux axes concernés par l'initialisation
c’est a dire que lorsqu’on initialise la premiére composamaginaire du spectre par exemple, I'os-
cillation obtenue sera décrite sur la premiére composamtiindage spatiale soit le rouge (cf. figure
3.18).
Pour chacune des images l'initialisation a été faite commite s
— 1¢7¢ ligne, 1¢"¢ image : init aveqLum F;[o,p] = K; et F;[—o, —p| = K;
— 1¢7¢ ligne, 2 image : init avequLum Fj[o,p] = K; etFj[—o, —p] = K;
— 1°7¢ ligne, 3 image : init avequLum Fy[o,p] = K}, et Fj,[—o, —p] = K},
— 2% ligne, 1°"¢ image : init avecuLum Fjlo,p] = K;, Fjlo,p] = K, F;[~o,—p] = K; et
Fjl—o0,—p] = K;
— 2'¢ ligne, 2'¢ image : init avecuLum Fj[o,p| = K;, Fylo,p] = Ky, Fi[—o0,—p] = K, et
Fi[—o0,—p] = K,
— 2'¢ ligne, 3'¢ image : init avecuLum Fjlo,p| = Kj, Filo,p| = Ky, Fj[—o,—p] = K; et
Fi[—o0,—p] = K,
— 3 ligne : initialisation aveq.Lum F;[o,p] = K;, Fj[o,p] = K, Fylo,p] = K}, Fi[—o0,—p] =
K;, Fjlo,p] = Kj et Fi[—o, —p| = K},
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Nous constatons que les couleurs obtenues respectentaalassie la synthése additive car ajoutées
entre elles, elles forment le blanc.

A
7

FIG. 3.18 — Exemples d'initialisation avec utt;,

Initialisation sur la partie réelle du spectre avecu # pr., Comme nous avons vu dans la partie
calculatoire, il est aussi possible d'initialiser le spectur sa partie réelle. Dans ce cas, en respectant
les conditions d'initialisation, on peut obtenir aussi dasations de couleur. Il faut alors jouer sur la
direction de la transformée de Fourier quaternionique pdtenir des couleurs différentes (cf. figure
3.19).

Pour chacune des images l'initialisation a été faite commite s

— 1°7¢ image : init avequpum = ”\gk F,Jo,p] = K, etF,[—o0, —p] = — K,

— 2i¢image : init aveQurouge = i, Fr[o,p] = K, et F,[—o, —p] = — K,
— 3% image : init aveQuasagenta = % Flo,p] = K, etF,[—o, —p] = — K,

On remarque donc que la variation de couleur obtenue edidarge la direction donnée a la trans-
formée de Fourier. Par exemple, si la direct}onaut%, le résultat sera une variation impaire sur les
deux composanteset k (cf. figure 3.19b). Ceci équivaut a une variation avec awarhplitude dans le

rouge que le bleu soit d’aprés la synthése additive le magent
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@ | (b) (©)

FiG. 3.19 — Exemples d'initialisation avec W= 1irum

Variations géométriques Comme nous l'avons vu, le spectre quaternionique vérifioteon de dis-
tributivité de I'énergie en fonction de la géométrie. Noosiypons donc régler I'orientation des variations
de couleur suivant les coordonnées des points affectés plitaie dans le domaine fréquentiel. Cette
orientation suivra un axe perpendiculaire a la droite ntllas deux points affectés par l'initialisation
d’amplitude fréquentielle et passant par 'origine.

Nous choisissons, par exemple, pour la figure suivante (eftdi3.20) d'illustrer différentes orien-
tations spatiales en fonction des points du plan fréqueinitalisés en amplitude (oscillations dans le
jaune).

Pour chacune des images l'initialisation a été faite commite s

— 1¢7¢ ligne, 1°"¢ image : init avequ jqune Fr[o, p| = K, et F.[—o, —p| = — K,
— 1°7¢ ligne, 2¢ image : init avequ jqune (0, —p) = K, et F.(—o,p) = — K,
— 2% ligne, 1°7¢ image : init aveqs june - (0,p) = K, et F,.(0, —p) = — K,
— 2% ligne, 2t image : init aveqt squne Fy.(—0,0) = K, et F.(0,0) = — K,

ZoN
=

FiG. 3.20 — Exemples de variations géométriques des raies dieucou
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Nous allons maintenant illustrer une utilisation possitile spectre de Fourier caractérisant des
images couleur. L'application que nous développons esélmenque celle utilisée par les complexes, a
savoir un schéma de filtrage.

3.5.3 Applications

A notre connaissance, on ne peut trouver dans la littérgueejuelques applications a la transformée
de Fourier quaternionique. Linformation fréquentiellentenue dans le spectre quaternionique est par
exemple utilisée en tatouage d’'image numérique [2, 3]. L® BFaussi été utilisée pour calculer des
corrélations d’'images couleur [64, 50, 53]. A partir deud fréquentielle que nous avons menée, nous
pouvons proposer une approche de filtrage fréquentiel afiecd’effectuer des traitements bas-niveaux
sur le spectre quaternionique d’'images couleur.

3.5.3.1 Filtrage fréquentiel

Pour faire du filtrage fréquentiel, notre approche est la m§ae celle avec des images en niveaux
de gris a savoir un simple fenétrage. Nous appliqguons doadransformée de Fourier quaternionique
sur une image couleur pour obtenir son équivalent en termieédeience. Nous appliquons ensuite
un masque correspondant au gabarit du filtre désiré sur krepebtenu, en réduisant au choix les
informations de basses ou de hautes fréquences. Finalamestappliquons une transformée de Fourier
quaternionique inverse et nous obtenons l'image filtrée :

frie = TEQI{H.F} (3.61)

avecF' = TFQ(f) la transformée de Fourier quaternionique de I'image oaigiret H la réponse
fréquentielle du filtre.

La figure 3.21 illustre les résultats obtenus pour un filtrpgese-haut avec cette méthode (on a
Hlo,p] = 1Yo,p € [-¥ + 1; %] x [-& + 1; §)). Cette figure montre que ce filtrage fréquentiel
conserve les couleurs des images originales et que le eohtute-fréquence est bien isolé du reste
des images. En effet les contours des rectangles dans la Bgeitg, du cercle et du quadrilatére dans
la figure 3.21h sont de la méme couleur que dans I'image @aligitl.es mémes constatations sont pos-
sibles avec les détails du chapeau de I'image de Lenna fdaés la figure 3.21c et de la bouche dans
la figure 3.21d. Toutefois, nous avons utilisé un simple tfag® dans le domaine fréquentiel et cela a
pour conséquence d'introduire des phénomeénes d’osgilesur les contours des images filtrées. Méme
si le produit fréquentiel n'est pas équivalent au produitdevolution spatial avec les quaternions, nous
remarquons donc qu'il apparait un type d’artefacts éqgenta ceux introduits par un fenétrage fréquen-
tiel par une fonction porte sur des images en niveaux de @rigemargue que les oscillations induites
par notre fenétrage fréquentiel varient entre les couletiginales des images et leurs complémentaires
dans I'espac&kV B. Par exemple, pour le cercle la variation est entre le rotigerecomplémentaire le
vert et pour le quadrilatére la variation est entre le blespetcomplémentaire le jaune. On illustre ainsi
I'interprétation du spectre dont les coefficients travetrsies chemins elliptiques sur le plan chromatique
tandis qu’ils gardent a peu prés la méme clarté, en effetrdetitin utilisée ici est I'axe des niveaux de
gris Hgris-

La figure 3.22 illustre le résultat du méme filtrage mais effé@n utilisant des directions de trans-
formées différentes. On remarque que les résultats sontdeses quelque soit la direction utilisée pour
effectuer la transformée de Fourier méme pour des imagesmpartant gu’'une seule couleur alors que
la direction de I'analyse n’est pas celle-ci. En fait a paté notre analyse précédente sur le domaine de
Fourier, il n'est pas étonnant de retrouver les mémes gisulvec des directions différentes. En effet,
nos images couleurs sont encodées en utilisant les troipasantes imaginaires d’'un quaternion. Que

50n parle du complémentaire en synthése additive. Si on se gins le cercle des couleurs primaires, le complémentaire
d’une couleur est celle qui lui est directement opposée ldarercle. Autrement dit si I'on trace une ligne passant joaigine
et une couleur, sa complémentaire se trouve a l'intersedeocette ligne et de I'autre extrémité du cercle.
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]
(9) (h)

FiG. 3.21 —Résultats du filtrage quaternionique passe-haut (a) image originale de Lenna ; (b) pass-

haut appliqué sur (a) ; (c) détails du chapeau ; (d) détailgishge ; (€) image couleur simple; (f) pass-

haut appliqué sur (e); (g) détails des contours des redangrt et blanc ; (h) détails des contours du
cercle rouge et du quadrilatére bleu. On remarque que lag@tfréquentiel préserve les couleurs des
images originales.

se passe t-il une fois I'information spatiale traduite efoimation fréquentielle ? Et bien tout comme
une initialisation sur une composante imaginaire du spestgcrit la variation de couleur spatiale sur la
méme direction et quelque soit la direction d’analyse, Vamle méme lors de I'analyse pratique. Nous
remargquons méme que pour I'image constituée uniquemeribdass de couleur plus ou moins rouge,
le filtrage passe-haut détecte la couleur méme avec uneidiretiivant le bleu.

La figure 3.23 montre que cette stratégie de filtrage est anfégpour pouvoir détecter des contours.
Une carte des contours est obtenue par seuillage des valesokies des images filtrées. Cette approche
peut étre généralisée au filtrage par bande de fréquenceslubeles résultats montrés sont obtenus
en utilisant le parametre de directigg, ;s de la TFQ qui ne privilégie aucune couleur par rapport aux
autres.

3.5.3.2 Banc de filtres quaternioniques

A partir de notre étude du domaine de Fourier quaternionigngremier banc de filtre quaternio-
nigue a reconstruction parfaite, appliqgué aux images couieété développé au sein de I'équipe [10].
La difficulté principale repose sur la définition des difféefiltres fréquentiels permettant d’obtenir une
reconstruction parfaite de I'image. La figure 3.24 illudas résultats obtenus par cette méthode sur une
image couleur test composée de formes simples ainsi quinage naturelle. Nous pouvons observer
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(a) (b) (c)

(d) (e) ®
FiG. 3.22 —Résultats du filtrage quaternionique passe-haut avec desrdctions différentes : (a)
image originale ; (b) passe-haut avec directios I (réhausse) ; (c) passe-haut avec directiof 1g,is
(réhaussé) ; (d) image originale ne comportant que des esaterouge ; (e) passe-haut avec direction

1 = I donc associé a la couleur rouge (réhaussé) ; (f) passe¥euitimectiony = K soit associé a la
couleur bleue (réhaussé).

avec les résultats que la représentation contient touddasedats attendus : la partie passe-bas corres-
pond a I'approximation grossiére de I'image d’origine tangue I'information haute fréquence parait
plus dispersée : les coefficients sont importants uniquéesiees contours sont présents dans le support
de l'ondelette. De plus, les couleurs représentées parkefficgents comportent de I'information sur
les couleurs des discontinuités que les coefficients déte@touleurs complémentaires). Une copie de
I'article est présentée a I'annexe C.

3.6 Conclusion

Nous avons pu au cours de ce chapitre étudier 'opportufitdiser les quaternions pour encoder
les trois composantes nécessaires pour décrire une codleicouleur étant encodée sur la partie vec-
torielle d'un quaternion, il devient plus facile de manigwules couleurs entres elles. Aprés avoir défini
guelques transformations géométriques en utilisant lageguions nous avons développé une approche
spatiale de détection de contours. Ce détecteur de congbirasé sur la définition d'un gradient de
saturation et détecte correctement les ruptures chronesticcependant il est inefficace pour les rup-
tures achromatiques. Ensuite, nous avons effectué une éasidifférentes définitions des transformées
de Fourier quaternioniques dont deux d’entre elles ont étailttes. La premiéere, définie par Bilow,
permet de faire apparaitre des attributs locaux sur desesnegglles c’est a dire en niveaux de gris.
Cette analyse permet ainsi la caractérisation de strigc®Dede ce type de signaux. Ensuite, nous avons



3.6. Conclusion 75

FiG. 3.23 —Détection de contours par filtrage quaternionique passe-ha : (a) image originale de
Lenna; (b) carte des contours par passe-haut a partir décfajmage originale du babouin; (d) carte
des contours par passe-haut a partir de (c) ; (e) image aligde la maison ; (f) carte des contours par
passe-haut a partir de (e).

étudié précisément la transformée de Fourier quaternienappliquée aux images couleur définie par
Sangwine. Nous avons tout d’'abord analyser comment se ataitpmumériquement cette transformée,
c’est a dire quelles contraintes étaient ajoutées a laftranée du fait de son utilisation dans le cadre
spécifique des images numériques couleur. Une série dergysndties a ces contraintes est d'ailleurs
apparue. Ensuite, plusieurs interprétations du conteyguémtiel ont été apportées mais des problemes
d’interprétation de l'information spectrale persistdmirsque la direction de la transformée est I'axe des
niveaux de gris, une interprétation qui reprend I'analysectale de McCabe par les chemins couleur
est possible. Cependant, lorsque cette direction estdiffé, I'information spectrale semble bien plus
difficile a interpréter. On sait cependant que les partieagimaires du spectres sont associées, indépen-
damment a la direction, a des variations paires dans le densgiatial. La partie réelle du spectre est
par contre associée a des variations impaires dans le derspéttral mais aussi a la direction de la
transformée. Dans le chapitre suivant, nous nous intéessau formalisme des algebres géométriques
qui étend un peu plus les possibilités des quaternions paitertles images numériques couleurs.



76 CHAP 3 - MODELISATION DES COULEURS PAR LES QUATERNIONS

(b)

(d)

FiG. 3.24 — La décomposition en ondelette : (a) image originatele ; (b) les coefficients d’ondelettes
normalisés pour chaque plan couleur ; (c) image naturaileleé coefficients d’'ondelette normalisés



CHAPITRE 4

M ODELISATION DES COULEURS PAR LES
ALGEBRES GEOMETRIQUES

Les algébres géométriques permettent la généralisatmgudgernions. Elles permettent de plus, de
comparer des éléments de l'algebre appelés multivecteurdgs relations géométriques évoluées défi-
nies de maniére algébrique. Nous proposons, dans ce @apiitiliser ce formalisme en I'appliquant
aux images numériques couleur avec une caractérisatiodnaua fréquentielle et des opérations de
manipulation des couleurs dans le domaine spatial.

4.1 Algébres Géométriques

4.1.1 Définition

Une algebre de Géométrique ou aussi appelé algebre der@lég&i définie comme solution d’'un
probléme universel dont la donnée de base est un espaceieleEtdsur R) de dimension finie. muni
d’'une forme quadratiqué& (voir par exemple le livre de M. Postnikov [58]). Pratiquethest pour faire
simple, en notanf (E, @) l'algébre de Clifford obtenue a partir du cougle, @) :

— C(F, Q) est de dimensio™ (en tant qu’espace vectoriel SBJ ;

— FE s'injecte dang (F, ) de telle sorte que I'on peut identifier les vecteurdta des éléments de

C(E,Q);
— on a pour tout vecteur de E : v?> = Q(v) (ol v? désigne le produit de par lui méme dans
C(E,Q));
— une base d€'(F, Q) est donnée par I'ensemble :
{eileiQ s eik,il < g < .- 'ik,k? S {1, cee ,’I’L}} (4.1)
auquel on adjoint = e (ici (e1,- - - , e,,) désigne une base dg).

Dans ce qui suitF sera soitR; soit R et ) la forme quadratique euclidienne correspondante.
Nous noterongj, (resp.Gs) les algebres de Clifford associées (notées aussi queliguef , et
R3,0)-

Chacun des éléments de la base d’'une algébre de Clifforgestéaun multivecteur. Cette notion de
multivecteurs correspond a I'extension de l'interpréatgéométrique que nous nous faisons des vec-
teurs a une dimension supérieurg. &n effet, intuitivement, nous associons a un vecteur ucbdlgui
est une interprétation de ce vecteur. Cette fleche est amfaitgment de droite qui posséde une origine,
une longueur ainsi qu’une orientation définie par le sensedérémité du vecteur. Une droite est un

77
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sous-espace vectoriel de dimensibrLorsqu’on se place dans I'algébre géométrigise elle corres-
pond a unl-vecteurde I'espace vectorid},,. Les multi-vecteurs sont I'extension de cette interpiétat
géométrique aux dimensions supérieures de I'espace. léotbiw correspondra donc a une portion de
plan orientée du fait de ses deux dimensions. De méme urctiiwesera représenté par une portion
3D orientée de I'espace. La figure 4.1 illustre cette notiomentrant une représentation de I'ensemble
des multivecteurs composant I'algébre géométrigtidl est possible d’effectuer des opérations géomé-
triques en utilisant les multivecteurs (sous-espace®kietsd de dimensiof: < n) et en leur appliquant
des opérations algébriques. Ceci présente un grand iotréh évite ainsi la manipulation des vecteurs
par l'utilisation des produits de matrices.

Comme indiqué juste avant, nous n'utiliserons dans cettiéepgour manipuler les images numé-
riques couleur caractérisées par trois composantes, iquement les algébres géométriqugset G
obtenues a partir des espaces vectoiiélset resp.R? munis de leur base canoniqge;, e2) et resp.
(e1,e9,€3), associés a la forme quadratique euclidienne corresptsid@omme nous serons amené a
considérer les couleurs dans I'espace couletr le choix de la forme quadratique euclidienne s’impose
du fait de la nature euclidienne de I'espae®é.

€3

FiG. 4.1 — Les éléments de la base constituant 'algébre gémméig> : 'espace est décrit par les
vecteurse, es eteg, les bivecteure o, eag etes; et le trivecteur ou pseudoscalaitgs.

Les algébres géométriques sont décrites par de nombrewaukralans la littérature, on pourra se
reporter par exemple a [14, 22, 30, 38, 37, 40].

4.1.2 \ocabulaire

— Unmulti-vecteurest un vecteur de I'algébre pouvant s’écrire par combimdig@aire des vecteurs
de la base de I'algébre. On définit de maniére générale um-vealieur deg,, par :

A=Ay, (4.2)
k=0

avec(A), la partiek-vectoriellede A ou I'opérateur dgradek.
Par exemple, on peut donc exprimer un multi-vectéuyuelconque d€; de la maniére suivante :

A = Apgeg + Arer + Ages + Ases + Agzeas + Asresr + Aigern + Aqozerns (4.3)

Suivant les références dans la littératugeest parfois remplacer par
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— On peut donc aussi décomposer le multi-vectsuivant ces parties k-vectorielles, par exemple
grade0 de A :(A), = A, ou grade2 de A : (A), = Aszezs + Asiez + Arzern.

— Un multi-vecteur simpled dansGs est un multi-vecteur pour lequel il existe un et un sgul
0 <k < 3, tel que(A), est non nul.

4.1.3 Les produits

La manipulation des k-vecteurs se fait par I'utilisation diférents produits. Le premier produit
utilisé est le produit géométrique, en prenét, es, es, - - - ,e,) les 1-vecteurs formant la base Ré
on obtient par le produit gé¢ométrique, les bivecteurs,rigedteurs et ainsi de suite jusqu’au n-vecteur
ou pseudo-scalaire;ss...,, formant les éléments de la base de l'algégre Ensuite différents autres

produits sont définis comme le produit interne et le prodxiiéme qui nous permettront de définir des
transformations géométriques dans I'algébre.

4.1.3.1 Produit Géométrique

Comme nous Il'avons dit, le produit géométrique nous seal a construire les différents élé-
ments de la base dg, a partir des 1-vecteurs de la baseRieen appliquant la loi d’associativité, de
distributivité par rapport a I'addition d&,.

On donne dans les tableau 4.1 et tableau 4.2 les différendsiipg géométriques entre les éléments
des bases dg, etGs qui sont les algébres géométriques que nous utiliseromd@venages numériques.

| [[1 ] e e e |
1 1 €1 €9 €12

er || er 1 €12 | €2

€ || e2 | —epp | 1 | —e

ez [ e | —e | e | —1

TAB. 4.1 — Produits géométriques des éléments de la bage de

‘ H 1 ‘ e1 ‘ ez ‘ es ‘ €23 ‘ €31 ‘ €12 ‘ €123 ‘
1 1 €1 ) €3 €23 €31 | €12 | €13
el el 1 €12 | —e31 | €123 | —e3 | €2 €23
) €2 | —e12 1 €23 €3 €123 | —€1 | es1
es €3 €31 | —eas 1 —e9 €er | €123 | €12
€23 || €23 | €123 | —e3 €2 —1 | —e1n | e31 | —e1
es1 || e31 €3 €123 | —€1 | €12 —1 | ez | —e2
ez || e12 | —e e1 €123 | —€31 | ez | —1 | —eg

€123 || €123 | €23 €31 e | —€1 | —ex | —eg | —1

TAB. 4.2 — Produits géométriques des éléments de la bagg de

On peut maintenant obtenir par combinaison linéaire le yitagfométriqgue de deux multivecteurs
guelconques dgs ou Gs.

— pourgs il est calculé de la maniére suivante avkecB € G :

AB = (ag + a1e1 + azez + a1ze12)(bo + bieq + baeg + bizer2)
= (apbo + a1b1 + agbs — a12b12) + (apb1 + a1bg — azbiz + a12b2)eq
+ (agb2 + a1bia + a2by — aiab1)es + (agbia + a1ba — azby + ai12bp)ers
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— pourGs on peut le calculer par un produit matriciel suivant avee= Ageg + Aie; + Ages +
Aszes + Agzeos + Asres) + Aiaera + Ajozeras €t B = Bpeg + Biei + Boeg + Bses + Boseags +
Bsjes1 + Bigeia + Biazeizz appartenant &s :

Ag Ay Ag As A3 Azl Ap A By
Ay Ay A —Az; —Apz Az —Ay  —Ag3 By
Ay —Ap Ay Ay —A3 Ay Ay Az By
AB = A3 A3 Az A Ay —Ay —Apz A Bs
Agz Az —Asz Ao A A —An Ay Bas
A1 Az Aps A1 —Ap A Aoz Ay Bz,
A —Ay Ay Az Az A A A3 Bio
Az Az Az A Ay Ay As A Bias

Nous allons donc maintenant nous intéresser aux difféearites produits pouvant étre utilisés dans
les algébres géométriques.

4.1.3.2 Produit Externe

Le produit externe, noté&, permet de caractériser les sous-espaces vectorielsggérarune famille
libre de vecteurs (non linéairement indépendants). Pangbeeen utilisant le produit externe sur deux
1-vecteurs indépendants, on obtient un bivecteur, si degrumultiplie celui-ci par un autre 1-vecteur
indépendant, on obtient un trivecteur représentant pampbeele plus grand sous-espace vectoriefjge

On définit le produit externe dadk, par rapport au produit géométrique de la maniére suivarge av
AetBegG,:

n n
r=0 s=0

La formule donnée ici est trés générale mais permet de ealtilproduit externe de deux multi-
vecteurs n'ayant pas forcément la méme dimension. En é&fetultivecteurA est de grade la ou le
multivecteur B est de grade. On effectue le produit géométrique entre les deux multiugs et on
garde uniquement les coefficients qui représentent laepatti s-vectorielle.

Pour donner un exemple, on peut obtenir le produit externdeds multivecteurs commd =
Apeo + Arer + Ageq + Ases + Agseas + Asies + Aisers + Araserss €t B = Boeg + Birer + Baes +
Bses + Bogeos + Bsies1 + Bise1s + Biozeqas quelconques dés par le produit matriciel suivant :

Ap 0 0 0 0 0 0 0 By

A Ag 0 0 0 0 0 0 B

As 0 Ag 0 0 0 0 0 By

| 45 0 0 4 0 0 0 0 By
ANB=1 400 0 A3 Ay A) 0 0 0 Bas
Az As 0 -A, 0 Ay 0 O B3

Ay —Ay Ay 0 0 0 Ay O Bis

Argz Asz Az A A Ay Az A Bias

4.1.3.3 Produit Scalaire

Le produit scalaire, noté est souvent utilisé pour donner une notion de distance modee ¢f.
4.1.5.9 aux multivecteurs, il se définit par la partie scalaire dedpit géométrique aved, B € G, :

AB =" "((4),(B),) (4.5)

r=0 s=0
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4.1.4 Propriété du produit géométrique

Une propriété remarquable du produit géométrique est que geux 1-vecteurs ety deR™, le
produit géométriqgue se décompose a l'aide des produitaise@t externe que nous venons de définir :

ry=xy+ax Ay (4.6)

Lorsquez ety sont orthogonaux, leur produit scalaire est nul. Il ne rpkts que leur produit externe,
or les élémentsgy, eo, e3,- - - , e, de la base d®”™ sont par définition tous orthogonaux entre eux. On
obtient donc, en les multipliant, les bi-vecteurs@g Les trivecteurseios, €124, €(n—3)(n—2)(n—1), " **
sont le résultat des produits géométriques d’'un 1-vectedadbase avec un bivecteur orthogonal. On
construit ensuite les 4-vecteurs de la base et ainsi dejssga’au n-vecteur de la base qui est unique et
aussi appelé pseudoscalaire. La base complédg, dst constituée d&"” multivecteurs.

4.1.4.1 Produit Interne

Pour le produit interne, on utilise faontraction & gaucheotée|, cette notion permet de généraliser
la notion d’orthogonalité définie par le produit scalaireaaique de deux vecteurs " a deux k-
vecteurs, sous-espaces vectorielg/deSi les deux k-vecteurs sont orthogonaux, leur produitirgtest
nul. Il se définit & partir du produit géométrique avecB € G, :

AIB=)">"((4),(B),),_, 4.7)

r=0 s=0

Encore une fois avec des multivecteur®t B € G5 on peut obtenir le produit interne par le produit
matriciel suivant :

Ag Ay Ay A3 Az Az A A By
0 Ay O 0 0 As  —Ay —Ags By
0 0 Ay 0 —A3 0 Ay —Ax By
_ 0 0 0 Ay Ay —Ay 0 —Ai9 B3
AlB = 0 0 0 0 A4 0 0 A Bos
0 O 0 O 0 Ap 0 Ag B3
0 0 0 0 0 0 Ag As Bis
0 O 0 O 0 0 0 Ap Bios

Soientu = uje; + uges + uges €tv = viey + voes + v3es deux l-vecteurs dé€s, dans ce cas, le
produit interne est égal au produit scalaire et vaut :

UV = U1V + U2V2 + uU3v3 (4.8)

4.1.5 Notions Complémentaires
4.1.5.1 Réversion

La réversion est une notion qui servira pour définir notantrliewerse et aussi la norme. Soit le
multi-vecteur quelconqud = »"'_ (A), deg,, saréversionA est définie par :

A=Y (A

F=0 (4.9)
=3 (1) (A,
k=0

La réversion vérifie les propriétés suivantes :
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AB =BA
. (4.10)
A+B=A+1B
De (4.9) on déduit que la réversion d’un multivectddrde G2 vaut :
Mgz = (Mg + (M) — (M), (4.11)
et celle d’un multivecteu?/ de G3 vaut :
Mgs = (Mg + (M) — (M)y — (M) (4.12)

La notion de réversion correspond a I'équivalent de la motie conjugaison que nous connaissons
pour les nombres complexes et que nous avons vu avec lesrgaateen 3.1.4. En effet, nous l'illustrons
au travers de la définition de la norme.

4.1.5.2 Norme

Lanormede A € G,, est définie par le produit scalaire depar rapport a sa réversion :

|A] = A-A=/(AA), (4.13)

Donc pour un multivecteur A dé? la norme est donnée par :

Al = /A3 + A3 + A3 + A3 + A%, (4.14)

Nous voyons donc ici qu'il existe une correspondance emtreéVersion d’'un multivecteur et la
conjugaison complexe ou quaternionique qui permettenedgmt de définir la norme pour ces deux
autres algébres. En effetsic C alors|z|> = 27 et sig € H alors|q|? = ¢q.

4.1.5.3 Inverse

Le produit géométrique est inversible, c’est a dire que pour multi-vecteurX deg,,, il existe un
unique multi-vecteuX ~! degG,, tel queX X~ = 1, avecl le scalaire unité dg™. Certains éléments de
g™ appelésverseurssont inversibles facilement, il s’agit de ceux pouvant ptéxer comme un produit
de 1-vecteurs. Cependant tout multivecteugtiene s'exprimera pas avec un tel produit. Par exemple la
somme d’un scalaire et d’un vecteur est un multivecteur magt pas exprimable sous forme de produit
de vecteurs. Grace a la réversion on peut calculer l'invdtise verseurde G™ :

X

Xt=_"— (4.15)
XX
Pour illustrer, si on prend un 1-vecteur d€/; alorsuu est un scalaire :
~ _ 2 _ 2 2, .2
ut = (ure; + ugegy + uges)” = uj + uj + uj (4.16)
on obtient dona;~! le 1-vecteur deJ; inverse deu par :
_ u u u
uw = = =— (4.17)

ud+ud+ud wi+ud+ud |u
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4.1.5.4 Dualité

La dualité définit une notion d’espace orthogonal : pour urssespacer d’'un espace vectorief,
il existe un sous-espacE" de& qui est orthogonal & vérifiant la relation suivanteF @ FL = £.

On définit, aved,, = e123...,, le pseudoscalaire, Bual A* d’'un multi-vecteur simpled € G,, qui lui
est donc orthogonal par :

A* = AL, = —AI, (4.18)
Le dual d’'un 1-vecteut = ujeq + uges + uses deGs est donc :
u* =wulejas
= —uejzz = —(ure1 + ugez + uges)eias (4.19)
= —U1€23 — U2€31 — U3€12

Un autre exemple : le dual d’un bivecteur formé par deux tewgsa etb dansG? est le 1-vecteur
B* produit mixte dex x b (régle d’orthogonalité des trois doigts de la main drdifef. figure 4.2).

(anb)*=axb (4.20)

B"=aXb

B=aAb

FIG. 4.2 — le 1-vecteuB* est le dual du bivecteuB = a A b dansg?.

4.1.5.5 Propriétés remarquables pour des 1-vecteurs

Par la suite, nous verrons que nous avons choisi de coderftesations couleur sur des 1-vecteurs
de I'algebreGs. Nous désirons donc mettre ici en évidence des propriétdesproduits de 1-vecteurs.
Pour deux 1-vecteurs dg, nous avons la relation suivanteh = a|b + a A b. Le produit internez | b
(resp. externe: A b) est donc la partie symétrique (resp. antisymétrique) ddyst géometriquesb et
peut s'écrire :

alb zl(ab— ba)
% (4.21)
alb :§(ab + ba)

Nous ajoutons ici quelques propriétés qui facilitent sotles calculs effectués avec des 1-vecteurs
dansg,,.

Soita un 1-vecteur d€j,,, on a alors :

—-a=a;
la] = \/{aa) = Va?;
— aa = aa = a* = [a]?;

a [

o —|

_a
a =g aa al?

o
B

— CL(J,_1 =

S

_ la® _

N

al

[S)
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4.1.6 Transformations géométriques

Comme leur nom le suggere, les algébres géométriques pentnde définir des transformations
géométriques en utilisant le formalisme des notationsoaigees. La figure 4.3 indique des exemples de
transformations du plan définies a partir de 1-vecteurs dalgebre G, ou Gs.

FiG. 4.3 — On définit les transformations géométriques de basetia e deux 1-vecteurs etv, degGs
ougs : v estla translation du vecteuy parvs ; v est la projection de; surwv, ; v, estla réjection de
vy par rapport &, etwv, est la réflection de; par rapport &

4.1.6.1 Translation

Soientvy, v9 et v; des 1-vecteurs dé, ou Gs, la translationv; de v, par vy est donnée par leur
somme :

Vg = V] + Vg (4.22)

4.1.6.2 Projection

Soientvy, vy €ty des 1-vecteurs dé; ou Gs, la projectiony; (ou bienvff) dewv; survy est donnée
par :

’UH = (’Ulj’l)g)vz_l (423)

4.1.6.3 Réjection

Soientvy, vy etv, des 1-vecteurs dg; ou Gz, la réjectionv; (ou bienv'*) dewv; par rapport &
est donnée par :

vy = (v1 Avg)uy ! (4.24)

4.1.6.4 Reéflexion

Soientv;, v, etv, des 1-vecteurs d&, ou Gs, la réflexionu, (ou bienv??) dewv; par rapport &, est
donnée par :

vy = (01J02)1)2_1 — (1 A 2)2)2)2_1

o (4.25)
= V20109
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4.1.7 Notation exponentielle et rotation

Il est possible d'utiliser la notation exponentielle avexs divecteurs. Lintroduction du concept
d’exponentielle est issue du fait que I'ensemble des bawgstajouté aux scalaires représente une sous-
algebre isomorphe a I'algébre des quaternions elle mémeighe a celle des complexes. Cette notation
comprend donc une partie scalaire et une partie bi-vetim(ieétant un bivecteur unitaire).

e’ = cosf + sinf.J (4.26)
N~ S~

scalaire  bivecteur

La notation exponentielle est donc généralisée et nousqtgrar exemple de représenter les rota-
tions.

L'opération de rotation est souvent exprimée au moyen di@net d’'un angle. Cependant on peut
aussi voir la rotation comme une composition de deux réffexibaxe. On ne peut d’ailleurs exprimer les
rotations que par ce moyen lorsque 'on travaillle dansdaplar exemple. Dans la figure 4.4 on illustre
cette composition de réflexions avec le 1-vecteur qui est le résultat de la réflexion du 1-vecteur
m’ d'axe A, lui-méme résultat de la réflexion du 1-vecteurd’axe A;. Le 1-vecteurm” représente
ainsi le résultat de la rotation du 1-vecteur d’angle # dans le plan porté par le bivecteur unitaire
J = ‘fﬁﬁjﬁ‘ = illf(gz; On peut aussi dire que” est le résultat de la rotation d’axeet d’angled. L'axe
A porté par le 1—3/ecteur unitairé est orthogonal au bivecteur unitaife formé par les deux axes de
réflexion A, et Ao, portés par les 1-vecteudls et d; respectivement. On exprimera donc la rotation sur

le plan porté par le bivecteuf et d’anglef de la maniére suivante (I’angt@g/lA\g étant deg) :

m" = Moy = dadymd; *dy

(4.27)

FiG. 4.4 — Rotations m’ est le résultat de la réflexion d’ax®; ; m” est le résultat de la réflexion d’axe
Ay ; m” est aussi le résultat de la rotation d’anglédeux fois I'angle entre les axes; et Ay) dem

autour de I'axeA mais aussi autour du bivecteur normalibé- &Qgg‘
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4.1.8 Comparaison de deux 1-vecteurs par le produit géométue

Soient deux 1-vecteursetb deG, ouGs, nous voulons les comparer en utilisant des outils empsunté
de l'algébre géométrigue. Comme nous l'avons vu, le pragifitmétrique contient les produits interne
et externe entre les deux vecteurst b, en effetab = a|b + a A b. Les transformations de base de la
partie précédente sont décrites en utilisant ces deux gpdous pourrons donc probablement comparer
efficacement les deux vecteurs en utilisant le produit géanoé.

Pour cela, nous observons tout d'abord les propriétés rsigiva

— Sia || balorsa A b= 0doncab = a|b.

— Sia L balorsa.b =a|b= 0doncab = a Ab.

En général, I'angle entreetb n’est ni nul ni droit, il sera noté. Développons maintenant le produit
géométrique de parb :

ab=alb+aAb
= (a]b)b™1b+ (a Ab)D D (4.28)
= [(a]b)b™ b+ [(a Ab)D]b

Des relations (4.23) et (4.24) on a daric= aﬁb + alib.

Ona donmﬁb = ab une partie scalaire ef; b = a A b une partie bivectorielle. Nous proposons
donc d’exprimeimb par I'intermédiaire d’une notation exponentielle compnein’anglea entre les deux
vecteursy etb.

Comme on utilise le produit géométrique sur des 1-vectdarproduit interne est équivalent au
produit scalaire. On utilise donc la géométrie vectoriafia d’exprimer la partie scalaire. On a donc :

alb = a.b=l|al|b| cos (4.29)

Il nous faut maintenant exprimer la partie bivectoriellefenction de I'anglea. Pour cela nous
exprimons la norme du bivectedrA b :

ja A b| = |a, b
= |a% ||b|( carab etb sont orthogonaux) (4.30)
= |a| sin a|b|
On remarquera que la norme du bivecteur est égale a la norfiméedgn géométrie vectorielle du

produit vectoriel de deux vecteurs.
Onadonc:

la A D alb

A b= |al|b|sin c—rr 431
any” lal bl sin 7= (4.31)

Si on ajoute (4.29) et (4.31) et que I'on pode= % avec|J| = 1, on retrouve le produit
géométriquezb sous forme exponentielle :

ab=alb+aANb

= cos aal|b| + |a||b| sin o] .
= |al[bl(cos a + sin o)) (4.32)

= |al[b] exp®”

Comme/J est le bivecteur unitaire formé par le produit externe:g®rb, il représente une portion
du plan dans lequel les deux 1-vecteurs sont présents. Mowss donc de montrer qu'il est possible de
comparer deux l-vecteurs simplement en calculant leuryirgdométrique. Notre approche a montré
que ce produit géométrique s’exprime alors sous forme exmalle et met en valeur I'angle entre ces
deux 1-vecteurs dans le plan formé par eux. On utilisera cetation lors du traitement des images
couleur.
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On remarque également que le produiitpermet de décrire la moitié de I'opération de rotation
d’'angle2« sur le plan porté pas. Ainsi pour effectuer une rotation sur le 1-vectewide 2« sur le plan
porté parJ on effectuera I'opération suivantebm (ba)~!.

4.1.9 Quaternions et algebres géomeétriques

L'algébre des quaterniori& est isomorphe a I'algébiR, » de I'espace vectoriék? muni de la forme
quadratique

Q(x1,x9) = —:U% — x% (4.33)

En effet, soit(e1, e2) une base orthogonale @& telle queQ(e;) = Q(e2) = €? = €2 = —1, on
réalise un isomorphisme entRg , etH en envoyant; suri, e surj etej e surk (et évidemment = e
surl). Par ailleurs 'algébrél s'identifie également a la sous-algébrefdeonstituée des éléments pairs
de cette derniére. Un élément@gest dit pair s'il est combinaison linéaire de scalaires diidecteurs.
L'identification évoquée est donnée par

l—eg,i— e Neg,jr—e1 ANeg, k— el Aegy (4.34)

Mentionnons enfin le fait important suivant : le groupe desternions unitaire§ est isomorphe au
groupe Spin(3) des spineurs de I'algebi@;. FormellementSpin(3) est défini comme le groupe des
éléments pairg de G3 de normel vérifiant la condition suivante :

Vv € R3, zvz~! € Ry (4.35)

Il s’avere (puisqu’on est en dimensiBhque cette derniére condition est automatiquement sitisfa
d’ou I'affirmation précédente. Le grougein(3) est intimement lié au group8O(3) des transforma-
tions linéaires d&®3 de déterminant qui préservent la forme quadratique euclidienne. Plusggétent,
I'application

¢ : Spin(3) — SO(3)

définie par
z — (v— zvz!) (4.36)

est un morphisme de groupes surjectif qui est 2 :1 autremigtiedsembley ! ({¢(x)}) est constitué
des deux élémentset —z (cf. figure 4.5).

¥

TN
|

Spin(3) S0(3)

FIG. 4.5 — Tout élément € Spin(3) & une imagep(x) dansSO(3). De plus,p(z) possede également
un autre antécédent a saveit:.

Nous allons maintenant étudier comment nous pouvonsartisformalisme pour I'analyse d’'images
couleur. Mais tout d’abord nous faisons un bref rappel demrs travaux a notre connaissance liant
traitement d’image et algébre géométrique.
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4.2 Approche fréquentielle par algébres géométrigues poues images en
niveaux de gris

Dans son mémoire de thése, Felsberg [30] généralise lesuitaur les quaternions de Bilow [8]
sur I'étude des signaux 2D appliqués aux images en niveaggislePour cela il redéfinit tout d’abord
le signal analytique qui s’applique aux signaux 1D et emslgitsignal monogétique, généralisation du
signal analytique aux signaux 2D, en utilisant les fornrmaéis des algébres géométriqékset Gs.

Pour un signal 1D la transformée de Fourier définie par Feisbst la suivante :

o0

F(u) = 71 {£}(u) = / exp ™ f(x)da (4.37)

—0o0

AvecXx = zeq etu = ue;.

Commee?, = —1, cette transformée de Fourier est isomorphe a une trangéode Fourier com-
plexe, cependant il faut faire attention car le produit gétiigue n’est pas commutatif, donc I'expo-
nentielle doit étre conservée sur la gauche. La transfodeéeourier inverse est obtenue en changeant
uniguement le signe dans I'exponentielle. Comme cettstoamée de Fourier est isomorphe a la trans-
formée de Fourier complexe, elle permet de mettre en évid symétries hermitiennes. Ainsi on
a:

FP(u) = w = /OO f(X) cos(2mX)dx
N o (4.38)
Fif) = —2F (“)2_ Fw) / F(X) sin(2mx)dar

On obtient dond” = F}, + e12F; avecF,, la partie paire ef; la partie impaire de la fonctiof’ ce
qui traduit que cette transformée de Fourier est directéfi@na I'analyse complexe. En effet il suffit
de remplacee;, pari pour retrouver cette analyse.

Felsberg considere les signaux 2D comme des surfaces dapspmhices en 3 dimensions, en effet il
considére de tels signaux avec I'écriture suivante :

f(x) = f(zer +yea) = f(z,y)es (4.39)
A partir de cette écriture, il définit pour un signal 2D la starmée de Fourier comme suit :

Fo{f}u / / X) exp 1232 oy (4.40)

Cette définition résulte sur une transformée de Fourieragsamble plus a la transformée de Fourier
complexe qu'a la transformée de Fourier quaternioniqudecapyau comprend le pseudoscalaire qui
commutee;o3 par définition avec tous les éléments de 'algébre. D'aileaette transformée de Fourier
ainsi définie est en effet isomorphe a la transformée de &ocoimplexe.

Selon Felsberg, cette transformée de Fourier peut se sépaparties paires et impaires :

FP(u) = Flu) + F(zu) /__OO/ . ) cos(2mX.u)dzdy

F'(u) = / / ) sin(2mx.u)dzdy

Etil suit queF = F}, + Fjei23 aveck, la partie paire ef; la partie impaire de la fonctiof'.

Felsberg fait alors remarquer que la définition des fonstmaires et impaires est le principe fonda-
mental car le reste de I'analyse qui en résulte en dépendff@ntandis que la définition de symétrie
est unique dans le cas 1D, il y a au moins deux facons de déémisyimétries en 2D. Ainsi on peut
définir une symétrie sur les lignes, mais il est égalemergiplesde définir une symétrie sur les points.
La transformée de Fourier quaternionique définie par BlliNgel le principe de la symétrie par lignes

(4.41)
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car les structures 2D sont analysées plus en détail surtsgidns associées aux variations suivant I'axe
horizontal et I'axe vertical. Dans son approche Felsbefipitiguand a lui une analyse des structures 2D
en se basant sur des symétries centrales, autrement dityrdésries sur des points.

Nous allons maintenant proposer et étudier différentesogpps utilisant les algébres géométriques
pour analyser les images couleur.

4.3 Approche fréquentielle par algebres géométriqgues poutes images
couleur

4.3.1 G, etlmages Couleur

Il est possible d'utiliseiG, pour coder I'information couleur d’une image numériguer &emple
si on code l'information d’une image couleur par une fonttfoa deux variablegz, y) € Z? alors au
point de coordonnéeg:, y) la fonction f est égale a f(x,y) = r(x,y)eo + v(z,y)e; + b(x, y)es OU les
fonctionsr, v etb correspondent a chacune des composantes rouge, vertaetel&image.

Nous faisons remarquer au lecteur que le choix de cet eneatigljnformation couleur sur I'algébre
G-, interdit l'utilisation des transformations géométriguspuleur que nous définirons plus tard sur les
vecteurs couleur 3D grace a l'algebre géométrigueEn effet, ces opérations, comme les projections,
les rotations, les réjections ainsi que les translationsamd définies dans les algébres géométriques
que pour des multivecteurs simples, c’est a dire s’exprireanun grade unique de I'algébre. Le choix
effectué ici code I'information rouge sur le grade O et Idsiimations verte et bleue sur le grade 1 de
I'algébre et empéche donc I'utilisation de telles transfations. L'utilisation dej, n’est donc ici faite
gue pour proposer de caractériser des propriétés fréglieatbbtenues par transformée de Fourier. Pour
cela nous proposons de suivre le travail de Brackx et al.][6, 7

4.3.1.1 Transformée de Fourier Cliffordienne utilisantGs

On parle ici de transformée de Fourier Cliffordienne mageiiit équivalent de parler de transformée
de Fourier par algébres géométrigues.

Definition  On définit la Transformée de Fourier Cliffordienne Conti@e(TFCC2D) sur des vecteurs
deR,, en se basant sur [6, 7] gar

F(u) = /R exp U £(x)dV (x) (4.42)

avecu la composante fréquentielle xeta composante spatiale.

Si on choisit de travailler en 2D on choisira les vectaurs (u,v) etx = (z,y). L'exponentielle
du produit externe 2D s’exprime patp"* = cos(uy — vz) + sin(uy — vx)eis €t est constituée d’'une
partie scalaire et d’'une partie bivectorielle, on dit alpusl est parabivectoriel.

L'équation devient alors :

F(u,v) = Fper [)(u,v) = /R /R expCRE=rDeR) £ ) dady (4.43)

On remarque dans cette définition, contrairement a touseddénitions de transformée de Fourier
vues précédemment, que le noyau de la transforméeexatt(V\¥) = exp?(u—vo)er2 et g'interpréte
diffefremment. En effet, les transformées que nous utiisiauparavant étaient basées sur le produit
scalaireexp?™(urtwylerz — exp2m(UX)e12 et non sur le produit extérieur comme ici. La différence est
gu'ici le noyau de la transformée s’exprime au moyen d’'ufewaappartenant a I'algébre géométrique.
L'analyse d’'une image devant s'effectuer dans le plan, diseile produit extérieur des dimensions
fréquentielleu et spatialex. On obtient un bivecteur qui représente une portion du plamadyse. C’'est

10On rappelle qu’une lettre minuscule de police grasse sep@senter des 1-vecteurs de I'algébre
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ce bivecteur qui est associé au noyau exponentiel de lafdaramse de Fourier Cliffordienne et donc
I'analyse sera associée a la notion de plan défini par lestewes participant a la construction de ce
bivecteur.

Maintenant si I'on pose le probleme des images numériqagsahsformée a besoin d’étre discre-
tisée. On considére donc une matrice de dimendibrx N et un pas d'échantillonage dedans le
domaine spatial.

On aura donc :

—z=maveecm=0...M —1

—y=navecn=0...N -1

—u=q;aveco=0...M -1

-v=xavecp=0...N -1

On obtient alors la transformée de Fourier Cliffordiennectite (TFCD) comme suit :

M—-1N-1

1 on m
F[Oap] = f'H* [f][07p] = \/m Z Z eXp(Qﬂ(W_pT)em) f[m,n] (444)
m=0 n=0
La transformée inverse est donnée par :
| MoiN-1
flmsn) = Fyfllmen] = —== 3 S expl 2GR Flog) - (445)
0=0 p=0

Puisque nous avons la propriété suivanterp®zexp=®12 = exp’ = 1 pour touta € R, la
transformée donc est inversible sans condition. On reneaagégalement que cette transformation est
calculable au moyen de transformées de Fourier rapidear{oéxe A.1).

4.3.1.2 Définition numérique de I'espace spectral

En appliquant la définition de la transformée de Fourierf@lifienne précédente nous souhaitons
savoir si nous pouvons effectuer une analyse de la couleur. ¢&la nous étudions la caractérisation
numeérique du spectre correspondant.

Condition d'initialisation A partir de la formulation de la transformée de Fouir(cf. équation
4.45), nous pouvons déduire les conditions nécessairasipitialiser le spectre obtenu par la trans-
formée de Fourieg, inverse afin d’obtenir une image couleur définie sur la patedaire et les deux
parties vectorielles. Ce calcul (cf. annexe A.2) est édentaaux précédents que nous avions effectués
avec le formalisme des quaternions (cf. section 3.5.1.2).

Nous obtenons donc les conditions générales de symétrispetiire pour pouvoir reconstruire le
signal d’'une image couleur par notre transformée de Foimerse dangj, avecV(o,p) € ([—% +

L[5+ L3

Fy et F;, quelconques
Folk, 1] = Fol—k, ] (4.46)
FlQ[k, l] — —Flz[—k, —l]

Il apparait donc que la partie réelle du spectre est pairs glee la partie bivectorielle est impaire.
Le calcul montre cependant que la partie vectorielleefegt eo) ne présente pas de symétrie particuliere.

Influence d’'un Dirac De la méme fagon que pour les quaternions, section 3.5.2U% proposons
d'analyser les atomes élémentaires par l'initialisatisomdDirac (une constante), en respectant les condi-
tions d'initialisation données dans I'’équation (4.46); kuspectre d’une image couleur. Le détail des
calculs est donné a I'annexe A.3.
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— On initialise la composante scalaire av@gko, lo] = Fo[—ko, —lo], la variation obtenue dans le
domaine spatial est paire et décrite par :

ogn m
f[m,n] = 2Fy|og, po] cos (27T (Oﬁ - %)) (4.47)
— On initialise la composante bivectorielle avec deux DirdGs ko, lo] = —Fi2[—ko, —lo]. On
obtient une variation impaire dans le domaine spatial :
. oon m
f[m,n] = —2F12[00, po] sin (27T (Oﬁ — %)) (4.48)

Dans ces deux cas on obtiendra une variation décrite unigpesurey la composante scalaire
associée dans notre cas a la composante rouge.
— Initialisation sur une composante vectorielle
Il n'existe pas de condition de symétrie sur la partie veelier du spectre de notre transformée.
Quelle est donc l'influence d’'une initialisation sur I'une Kautre de ces deux composantes ?
— on initialise la premiére partie vectorielle avec un daas coordonnée&y, po) :

flm,n] = [Fl [00, Po] cos (27T (%ﬂ— ]);T:g)} el 4.49)
+ [—Fl[oo,po] sin <27T <ﬁ — T))] €2
— on initialise la deuxiéme composante vectorielle avecitatdux coordonnées, po) :
flm,n] = [Fg[oo,po] sin (27r (:Zﬁ: - ZZT:»} e1 250)
+ [Fg[oo,po] cos (27r (W — T)ﬂ e

Alors que l'initialisation sur la premiére composante weiellle du spectre induit une variation spa-
tiale paire sur la premiére composante et une variationin@par la seconde, l'initialisation fréquentielle
sur la seconde composante vectorielle induit une variaatiale impaire sur la premiére composante
et une variation paire sur la seconde. Les informations dont mélangées sur les parties vectorielles
du spectre puisqu’on exprimg en fonction deFy et I, et que la méme chose est vrgig Bien s(r,
cela s'expligue entre autre par le fait que I'on ne force pasymétrie sur le spectre pour ces deux
composantes donc le mélange de celles-ci ne s’annule padeddomaine spatial.

On remarque donc que le spectre n'agit pas de maniere égpiggbour chacune des composantes
couleur. Tout d’abord les parties scalaires et bivectesesont uniguement réservées a la description
des variations de la composante rouge et ensuite les pegtewrielles décrivent les variations pour les
composantes verte et bleue. De plus, on peut séparer lasiaasi paires de la composante rouge sur la
partie scalaire du spectre tandis que les variations irpaieront décrites par la partie bivectorielle du
spectre. Par contre, du fait qu’il n’existe pas de symétnidaspartie vectorielle du spectre, les variations
paires de la composante verte seront mélangées avec laBoraiimpaires de la composante bleue sur
la premiére partie vectorielle du spectre alors que ce $evaise sur la seconde partie vectorielle. Ceci
confirme les réserves émises concernant le mélange desspautilaire et vectorielle. Il ne nous semble
donc pas pertinent d’associer la couleur & I'analyse saledmurnie par cette transformée de Fourier car
les informations de couleur ne se retrouvent pas séparédsesuoomposantes indépendantes du spectre.

4.3.1.3 Filtrage fréquentiel
Nous allons cependant étudier les possibilités offertesgtte transformée en termes de filtrage afin
d’affirmer ou d'infirmer les conclusions que nous avons obt&ur le plan théorique.

Equivalence produit de convolution spatial, produit fréquentiel ? Le produit de convolution pour
G- est défini de la maniére suivante [6] :
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Frg0 = [ F0c= X))V () (4.51)

Il est indiqué dans [6, 7] que I'équivalence directe entredpit de convolution spatial et produit
fréquentiel n'est pas vérifiée. Cependant il existe undioglplus complexe basée sur la séparation entre

partie vectoriellef (z,y) = fi(x,y)e1+ f2(z, y)eo et parabivectorielle (partie scalaire plus bivectorjelle
fP(z,y) = fo(z,y)eo + fra(z,y)er2 d’un €lément degs :

Fper Lf * gllu, v] = Fpe [f7 * gllu, v] + Fper [ * g)[u, v] (4.52)
avec
Frr [P * gllu, v] = Fogr [fP][u, 0] Fpgr [9][w, v] (4.53)
et
Fre+[f * gllu, v] = Fpge [ £][u, 0] Fpg- 9], 0] (4.54)

Comme la fonctionf vaut f? + fle théoréme de convolution comporte deux termes :

Foee [f x gllu, v] = Fpge [P, 0] Fg [g][w, v] + g [f] 1, 0] Fri- [9][uw, 0] (4.55)

On comprendra alors que le produit de convolution spatiaé@sivalent au produit fréquentiel uni-
guement pour la composante rouge qui dans notre cas esséaglgr la partie para-bivectorielle. Au
contraire pour les informations spectrales associées ewx autres composantes couleurs qui sont mé-
langées cette équivalence est perdue. Comme nous le coisstitexiste bien une relation qui associe
la transformée de Fourier au produit de convolution. Cepend n'apparait pas aisé de linterpréter
(comme par exemple en termes de gain fréquentiel de filtey.duteurs du papier [6, 7] remarquent
aussi cette relation d'équivalence mais ne fournissenhpaplus d’éléments d’interprétation.

Application : Multiplication du spectre par une gaussienne Nous avons voulu iciillustrer I'influence
de la multiplication du spectre par une fonction réelle etlésr le résultat apres transformée de Fourier
inverse. La figure 4.6 illustre le résultat de la multiplioatpar une fonction gaussienne du spectre de
I'image couleur d’'origine. L'image résultat est ensuiteéestue par transformation de Fourier inverse du
spectre modifié suivant :

flm,n] = Fy- (Flo, plGlo, p]) (4.56)

Une gaussienne 2D centrée @ng, ng) aveca I'amplitude eto I'écart type est la fonction réelle
suivante :

2 2
glm,n] = ae_% (4.57)

Le résultat obtenu a la figure 4.6¢c montre qu’en multipli@$pectre par une gaussienne qui sélec-
tionne les basses fréquences, on obtient une image filtrdtel@ contours on été fortement atténués.
La gaussienne a été appliguée de maniére indépendanteasumehdes composantes du spectre. Ce-
pendant, I'image obtenue aprés transformée de Fouriersevgest pas un produit de convolution de
'image d’origine par une gaussienne, car :

Ty (Flo, p)Glo, p)) = Fy- (Flo, plGlo, p]) + Fi- (F[o, p]Glo, p])
= Fu- (ﬁ[o,p]G[o,p]) + Fo— (fP x g)[m, n] (4.58)
f
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(@) (b)

()

FiG. 4.6 — Premiére ligne : (a) image originale, (b) gaussieriD€l@s coordonnées sont centrées au
milieu de I'image) ; Deuxiéme ligne : (c) image filtrée

4.3.1.4 Conclusion

L'hypothése de I'utilisation de I'algébre géométrigde pour les images couleur était que cette al-
gebre était adaptée a la définition d’'une analyse spectesdndages couleur par une transformée de
Fourier Cliffordienne et pourquoi pas au formalisme de dpson des structures en deux dimensions
comme définies par I'équipe de Kiel (Sommer, Billow et FeigheCependant de part I'encodage des
informations couleur sur des entités complétement difit&ede I'algebre par nature (utilisation des par-
ties scalaire et vectorielle), il n'est pas possible de @éfies opérations géométriques manipulant les
couleurs au sein de I'espace spatial. Nous avons alorsteh@rcaractériser numériqguement le spectre
cliffordien en décrivant ses symétries relatives a la dédimidu codage spatial d’'une image. En utilisant
la transformée de Fourier que nous avons défini, il est appaeula partie scalaire doit étre paire, la
partie bivectorielle impaire pour retomber dans le domaeeléfinition d’'une image aprés transformée
inverse. De plus, il n'existe pas de symétrie sur la part@oreelle. En interprétant le contenu fréquen-
tiel du spectre, on constate que la partie scalaire de I'evesj décrite avec ses variations paires sur la
partie scalaire du spectre et ses variations impaires uartge bivectorielle du spectre. Les informa-
tions correspondant aux deux autres composantes coulgumgtangées au sein de la partie vectorielle
du spectre (il n'y a pas de symétrie sur cette partie frégeltjt Nous avons donc la conclusion lo-
gique que la structure numérique du spectre n'attache paérae importance a toutes les composantes
couleur car elles n'y sont pas analysées de la méme facon.t®utes ces raisons, nous pensons que
I'interprétation fréquentielle couleur des images ensatilt cette transformée de Fourier dghsn’est
pas satisfaisante. Il est alors peut-étre possible de défieianalyse spectrale des images couleur avec
ce formalisme mais & mon avis ce ne pourra pas étre fait awseaule TF. Il faudra donc certainement
séparer les canaux couleur a analyser et donc définir pdusdeprs TF pour analyser I'image compléte.
Cette approche n’est pas dans le cadre de notre étude caegilendrait pas en compte l'information
couleur dans sa globalité, méme si elle rajouterait desgioés en terme d’analyse de structures 2D, de
la méme fagon que la TF en niveaux de gris de Bilow.

Nous allons maintenant étudier I'algébre géométriGuegui présente beaucoup plus d’avantages
queg, dans la manipulation ainsi que I'analyse des couleurs.
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4.3.2 Gz etimages couleur
4.3.2.1 Les quaternions sous algébre dg

La section 4.1.9 nous a montré que les quaternions pouv&ientus comme une sous-algébre paire
de G3. Ceci revient a dire que lors de notre étude des quaternigpisqaés aux images couleur nous
avions codé l'information colorimétrique sur les troistes bivectorielles d’un multivecteur @&. Une
transformation de Fourier utilisant les bivecteursgdeest donc construite en généralisant celle définie
avec les quaternions (cf. équation 3.25) par l'identifarationnée dans la sous-section 4.1.9. Cependant
nous avons déja analysé une telle transformation. Dans pattie, nous allons définir une nouvelle
transformée de Fourier appliquée aux images couleur artlifalgébre géométriqugs. La maniéere
dont sera encodée la couleur préservera la possibilittedtatr des transformations géométriques sur les
vecteurs couleur. En effet nous proposons gu’une couleéuc@asidérée comme un 1-vecteur@e On
codera donc l'image par une fonction @& — Gs avecf[m,n] = fi[m, nle1 + fa[m, nles + f3[m,nles
pour une image RVB.

Avec f1, fo et f3 trois fonctions représentant les composantes couleuessaices pour coder I'in-
formation par exemple rouge, vert et bleu dans un espace (cf. figure 4.7).

FIG. 4.7 — Réprésentation de I'espace coul®l¥f B avecys ; le 1-vecteurr = ey représente un rouge
pur;v = e2 représente le verth, = e3 représente le bleu ; on définit= L\}gf” le vecteur représentant

les niveaux de gris et = (r A )~ la réjection de- par rapport &u.

4.3.2.2 Définition d'une « transformation de Fourier Cliffordienne couleur »

Dans une image de dimensiad x N, on définira la « transformation de Fourier Cliffordienne
couleur » dangjs discréete (TFCG3D) par :
Pouro=0,...M —letp=0,....N —1

1N—
pn

—2merzs (7 ) (4.59)

Flo,p| =

n=0

o etp étant les coordonnées dans le domaine fréquentiel tandis.@in sont les coordonnées dans
le domaine spatial.

On observe que le noyau de la transformée est différent dé della définition donnée dans [6,
7], en effet ici, on revient a la définition classique contgnane somme et non une différence sur les
coordonnées dans les exponentielles. On utilisera iciilej€e le pseudoscalaire o3 commute avec
tous les éléments de la base@epour distribuer I'information spectrale sur les différencomposantes
comme nous le verrons. Nous n'utilisons donc pas une steatiegdistribution de I'information suivant
les axes horizontaux et verticaux comme I'équipe de Kiel.
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En revanche le produit dg; n’est pas commutatif, il est donc possible de définir d’autransfor-
mations de Fourier de la méme fagon qu'avec les quaternitesstransformées de Fourier discrétes a
droite, a gauche et a deux c6tés.

Comme pour la plupart des transformées de Fourier hyperese®p[31], [27], [55] et [24], il est
possible d’'effectuer la transformation de Fourier Cliffi@nne couleur définie précédemment en utilisant
des transformations de Fourier complexes rapides clasi@eci permet des temps de calculs améliorés
de maniere a pouvoir effectuer cette transformation suirdages numériques de facon plus aisée. La
décomposition est détaillée dans I'annexe B.1.

Dans [47], il est défini une transformée de Fourier continlifo@lienne équivalente a notre trans-
formée de Fourier Cliffordienne discréte couleur utilisgp. Cette transformée de Fourier est étudiée
en détails et il apparait que les propriétés basiques desfaranées de Fourier complexes sont conser-
vées. Comme I'élément de 'algébre géométrique du noyaey gset que dangjs c’est un élément qui
commute avec tous les autres, la transformée de Fourierdgfisie conserve :

la linéarité : sif (X) = afi(X) + Bf2(x) alorsF{f}(u) = aF{fi}(u) + BF{f2}(u);
retard : sify(x) = f(x — a) alorsF{ fq}(u) = e~ 124 XF{ f}(u);

facteur d'échelle : si € RT et f,(x) = f(ax) alorsF{f,}(u) = HZF{f}(¥);

shift : siug € R? et fo(x) = f(x)e“1280X alorsF{ fo} (u) = F{f}(u-p)

— dérivée F{vf}(x) = ersUF{f}H(u);

— théoréme de convolutionZ{ f1 x fo}(X) = F{f1}(u)F{f2}(u).

Ces propriétés théoriques trés intéressantes ont étéogeéels de maniére totalement indépendantes
de nos travaux.

Calcul général numérique Tout comme pour les quaternions, nous développons la panrtiésienne
de I'expression de la transformée de Fourier définie paufiéqn (4.59). Le calcul en détail est fourni
dans I'annexe B.2.

On découpe donc l'information couleur du pixglde coordonnées: et n en trois composantes,
rouger[m,n| = fi[m,n|, vertev[m, n] = fa[m,n] et bleueb[m, n] = f3[m,n].

1 3 & om  pn
Flo,p] = ST S [Albmnlen + falmnles + falm,nles] cos [2m (22 + 22
v MN e I [ (M N)]
+ [— f1[m, n]eas — fa[m, nles; — f3[m,nleja] sin [2% (% + %)]
(4.60)

On remarque que le spectre ne contient pas d’informatiosessiparties scalaires et trivectorielles.
Par contre I'information de couleur est séparée sur lagarctorielle pour les variations paires et
la partie bivectorielle pour les variations impaires. Oiit \aussi que chacune des variations impaires
décrites dans la partie bivectorielle est associée a la asampe duale de la partie vectorielle. Autrement
dit eo3 est associé &1, e3; est associé &, et ejp est associé d3. Chaque composante couleur est
donc traitée de la méme facon dans le spectre ce qui est déjpléement différent de ce que nous
avions constaté avec la transformée de Fourier Clifforthatiangj,. On peut dire que cette transformée
de Fourier Cliffordienne qui utilise la partie pseudosiralalans le noyau de I'exponentielle est donc
équivalente a une transformée de Fourier marginale quisters appliquer une transformée de Fourier
complexe sur chaque composante couleur.
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Transformée de Fourier inverse |l est également possible de développer I'expression daresfor-
mée de Fourier inverse (cf. annexe B.3) :

finl= iy 325 [plostenlor (57 )] - ot o (57 + 7)o
o=To TPy

+ _Fl[o,p] cos [2 ( ﬂ Fysfo,p]sin |27 (% %) e1
+ | Fyo, p] cos [2 ( ﬂ F31[o, p] sin _277 (% + %) e
+:F o, p]cos[ ( ﬂ Fi2[o, p] sin —277(%4-%)"63
+ :Fzg[o,p] cos [271 (ﬁ W)} + Fi[o, p] sin :277 (% + %) €93
+ :Fgl[o,p] cos [271 (ﬁm pﬁ)} + Fy[o, p] sin :277 (% + %) e31
+ :Flg[o,p] cos [271 (ﬁm pﬁ)} + F3s[o, p] sin —277 (% + %) €19
+ :F123[0,p] cos [271 ( % + N)] + Fylo, p] sin [271 <% + %)” €123

(4.61)
Ce calcul va nous servir a définir les propriétés de symétrispectre obtenu par la transformée de
Fourier Cliffordienne d’une image numérique couleur.

Définition numérique de I'espace de Fourier « Cliffordien »
— Conditions d'initialisation du spectre :
Encore une fois le calcul est le méme que celui utilisé avegiaternions, donc pour pouvoir
reconstruire le signal d'une image couleur par notre t@nste de Fourier inverse il faudra res-
pecter les conditions générales de symétrie du spectraigyeins avecvo € [—% +1; % +1] et
pel-F+15+1)?

Folo,p] =0

Filo,p] = Fi[~o, —p]

Fylo,p] = Fa[~0, —p]

E3[o, p] = F3[—o, —p]

Fy3lo,p| = —Fas[—o0,—p] (4.62)
F310,p] = —F31[~0, —p]

Fialo,p] = —Fi2[—0, —p]

De nouveau, nous cherchons a décrire les fonctions anédgsampartir du protocole déja expliqué
(cf. annexe B.5).

— Initialisation sur une composante vectorielle :
Linitialisation est effectuée aveg [0y, po] = Fi1[—00, —po], ON obtient la variation spatiale sui-
vante :

opm bon

f[m,n] = 2Fi|og, po] cos [277 (W + W)] el (4.63)

Le méme type de variation est obtenu en initialisant le spestir la deuxiéme ou la troisieme
composante vectorielle.

— Initialisation sur une composante bi-vectorielle :
Linitialisation est effectuée aveEys[og, po] = —Fas[—00, —po], On obtient la variation spatiale
suivante :



4.3. Approche fréquentielle par algébres géométriques paudes images couleur 97

. Ooom  pon
m,n| = —2F53]og, po] sin [2% <— + —)] e 4.64
flm,n] 23[00, Po] w TN ) e (4.64)
On obtient le méme résultat avec la deuxieme ou troisiemeposamte bi-vectorielle.
On remarquera ici que les informations fréquentielles séparées. En effet, les composantes
vectorielles du spectre correspondent aux variationggaiun domaine spatial pour chaque canal
séparément. De plus, les variations impaires du signaledtas aussi récupérées par notre trans-

formée de Fourier et également indépendamment sur chagumosante bivectorielle du spectre.

lllustration dans I'espace couleur RVB
— Différentes initialisations :

Lorsqu’on initialise un point fréquentiel sur une ou plusies parties imaginaires du spectre (cf.
figure 4.8), en utilisant la transformée de Fourier Clifferthe couleur inverse, nous obtenons
comme décrit dans la partie précédente, des oscillatiossuleurs. La couleur dominante de ces
oscillations correspond a I'axe ou aux axes concernés ipdidlisation si celle-ci est faite sur
une composante vectorielle. On voit que la variation esti@égour les sous-figures a, b et d par
la couleur rouge lorsque qu’on initialise le spectre afgcverte avecF, et magenta somme du
rouge et du bleu aveg) et F3. La sous-figure ¢ présente une variation de couleur bleu&ecar
spectre est initialisé pdr qui est le dual de I'axe vectoridl; représentant le bleu. On constate
aussi le décalage de phase entre cette troiseme sous-figaseagitres. En effet, la variation est
impaire lorsqu’on l'initialise le spectre sur une compdsdpivectorielle alors qu’elle est paire si
on linitialise avec une composante vectorielle.

() F(2,2) —2,-2)=K (b) F5(2,2) = Fy(—=2,-2) = K

(C) F12 2, 2 = —F12 -2, —2

Fi(2,2) = Fi(—2,-2) =

K
F3(272) = F3(_27_2) K

FiG. 4.8 — Initialisation du spectre sur différentes compassant

— Variations géométriques :
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Nous pouvons régler aussi I'orientation des variations @ldeur suivant les coordonnées des
points affectés en amplitude dans le domaine fréquentite@rientation suivra un axe perpen-
diculaire a la droite reliant les deux points affectés paitlalisation d’amplitude fréquentielle et
passant par l'origine. On se place dans un repére d'intetimé ou l'origine est située au centre
de l'image.

Nous choisissons par exemple pour la figure suivante (cfig19) d'illustrer différentes orienta-
tions spatiales en fonction des points du plan fréquentighlisés en amplitude (oscillations dans
le jaune).

FIG. 4.9 — Variations Géométriques

4.3.2.3 Filtrage fréquentiel couleur aves

Comme précédemment, nous pouvons nous servir de 'anghsarale de notre transformée de
Fourier afin d’effectuer un schéma de filtrage fréquentieluzci est obtenu par fenétrage dans le do-
maine fréquentiel d’'une image. Ensuite nous effectuonstrarsformation de Fourier Cliffordienne
inverse pour obtenir I'image spatiale filtrée. Les coeffitdedu filtre sont choisis afin de sélectionner les
fréquences voulues. Les résultats obtenus sont illus&é fiigure 4.10.

Nous venons donc de voir qu’il est possible d'utiliser uransformation de Fourier Cliffordienne
définie dangj; pour analyser l'information fréquentielle des images eaul Nous proposons mainte-
nant d'utiliser ce méme formalisme afin de définir des opématide manipulation des couleurs dans le
domaine spatial.

4.4 Approche spatiale par algebres géométriques pour les mges couleur

Comme dans la partie définissant la transformée de Fourifor@ienne précédente, nous choi-
sissons d’'encoder I'information couleur associée a I'esgdl’ B sur les trois parties vectorielles d’'un
multivecteur de&j3. Nous proposons tout d’abord d’exprimer ces composaRtéB, grace a l'utilisation
des transformations géométriquesdie en termes de composantes perceptuelles, c’est a direnés tei
saturation et clarté.

4.4.1 Exprimer les couleursRV B dans un espace Teinte Saturation Intensité

4.4.1.1 Teinte, saturation et intensité en fonction d’un Mecteurm

De la méme maniére qu'il est possible d’exprimer un quatercionné en RVB (Rouge Vert Bleu)
sous forme de Teinte, Saturation, Intensité (cf. secti@33}. les transformations géométriques nous
permettent d’exprimer un pixel coulent donné dans I'espace RVB avec I'algélsi¢ également sous
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Passe-Haut 8

4

Passe-Bas 16 Passe-Bas 32 Passe-Haut 32

FiG. 4.10 — Lenna et son résultat apres application de difféfdtres fréquentiels

cette forme (cf. figure 4.11). On obtient donc une génétadisae cette écriture quaternionique exprimée
dans [35] avec le formalismg;.

FiG. 4.11 — On peut donner les équivalents de teinte T, satar&iet intensité | pour n'importe quel
1-vecteurm exprimé dans I'espace couleur RVB. |cireprésente I'axe des niveaux de grisvedst la
réjection par rapport A du vecteur représentant le rouge pur.

Soienty le 1-vecteur portant I'axe des niveaux de grigelui portant le vecteur couleur rouge pur,
etm un 1-vecteur couleur quelconque.
— Lintensité est la norme de la projection du 1-vecteur eouRV B m sur I'axe des niveaux de
gris u, elle s’exprime par :
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I=|(m|p)p"| (4.65)

— La saturation est la distance du vecteur couleurB m par rapport a I'axe des niveaux de gris,
c’est donc la norme de la réjection du vecteur couleur pgradf cet axe :

S=|mApyu| (4.66)

— Lateinte est I'angle entre un 1-vecteur de référence guerlbterar (réjection du 1-vecteur par
rapport u par exemple) et la réjection du 1-vecteamar rapport & (cf. figure 4.12).

lJ, 4

#A
7A

FIG. 4.12 — Pour trouver la teinte T, on se place dans le triand€ Aectangle en A. On obtient

AB
tan(7T) = H.

| AB|| est la norme de la projection du vecteur m sur le veotgur v)*.
IAB| = [(m A (p Av)) (A v) =t = | (m A (uo)*) (u)*
| AC/|| est la norme de la projection du vecteur m sur le veateur

IAC|| = [(m A )|

La teinte est donc obtenue par la formule suivante :

- 1 |(m/\#7/*)(ﬂ’/*)_l‘ _||A_B‘| 4.67
o ( a1 ) AT e

Onalu| =|v|=1etpy Lvdoncu Av = puv, (uAv)* = (u)* etjur| = [(u)*| =1

4.4.1.2 Le 1-vecteurn exprimé en fonction de la teinte, la saturation et I'intensié

Nous pouvons exprimer la teinte, la saturation et I'intEnsiun vecteurn exprimé dans la base
RVB. Il serait maintenant intéressant de pouvoir effecta@onversion dans I'autre sens c’est a dire, de
pouvoir exprimer le vecteumn en fonction de sa teinte, sa saturation et son intensitéinfesnations
de saturation et d'intensité peuvent étre retrouvéeseimeht en utilisant les mémes transformations
géométriques que dans la partie précédente. Il nous faahdapt pouvoir exprimer la teinte au moyen
des outils de I'algébrgs. Cette teintel” est I'angle entre (réjection der par rapport &) et la réjection
dem par rapport & que nous appelerons | .

Nous disposons des 1-vecteurs suivamtsn, u, v = (r A pu)u L.
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rl = lul =[vl =1
my = (mAp)p!

T est I'angle entren, et v, nous pouvons donc le faire apparaitre par I'intermédidirgoroduit

. Lo R RALAY U RALAY
géométrique entre ces deux 1-vecteursy = |m ||v]|exp™1™MT" = |m | |explmiivT™,

Commem  etv sont des réjections par rapportgle bivecteur qui leur est associé est orthogonal a
u et donc colinéaire au dual ded’ou Izile = pu*.

Nous avons vu quen | = |(m A p)p~'| = S, nous obtenons done v = Sexp T,

Et par conséquent :

miv=Sexpt T
mivv = Sexp? Tyt
m, = Sexp’ Tv1
my =Sexp’ Tv
Nous pouvons conclure qu'il est possible d’écrire un vecteuexprimé dans la basV B en
fonction de sa teinte, sa saturation et son intensité take q
m=m| +m
m=1Ip+mj (4.68)
m=1Iu+Se" Ty
Il nous reste a exprimer les composantes rouge, verte et ofem multivecteurn en fonction de
I'équation (4.68).
Pour cela, sachant que s’exprime pad .+ Se* v, quep est ici I'axe des niveaux de gr%%
et quer est le 1-vecteur unitaire portant la réjection du vecteugee; par rapport au :

_ 2
V= \/;61 — \/6 \/5
On développe le calcul :

el +es+e€3
Iy=1————
M \/3
*:_623-1-631—1-612
V3
e V2(e2 —e3)
pyv=—9

Set" Ty = S cos(T)v + Ssin(T)u*v

— S cos(T) ( §61 - % - %) + Ssin(T) (?(62 - eg)>

On peut donc exprimer. en fonction desy, e; eteg :

m=1Iu+Set Ty
I ++/2Scos(T)

- [
N {%_%CO\S/(;) _Sm(T)ﬂeQ (4.69)
[ (2D ) e

Et ainsi, comme chaque composante vectorielle est assciéeanal couleur, on obtient :
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. I+ /25 cos(T)

B V3

_i_i cos(T)_sm

v = 7 \/5( e (T)> (4.70)
5 cos(T) sin

=G5 v (o Hein®)

Ces relations vont nous permettre de modéliser des tranafimms couleur.

4.4.2 Transformations géométriques couleur
4.4.2.1 Projection

On peut utiliser la projection pour réaliser des transfdioma couleur sur nos images. Par exemple
en projetant une image originale sur les axes rouge, verteaudm obtient les différents canaux couleur
de 'image comme illustré dans la figure 4.13. Il est ausssitdes comme nous l'illustrons figure 4.13f
d’obtenir I'image en niveaux de gris en projetant I'imagerdjine sur I'axe des intensités ou axe des
niveaux de gris. En prenantle 1-vecteur sur lequel sera projeté I'imafjeon obtient I'imagel’ telle
que :

I'(z,y) = (I(z,y)]6)6~" (4.71)

Chaque couleur sera donc projetée sur I'éxe

On remarquera qu’il est aussi possible d'effectuer deseptions sur des 1-vecteurs particuliers
selon I'application. Ainsi la figure 4.13d illustre la proj®n effectuée sur le 1-vectedr + e;. On re-
margue dans le résultat que la projection est cohérentelawynthése additive des couleurs. En effet,
en synthése additive, le jaune résulte de la somme du rougjeedrt. C'est pour cela que sur I'image
résultat le jaune a son maximum d'intensité a I'endroit mé&mdes cercles rouge et vert s’entrecroi-
saient. Cependant on remarque aussi que comme le jaunergsts® de rouge, la zone purement rouge
est aussi détectée lors de la projection. Il en est de ménmelawmne verte. Le bleu étant orthogonal
aux couleurs rouge et verte, il n'apparait pas dans cetteefidque 1-vecteur sur lequel sera projeté les
couleurs peut donc étre décrit avec des poids différent; et composantes. Ceci est illustré avec la
figure 4.13e pour laquelle on a appliqué une projection sirdecteurv = 0.5e, + 0.2e3. Encore une
fois, la ou les deux composantes et e3 apportent le méme niveau maximum dans I'image d’origine,
le résultat correspond exactement a la description du weddn pourra donc se servir de I'opération
de projection sur des images couleur pour faire apparasreduleurs de I'image antagonistes a celle
utilisée dans 'axe de la projection.

4.4.2.2 Rotations

Il est possible tout comme nous 'avons fait avec les prajastd’effectuer des rotations dans l'es-
pace couleur. La figure 4.14 illustre ce type d'opérationcaee un axe de rotation égal a I'axe des
niveaux de gris et un angle &g Le résultat modifie la teinte originale de I'image commesiauver-
rons dans la partie suivante. Cependant il est aussi pessiltiliser des axes différents pour effectuer
des rotations couleur. Les résultats ne s’exprimeront @atre plus en termes de variation de teinte.

4.4.2.3 Modification des caractéristiques colorimétriquse

On va pouvoir utiliser I'expression du 1-vecteur couleuen fonction des parameétres correspondant
de teinte, intensité et saturation pour effectuer des tipésade modification de ces trois caractéristiques
couleur. Nous avons pour cela généralisé le formalismeiraépavec les quaternions dans [35] aux
algeébres géométriques.
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(@) (b)

(c) (d)

(e) (f
FIG. 4.13 — Image originale (a) et sa projection sur les axesaeudb), vertes (), jaunee; + eo (d),
0.5e5 + 0.2e3 (e) et sur I'axe des niveaux de ges+ eo + e3 (f).

Changement de teinte La teinte des couleurs peut étre modifiée en utilisant lestioots autour de
I'axe des niveaux de gris. Pour modifier la teinte, on utiisa rotation du vecteur couleut autour de
I'axe des niveau de grig, ou bien de fagcon équivalente, autour du bivecteur unitairedual dey (cf.
équation 4.15).

On pourra dés lors effectuer une modification de la teinteedrasant sur ce qui suit :
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(@) (b)

FIG. 4.14 — Image originale (a) et sa rotation d’'un angle?gélcéb).

FiGc. 4.15 — Modification de la teinte

* 0 *
z2mel

m' =e *
m' = Ie_“*g,ue”*g + Se M et Tyel”s
m' = I+ Set" T+0)y,

T'=T+9

(4.72)

Te™#'5 uet"s = Iy car le vecteup est I'axe de la rotation.

La figure 4.16 illustre un tel changement de teinte. L'imagwigine (a) a été modifiée par une
rotation de I'ensemble de ses pixels couleur par une rotatigour de I'axe des niveaux de gris d’'un
angle de’g. Ainsi le toit rouge se retrouve vert, le seuil vert se retmbleu, etc.

Modification de la saturation Pour modifier la saturation il faut effectuer une transhatitem d’'un
vecteur pondéré par le coefficiefite R suivant I'axe des saturationsg c’est a dire sa réjection par
rapport au (cf. figure 4.17)

On obtient alors :

m' =Ip+Se" Tvm' =m+ pe Tv
m' =TIu+(S+p)e T (4.73)
§'=85+p
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(b)
Fic. 4.16 — Modification de la teinte

WU a

FiGc. 4.17 — Modification de la saturation

La figure 4.18 illustre un tel changement de saturation. &fjen d’origine (a) a été modifiée de la
facon décrite en (4.73) pour obtenir I'image (b). L'effebguit par ce type d’opération est le suivant :
— Lorsqu’on retire de la saturation a I'image, comme danstede la figure 4.18, 'image obtenue
présente des couleurs péles ou délavées par rapport adidiaggine.
— Lorsque I'image obtenue est plus saturée que I'imagedgifai ses couleurs paraissent alors plus
vives.

Fic. 4.18 — Modification de la saturation

Modification de I'intensité Pour modifier I'intensité d’'une couleur, on augmente ou anidlie sa
clarté. Pour cela on effectue une translatiomdd’un vecteur pondéré par le coefficiemte R suivant
I'axe des intensitég (cf. figure 4.19).
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Ainsi on obtient :

m' =I'p+ Se Tvm' =m + au
m' =Ip+Se Tv+ap

m' = (I +a)u+ Se T
I'=T+«

(4.74)

Fic. 4.19 — Modification de l'intensité

Le résultat d’'une augmentation de l'intensité, illustréadigure 4.20, montre que I'image modi-
fiée (b) est plus contrastée, elle parait également plugutelse. La méme image, avec une intensité
diminuée par rapport a l'image d'origine, peut paraitrespitiste. En effet, la lumiére du soleil agit
fréguemment sur nos sens et on a tendance a se sentir mieaxruensoleillé plutét qu’une journée
de pluie dont l'intensité de lumiére est diminuée par lesgesaDe plus, 'augmentation de I'intensité
permet

b)

Fic. 4.20 — Modification de l'intensité

On remarquera qu'il est possible d’effectuer toutes cassfaamations couleurs grace au fait que
I'information couleur est contenue sur la partie vectdgielun multivecteur d&js. En effet, les opéra-
tions de projections, translations, réjections, ... neé définies que pour des multivecteurs simples c’est
a dire des multivecteurs dont I'information n’est pas sépaur plusieurs grades. Nous utilisons donc
convenablement les multivecteurs simples pour codeofinftion de couleur car elle est stockée sur le
grade 1 des multivecteurs @g. Le fait de coder I'information couleur sur plusieurs grademme nous
I'avons effectué dans la partie utilisa@ interdit donc toute définition de transformation géoméigiq

Aprés avoir vu qu'il était possible de manipuler les coutepar des transformations géométriques,
nous allons définir un détecteur de contours couleur quise &ar ces transformations définies dans
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4.5 Filtrage spatial par algebre de Clifford

Il n'existe pour l'instant que trés peu d’'applications gssacient les algebres de Clifford aux images
numériques couleur. On peut cependant citer les travauxider@mer et al. [67] qui utilisent la théorie
des champs de vecteurs 2D définis dans [25] pour créer unegtadié chrominance qu’ils associent
a un gradient d’intensité. Les parties chrominance et gitienutilisées pour créer ces deux gradients
sont définies par passage de I'espace coultdi3 a I'espace couleur UV. Il en résulte alors deux
images qui seront traitées indépendamment. La premiéigeiest obtenue avec la seule composante
elle représente donc une information de clarté. Il est gpplisur cette premiére image un détecteur de
contours classique. La deuxiéme image, comportant I'médion de chromaticité, est obtenue a partir
des composantds et V' de I'image. L'originalité de ces travaux tient dans le faileqcette deuxieme
image est traduite en termes de champs de vecteurs avec fsamel/ codée sur la premiere partie
vectorielle d’'un multivecteur dé; tandis que la partie evi est codée sur sa deuxieme partie vectorielle.
Ensuite, la technique du filtrage par motif (pattern matghast utilisée pour retrouver des contours par
similitude entre I'imagd/V et des éléments de motifs propres aux champs de vecteure2@léments
de rotation, convergence et divergence, liés par définaidopérateur de dérivation, ont donc servi a
détecter des contours dans le plaf’. On obtient une carte de similitudes entre le flot de données e
le/les motif(s) utilisé(s) pour détecter des contourssPoim combine cette carte de similitudes avec le
résultat obtenu dans le traitement de la clarté avec la prerimage pour aboutir a une détection globale
des contours couleur.

Notre démarche est différente, car nous voulons manipulerinformation compléte autrement dit
chacune des composantes nécessaires a la définition d'uteeicdNous proposons d’adapter les filtres
guaternioniques, vus au chapitre 3, et de les améliorer lavéarmalisme de I'algébre géométrique
Gs. En effet,G3 nous permet de modéliser les transformations géométrigurdes vecteurs mais aussi
permet de caractériser de maniere géométrique la différentte deux 1-vecteurs au moyen du produit
géométrique comme nous l'avons vu a la section 4.1.8.

4.5.1 Approche détection de Sangwine

La méthode de filtrage spatial de Sangwine [63] utilisantgleaternions (vu a la section 3.2.4.4)
est directement généralisable en utilisant le formalisemalgebres géométriques. Il suffit pour cela de
remplacer les quaternions par des vecteur§gé. e résultat obtenu est donc un détecteur de contours.
Nous avons cependant simplifié I'équation du schéma degitesvec I'algébre géométrique en rempla-
cant I'opération de multiplication par les deux conjugugs, préte a confusion, par une opération de
rotation du pixel central du filtre par rapport a I'axe deseaivx de gris et d’'un angle de ou autrement
dit, une opération de réflexion par rapport a I'axe des nixesgris.

L'opération de filtrage proposée par Sangwine et généealisdormalisme dgs est la suivante :

ffiltrée[mv ’I’L] = (hl * f * h2)[m7 ’I’L] (475)

ou les filtresh; et ho sont une paire de filires qui permettent d’effectuer la rédlexi’axe 114,5s =
= atetes comme suit

V3
1 1 1 1 1 1 1 1
hi=-10 0 0 et ho=—-]1 0 0 0 (4.76)
6 6 1, -1 -1
o pmtopTh o

On remarquera que ce filtre est vertical et dirigé pour détdes contours horizontaux.

Les résultats de ce filtrage sont exactement équivalentaxaai#enus avec le formalisme des qua-
ternions (cf. figure 4.21) car on ne fait que réécrire le grotg en utilisant un formalisme différent. On
note également des résultats différents suivant le sepplitation du filtre : sens 1 = droite vers gauche,
sens 2 = inverse.
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(a) image originale (b) filtre horizontal sens 1 (c) filtre ilrontal sens 2

(d) zoom sens 1 (e) zoom sens 2

FiG. 4.21 — Le détecteur de contours de Sangwine ada@é a

4.5.2 Approche par gradient de saturation

Pour améliorer ces résultats, nous avons ensuite proposéhéma de filtrage qui calculait un gra-
dient par maximum de distance sur la saturation (cf. se&i2rt.5). Comme nous avons vu, I'inconvé-
nient de cette méthode réside dans le fait que ce gradiesttegadculé que sur une mesure de saturation.
Par exemple lorsque l'information d’un pixel est uniquetragmtype achromatique, la saturation est nulle
et donc la valeur du gradient associé en ce point sera el awiée. En conclusion, cette méthode est
incapable de détecter des différences d'intensité (cfrdigu2?2).

FIG. 4.22 — L'approche par gradient de saturation
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4.5.3 Approche par gradient de saturation et produit géoméique[18]

Pour améliorer notre technique, nous proposons d'utilessnlgébres géométriques afin d’apporter
une description géométrique des couleurs par rapport & Bakromatique des niveaux de gris. Cette
description géométrique est définie par le produit géonpégrsuivant ;f [m, n|u.

En effet, comme nous l'avons vu, ce produit géométrique serdgose en une somme de deux
parties comme l'illustre la figure 4.23.

FIG. 4.23 — Le produit géométrique d’un pixel coulefim, n] avec I'axe des niveaux de grjs se
décompose en une partie scalairg[m,n| | et une partie bivectorielle f[m,n] A u. Plus le vecteur
couleurf[m, n] est €loigné de I'axe des niveaux de gris, lus la norme du tave¢|[m, n] A . est grande.

— La premiére partie f[m,n] A u, est le produit vectoriel du pixel analysé avec I'axe des,@'est
le bivecteur représenté par le plan porté par les vectewlgwof [m, n] et u. Lorsque la norme
de cette partie est nulle, le vecteur couleur analysé eisigzite & c'est a dire qu'il est porté par
I'axe des niveaux de gris.

— La deuxiéme partie f[m,n]|u, est un scalaire correspondant a la projection du vectauego
f[m,n] sur 'axeu, autrement dit, son intensité.

Nous décrivons graphiquement le processus de construdgiorotre gradient couleur a partir de la
figure 4.24a. Nous pourrons ensuite comparer cette noueelmique avec celle basée uniqguement sur
la caractéristique de saturation que nous avons définie gwsint (cf. figure 4.24b).

Nous proposons la méthode suivante :

— Pour chaque pixel de I'image, nous effectuons le prodatgériquef [m, n]u.

— Nous séparons dans le résultat les parties scalaire etdmiadle.

— Nous calculons la norme de la partie bivectorielle. Cettenre nous permet de savoir a quels
endroits de I'image l'information est de type achromatigNeus voyons trés bien dans la figure
4.25 gqu'il y a deux zones ou la norme est quasi nulle sinoren@les deux zones correspondent
aux deux rectangles au centre de I'image. En regardantdénmaiginale, il est évident que ces
zones sont composées uniqguement de pixels en niveaux d®gris quand la norme de la partie
bivectorielle est proche de zéro, nous avons bien des mxbiomatiques.

— L'étape suivante consiste a construire un masque a partiette norme. Ce masque est construit
par un seuillage de la norme permettant de séparer les zemesme tres faibles des autres zones
de I'image ou les informations de chromaticité prédomirsemt’'information d’intensité. Le seuil
est déterminé de facon empirique. Ainsi ce masque permebmugen/er uniguement les pixels
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FIG. 4.24 — Image originale et résultat du gradient basé surtlaa@n uniquement (inversé pour une
meilleure visibilité).

pour lesquels la norme est proche de zéro, autrement dis, cansidérons que ces pixels portent
I'information achromatique.

FiG. 4.25 — Norme de la partie bivectorielle (inversée pour uedleure visibilité).

— Nous avons vu que la partie scalaire représentait la gimjede I'image sur I'axg: des niveaux
de gris. On comprend donc que ce scalaire représente hiafioon d’intensité de I'image. C'est
justement l'information qui nous mangue et que nous voulaj@iter a notre gradient. Pour cela
nous effectuons donc un filtrage sur la partie projectionupeensemble de filtres de Prewitt dans
chacune des directions horizontale, verticale et diagsnafin d’obtenir un gradient d’intensité.
Ensuite, on utilise le masque défini juste avant pour ne ceesgue l'information achromatique
dont on a besoin. Le résultat de cette étape est illustréagagure 4.26.

— La derniére étape consiste a assembler ce gradient dititesur les zones achromatiques de
'image au gradient de saturation défini précédemment. &ar nous utilisons la encore I'opéra-
tion qui consiste a garder pour chaque pixel la valeur maxirantre ces deux gradients. La figure
4.27 illustre donc le gradient final obtenu par cette méthQienparés au gradient précédent de
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FiG. 4.26 — Gradient d’intensité masqué grace a la norme de éztoikielle (inversé pour une meilleure
visibilité).

la figure 4.24b, les contours sont détectés aussi efficade@ependant la ou I'ancienne méthode
échouait dans la détection des contours achromatiquesuleele technique permet de résoudre
le probleme comme nous le voyons par I'apparition de costaliintérieur du rectangle du centre
gauche. Notons que s'il n'y a pas de contours apparents daxasré a droite de I'image qui varie
entre le blanc et le noir de fagon verticale, c’est que celkest en effet décrite par des dégradés et
donc qu’il N’y a pas apparition de ruptures franches.

FiG. 4.27 — Gradient final (inversé pour une meilleure visig)lit

Pour conclure, nous avons mené une campagne de tests guenii#s images. La figure 4.28 ré-
sume les résultats en présentant les gradients couleurusbpar notre méthode sur différentes images
classiques en traitement d'images couleur. On remarquéinsge de synthése permet de bien mettre
en avant le fait que les contours achromatiques sont maint&orrectement détectés. Les deux images
suivantes contiennent elles aussi des zones achromatiqoese les goutiéres et les rebords de fenétre
pour I'image de la maison et les rayures du zébre. Ces infiwnsaachromatiques apparaissent au ni-
veau du gradient couleur ainsi que les autres informatibnsneatiques qui permettent de détecter des
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contours pour lesquels l'intensité n'a pas d'importancem@ c’'est le cas pour I'image du babouin par
exemple, qui est constituée de nombreuses textures couleur

A partir du gradient, nous pouvons construire une carte deoaos par un seuillage simple. En effet,
une information de type gradient n'est décrite que sur umeposante, il suffit donc de seuiller cette
information en niveaux de gris pour obtenir les contourdgiox de I'image. Ici encore, le seuil est
déterminé de maniére empirique. Les résultats sont idlasdans la figure 4.29. Le gradient couleur de
la maison (a), resp. les parrots (e), est donné en (b), ragfi). &es cartes de contours c et g (resp. d et
h) sont obtenues par seuillage de notre gradient final (desgradient de saturation). Nous remarquons
que les détails de la fenétre de la maison apparaissentmegttglus clairement avec la prise en compte
de l'intensité dans (c) que dans (d) ou cette informationlddén’est pas traitée. De méme, d’autres
détails se distinguent avec le nouveau modéle comme leswdese toit et les gouttieres. Néanmoins
les contours des ombres sont aussi détectés en (c) et uil t@wvgplémentaire pourrait étre apporté
par I'étude d’'un gradient teinte pondéré par la saturatims@s. Pour I'image des parrots (g) et (h) la
différence est encore plus visible car I'image contienthasies trés achromatiques. Ainsi les contours
sont bien plus précis au niveau des deux becs qui contieeseattiellement des nuances de noir ou de
blanc. La nouvelle méthode fait apparaitre aussi de nomftétails achromatiques au niveau de la téte
de I'animal de gauche qui étaient complétement absentslaveéthode précédente (ceil par exemple).

Nous avons donc proposé une méthode de traitement d’imagésuc qui utilise I'algébre géomé-
trique G et dont l'intérét réside dans la manipulation géométrigeie ebuleurs au moyen d’opérations
algébriques. Le produit géométrique utilisé notammensdiaderniére partie de la construction de notre
gradient permet de comparer de maniére géométrique I'driseties pixels de I'image. Si dans notre
proposition actuelle la comparaison a été faite par rappdexe des niveaux de gris, il est tout a fait
possible d’envisager une comparaison des pixels avecrd&uecteurs couleurs pour définir de nou-
velles opérations réellement couleur. En effet, la pantedborielle associée au produit vectoriel de
deux vecteurs couleur apporte de I'information géométrigatamment le plan colorimétrique qui per-
met de passer d’'une couleur a l'autre. Ce plan de couleurusst associé dans le produit vectoriel a
I'angle qui sépare les deux vecteurs couleurs multipliés.

4.6 Conclusion

Nous avons vu que l'algebre Géométrigiie permet de manipuler des entités géométriques telles
gque des scalaires, vecteurs ou bibecteurs et cela de mamiémendante. Des régles permettent d’af-
fecter certains objets au moyen d’'autres et celles-ci gies par les différents produits que I'on peut
rencontrer dan§s (produits interne, externe, géométrique, mixte).

Nous avions également vu qu'il était possible d'utilises tpiaternions pour pouvoir appliquer des
transformations géomeétriques sur des vecteurs de I'eshBreCependant, méme si les opérations géo-
métriques de base peuvent étre décrites en utilisant leafemme quaternionique, la ou elles nous four-
nissent des résultats en termes de produits de quaterfésrspérations décrites avec les algébres géo-
métriques nous permettent de faire la distinction entrediiérents objets manipulés, notamment la
différence entre vecteurs et bivecteurs qui est compléteatesente de la théorie des quaternions.

Il est donc possible d'utiliser le formalisme des algebrésmyétriques pour pouvoir coder les infor-
mations de pixels de couleur au moyen de 1-vecteurs. Lebralg@éométriques permettent de définir
les opérations géométriques de base telles que projectigestions, réflexions, rotations sur et entre
1-vecteurs couleur. Il est par exemple possible d'utilissralgébres géométriques pour exprimer un
pixel donné dans un espaédd/ B selon ses composantes de teinte, saturation et intensitge@e de
manipulation nous a permis ainsi de définir des stratégiditidges spatiaux définis par convolution de
filtres.

Nous avons aussi proposé une transformation de Fouriéo@i€énne appliquée aux images couleur.
Cette approche présente I'avantage de séparer les infomaate chaque composante couleur sur deux
composantes spectrales distinctes sans mélanger le uaveo d’'autres composantes couleur. En effet,
les variations paires et impaires du signal spatial sordréé&s pour chaque canal couleur sur les parties
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vectorielle et bivectorielle du spectre. Ceci permet dEnie mélange des informations comme c’était le
cas avec I'approche quaternionique. De plus, comme le ndgdaitransformée de Fourier Cliffordienne
est le pseudoscalaire, cette transformée de Fourier elstaéanie a I'application de trois transformées
de Fourier complexes sur chacune des composantes coulbianatge care?,; = —1.
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FiG. 4.28 — Exemple de gradient sur des images couleur
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FiG. 4.29 — Exemples du gradient couleur : images maison (a)redtpae) ; résultats des gradients
couleur par notre méthode (b) et (f) (réhaussement de lsiténpour plus de visibilité) ; différence
entre un seuillage effectué sur notre gradient couleur t{¢))eet celui n'utilisant pas l'information

achromatique (d) et (h).






CHAPITRE 5

CONCLUSION

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a 'apportau@dut obtenir par I'utilisation de
formalismes algébriques pour analyser et traiter les imagenériques couleur. Dans ce cadre, nous
avons vu qu'il est possible de matérialiser des vecteurgseptant I'information couleur par de simples
éléments de l'algébre utilisée. La manipulation des vesteauleur utilisant par exemple des produits
vectoriels ou encore des produits matriciels souvent bartusage est simplifiée par I'utilisation d’'opé-
rations fondamentales simples pour manier les élémentaldébire. Nous avons alors cherché a carac-
tériser des images couleur en utilisant respectivemelgebae des nombres complexes, puis celle des
guaternions pour finir avec I'algébre géométrique ausstl@emalgebre de Clifford. Reprenons les diffé-
rents éléments de réponse que NOUs avons proposes.

Dans le chapitre 2, nous avons tout d’abord effectué un tappdanalyse par transformée de Fou-
rier, élément fondamental dans la suite du document. Daibgettif d'étudier la possibilité d'utiliser
un espace couleur pour définir une approche fréquentielleean nous avons di analyser différents es-
paces couleur. Notre choix s’est porté sur I'espace coldlll’. Cet espace a été créé pour le systeme
standard PAL de télévision et il permet la séparation dédfmation d’intensité et de celle de chroma-
ticité des couleurs. L'étape suivante a alors été de caisetéet espac® UV afin de savoir comment
se comportent les coefficients des composantes chromsiiget V” en fonction de la composante de
d’intensitéY” ainsi que les domaines de variation. Nous avons par exernpfemé par des expériences
numériques que la clarfé fait bien partie de la perception de la couleur en montragtlgs variations
de couleurs obtenues avec les composalitesV changeaient suivant les valeurs de la clarté. Ceci nous
renforce dans notre approche nécessairement tridimesiliate la couleur.

Ensuite, méme si I'information contenue dans un nombre texeme suffit pour « capter » complé-
tement la couleur, nous avons montré que la définition d'taresformée de Fourier « chromatique » per-
mettait d’analyser partiellement le comportement desergsldans un espace fréquentiel. Cette analyse
nécessite la définition et la compréhension de la notion deemin couleur » proposée initialement
par McCabe et utilisée pour décrire les variations de cowbtenues sur des images dont le spectre a
recu une initialisation de type impulsion. Nous avons vuiquthemin couleur est défini dans le plan
complexe formé par les composantéset V' et permet d'illustrer une variation couleur dans ce plan.
Il existe de nhombreux chemins couleur de base qui tradulaamition d’opposition de couleur comme
par exemple I'opposition rouge-vert ou encore I'oppositideu-jaune qui sont deux cas particuliers de
chemins décrits uniquement sur I'un des axes du plari/). Pour chaque point de I'espace fréquen-
tiel correspond alors un chemin couleur dans le domaingaspdhe image couleur est donc composée
d’'une somme d’'une multitude de chemins couleur élémestaiyant chacun leur correspondant dans
I'espace des fréquences.

117
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Pour illustrer cette approche « Fourier chromatique » , ramams défini une stratégie de filtrage
fréquentiel « chromatique » sur des images couleur. Ledtaés@applicatifs montrent que la stratégie
de filtrage fréquentiel reste cohérente méme si toute Finédion couleur n'est pas utilisée avec les
nombres complexes.

De cette confirmation de la nature complétement tridimewdie de la couleur, nous avons élargi
I'étude a un formalisme comportant plus de dimensions. lapitte 3 traite alors de I'opportunité d’uti-
liser les quaternions pour manipuler les images coulews. dug&ternions, contrairement aux nombres
complexes, peuvent décrire complétement une informatiofear par exemple sur leurs parties imagi-
naires. On peut alors manipuler un vecteur couleur par dplegropérations comme le produit. Nous
avons ainsi vu qu'il est possible d’effectuer des transtiioms géométriques sur des vecteurs couleur
au moyen de ce formalisme. Puis nous avons défini un détedtecontours utilisant ce type de trans-
formation dans une approche spatiale basée sur les traea®angwine. Ce détecteur repose sur une
généralisation du filtrage linéaire a I'aide du formalisnes duaternions. Un filtrage de Prewitt est ef-
fectué sur I'image d’origine en remplagant les coefficiemdtsls par des coefficients quaternioniques
permettant de caractériser les contours couleur de l'imageésultat du filtrage est représenté par des
vecteurs couleur qui permettent de comparer chaque piaéfsha 'ensemble de ses voisins. Si le vec-
teur résultat est proche de I'axe des niveaux de gris, ld pixalysé se situe sur une zone de couleur
homogene tandis que s'il s’éloigne de cet axe alors c’est faif partie d’'un contour couleur. Nous
avons proposé de calculer la distance de ce vecteur cowdeuaport a I'axe des niveaux de gris, dia-
gonale du cub&V B, pour obtenir un gradient de couleur. La distance calcubdéespond en fait & une
mesure de saturation. Nous avons alors mis en évidence guadient quaternionique proposé souffre
de ne pas pouvoir détecter les contours achromatiques.

Dans la seconde partie du chapitre 3, nous avons étudiépesciyes fréquentielles définies dans la
littérature utilisant les quaternions.

— Tout d’abord I'analyse de Bilow sur les images en niveaugridequi permet de caractériser les
structures 2D d’un signal réel grace aux symétries présefaes la transformée de Fourier et a la
caractérisation de la généralisation du signal analytégdeux dimensions. Cette généralisation
appelée signal monogénique permet d’introduire des rotienphase et d’amplitude locale pour
les directions horizontales et verticales de maniére iadéante.

— Ensuite, nous avons décrit I'analyse des images couleusgragwine et Ell. Nous avons vu que
la description fréquentielle dépend de la direction dedadformée de Fourier quaternionique. En
réalité, pour pouvoir analyser le contenu fréquentiel centerfont Sangwine et Ell, il faut utiliser
une transformée de Fourier quaternionique ne donnant pasdfinportance a une composante
couleur qu'a une autre, autrement dit, dont la directiobl®uie des niveaux de gris. Cette analyse
alors permet de retrouver l'interprétation du spectre &®chemins couleur donnée par McCabe
dans le cas complexe.

Cependant nous avons observé, par I'étude numérique dmnkfdrmée de Fourier quaternionique,
gu’il était possible d’effectuer des transformées sur desges couleur avec des directions différentes
de I'axe des niveaux de gris bien qu’une interprétation iddfmation spectrale obtenue par une telle
direction semble difficile. Nous avons décrit le domaine darker a travers des propriétés de symétrie
propres a la transformée aussi bien dans le spectre quessimages d’origines. Nous avons enfin
étudié les atomes élémentaires associés a cette transfaieni€ourier quaternionique en initialisant le
spectre par des impulsions. L'analyse des résultats dendedisations spectrales nous a permis de
différencier plusieurs cas de figures dans lesquels latdirede la transformée de Fourier prend plus ou
moins d’'importance. Cette direction d’'analyse est impagdorsque le spectre contient uniqguement de
I'information sur la partie réelle, les variations spatgbbtenues dépendent en effet a ce moment la de la
direction de la TFQ. Sinon, dés lors que les parties imagiealu spectre sont non nulles, I'influence de
la direction de la transformée de Fourier sur I'analyse eaudlisparait. Cette étude est illustrée a travers
une stratégie de filtrage fréquentielle utilisant les quedas.

Dans le chapitre 4, nous utilisons une généralisation desdlismes permettant de manipuler des
entités géométriques par l'intermédiaire d’'écritureghtiues a savoir les algébres géométriques. Ces
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algébres aussi appelées algébres de Clifford permettaiiedrs de généraliser ce type d’approche a
un nombre de dimensions infini. Nous avons vu que les algé@@emétriquesj, et G3 permettent de
manipuler des entités géométriques telles que scalaieetewrs, bivecteurs et trivecteurs de maniéere
indépendante. Des régles permettent d’'affecter certdijetsoau moyen d’'autres et celles-ci sont régies
par les différents produits : produits interne, externengétrique, mixte.

Il existe peu de travaux sur l'utilisation des algébres géiques dans le domaine de I'image. Nous
avons tout d’abord vu comment les algébres géométriqguemnétatilisées par Felsberg pour I'analyse
fréquentielle des images en niveaux de gris. Dans son dpproaitilise les algébres géométriques pour
analyser les structures locales des signaux 2D réels eragépanformation contenue dans ces signaux
2D avec des symétries centrales.

Afin de répondre a notre problématique de caractérisati@nquéntielle couleur, nous avons ensuite
appliqué les travaux de Brackx et Sommen aux images coul@srtravaux reposent sur la définition
d’'une transformée de Fourier dont le noyau est défini par oduyir extérieur de I'algebrg,. Cette
définition se distingue en ce point de toutes les autresftianées de Fourier que nous avons étudiées.
Malheureusement, du fait de I'algélge utilisé, nous avons constaté que cette transformée neegtnvi
pas a une analyse globale des images couleur tout simplexaeelie ne donne pas le méme poids aux
trois composantes couleurs : alors que les parties paiiegaires de la premiére composante couleur
sont séparées correctement dans le spectre, celles aordesp aux deuxiéme et troisieme composantes
se retrouvent mélangées en son sein. De plus, le fait detilialgébreG, ne permet pas de placer les
composantes couleur sur le méme grade de I'algébre. Il nfyedfet qu'une partie scalaire et une partie
bivectorielle pour deux parties vectorielles. Ceci empédeffectuer des opérations géométriques que
I'on pourrait utiliser dans le domaine spatial car ces gj@ma ne sont définies que pour des multivec-
teurs simples, autrement dit de méme grade.

Nous avons donc utilisé les trois composantes 1-vectesiale I'algébregs pour placer les trois
composantes couleur sur un multivecteur. En utilisant oadtisme, nous avons proposé une définition
d’'une transformation de Fourier Cliffordienne appliquéx @amages couleurs. L'étude numérique de
cette transformation a mis en évidence gu’elle n’est pasctionnelle comme c’est le cas pour la trans-
formée quaternionique. Les composantes fréquentiellelegose séparent suivant les parties paires ou
impaires sur les composantes 1-vectorielles et bi-vesttesi du spectre de maniere indépendante. On
retrouve donc les parties paires de la premiére composaunteur sur la partie vectorielle, du spectre
tandis que sa partie impaire se situe sur la composante dsiea dire la composante bivectorielle
e23. ON constate le méme phénomene pour les deux autres cortgsanleur. Cette transformée de
Fourier Cliffordienne qui utilise le pseudoscalaire damsdyau est donc isomorphe a une transformée
de Fourier marginale soit une transformée complexe apidicqur chaque composante couleur.

Enfin, nous avons utilisé I'algébkg; dans une approche spatiale. Tout d’abord, nous avons montré
gu'il est possible d'utiliser les avantages donnés paitlibation des produits de I'algébre afin de décrire
la géométrie entre deux 1-vecteurs couleur (car les 1-wectont par nature de méme grade). On peut
ainsi exprimer I'angle qui sépare deux l-vecteurs dansae porté par le bivecteur qui leur est associé
(obtenu par leur produit externe). L'algel@fenous a également permis de définir une nouvelle approche
spatiale de détection de contours en généralisant celleieléfiec les quaternions. Cette approche re-
prend le principe du filtrage couleur basé sur un gradientatigaion auquel nous avons adjoint une
partie permettant de rajouter une discrimination des eoatachromatiques. Pour cela, chaque pixel
couleur de I'image est comparé au 1-vecteur représenta tes niveaux de gris par un produit géo-
métrique. Ce produit géométrigue se décompose en une soegheus termes : le produit externe du
pixel avec I'axe des gris et leur produit scalaire. Le pro@uterne nous permet de savoir a travers sa
norme si le pixel est achromatique. Dans ce cas, il est cofigans un masque que nous appliqguons sur
le résultat du produit scalaire qui correspond exacteméantcharté du pixel. En filtrant cette partie par
un filtre de Prewitt, on obtient un gradient d’intensité ogtifeisionné au gradient de saturation lorsque le
pixel est achromatique. Nous obtenons ainsi un gradieaetipour détecter les contours d’une image
couleur.
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Ces travaux doivent étre poursuivis par la définition de Bies méthodes spatiales prenant plus en
compte la spécificité des opérations rendues possiblesutifisation des algébres géométriques ainsi
que des entités manipulées. Par exemple, nous avons vu gué-geecteurs peuvent étre comparés par
leur produit géométrique, plutbt que de les comparer entxepar rapport a I'axe des niveaux de gris.
On comparerait dans ce cas chaque pixel avec ses voisins@gtiéol'angle entre les deux ou méme la
norme du bivecteur leur étant associé seraient importaptss serions en présence d'un contour. De
plus I'angle et le bivecteur présentent de l'informatiop@émentaire dans le fait que I'angle est celui
qui sépare les deux 1-vecteurs dans le plan orienté qui Euassocié. Il faudrait également étudier
I'opportunité de faire ces comparaisons entre 1-vecteoutears dans d’autres espaces comme les es-
paces antagonistes commie”,.C;, utilisé pour la TVHD par exemple ou encore I'espdce:*bv* qui
est perceptuellement uniforme. Les algébres géométrigeiaaettent aussi la formulation des notions
d’'union et d’intersection d’ensemble. Ces notions poamaétre utilisées également pour comparer des
vecteurs couleur entre eux et donc applicables pour desgfiiérd’ordre et en particulier a des opérations
de morphologies mathématiques. On pourrait de méme s’eim peur agréger des vecteurs rassemblant
des caractéristiques semblables dans une approche dengatiomepar régions ou dans une démarche
d’'indexation par le contenu de bases d'images couleurt également possible de définir une notion
de corrélation entre vecteurs de I'algébre ceci pourradt @étilisé pour comparer des images entre elles
en détectant les mouvements ou disparitions de certaie$son pourrait donc appliquer ceci dans des
séquences vidéos en télésurveillance pour exemple deaipin. 1l est difficile de conclure sur I'ana-
lyse fréquentielle couleur. Les propriétés mises en édiglariont pas montré un potentiel applicatif.
Pour cela, il nous semble nécessaire d’intégrer a I'anatgséeur I'analyse géométriques des images
en deux dimensions. Cela est peut étre possible en codaieltamposante couleur sur deux parties
vectorielles qui seraient ensuite analysées par une tnanéé de Fourier permettant la séparation entre
les informations horizontales et verticales. Enfin, comesedlgébres géométriques ne sont pas limitées
a la dimension trois mais généralisables a n’importe guifiension, on est loin d'avoir fait le tour
des potentialités de la représentation. Il est possibléetieservir pour effectuer des traitements sur des
images multispectrales et multicomposantes comme lessisnsagellitaires par exemple.
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Nous présentons tout d’abord dans cette annexe commeankfdrmée de Fourier définie dans le
manuscrit a la section 4.3.1 peut se calculer en utilisasF#d (cf. section A.1). Ensuite nous détaille-
rons les calculs nécessaires a la détermination des sgséfans le spectre d'images couleur définies
par cette TFC (cf. section A.2). Enfin, nous détailleronsckdsuls permettant de connaitre I'influence
des atomes élémentaires du spectre (cf. section A.3).

A.1 Simplification par transformées de Fourier Rapides

Pour pouvoir assurer la simplification de la tranformée derieo par des transformées de Fourier
complexes, il faut factoriser I'expression de la transféemde Fourier par I'élément de I'algébre qui élevé
au carré vaut-1. Une telle factorisation permettrait de pouvoir ensuiteuar la transformée de Fourier
Cliffordienne par une somme de transformées de Fourier lEex@p rapides. L'élément correspondant
par isomorphisme dans I'algébf au complexe imaginaireeste;,.

fn, m] =fo[n,mleg + f1[n,mler + fa[n,mles + fi2[n, mleio
=foln, mleg + fiz2[n,mlei2 + [fi[n, mleg — fa[n, m]eia] e

On calculeraF'[o, p| de la maniére suivante :

~ 7 X, 2 o (o (5 7)) +m o (57 = 57) ] st
1

exp (5 =R [[folm, m] + froln, mli] + [, m] = foln, m]i]

p MAEl on  pm . on  pm\\ .
=7 2o 2 [eos (2 (5 - 7)) o (o (57 - 5))

[[foln, m] + fra[n, m]i] + [f1[n, m] — fa[n, m]i]
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Il est donc possible de calculer la transformée de Fourias @a au moyen de deux transformées
de Fourier rapides. Le terme d'équivalence n’est ici emplgye pour indiquer que les coefficients
seront conservés. Cependant afin de calculer entieérenteamiormée de Fourier Cliffordienne il faudra
finalement remplacer lespar dese;» et multiplier ces coefficients en fonction de la factorisatilonnée
ci-dessus.

A.2 Conditions d'initialisation du spectre

En reprenant la formulation de la tranformée de Fourierrseenous avons :

Sl i 323 [t or (5 ) <t o (%)

+ [Fl[o,p] cos (27T (?\Z p]?)) + Fs[o, p] sin (277 (% - _>)]
+ [Fg[o,p] cos (27T (% — %)) — Filo, p]sin (27T (% — —>>]
+ [Flg[o,p] cos (2 (% — I%)) + Fylo, p] sm( (— — —))} €19

il faut que f12[n, m] = 0 pour reconstruire une image couleur.
Pour quefiz[n, m] = 0 il faut que

M N
1 2 2 on pm
fi2a[n, m] = Z Z Fi3[o, p| cos <27T (———)) =0
v/ M N
MN o=— t+1p=—L+1
pour cela il faut qu&/(o,p) € (-5 + L; §1, [- 2 + 1; &), Fisfo,p] = —Fiz[—o0, —p]
et
1 . on  pm
fi2p[n,m] = Z Z Fpy[o, p| sin (27T (— - —>) =0
v/ M N
MN o=—Y +1p=—F+1

pour cela il faut quev(k, 1) € (-5 + 1; 51, [ & + 1, &L)), Fylo, p] = Fo[—k, ).
Nous obtenons donc les conditions générales de symétrispetiire pour pouvoir reconstruire le
signal d'une image couleur par notre transformée de Foimerse.

Yk D € (-5 + 1 5] -5 +1 5]
Folo,) = Fol-k, ~1]
Figfo,p] = —Fra[—k, =]

A.3 Interprétation de l'influence d’un Dirac dans le spectre

En initialisant un point dans le domaine fréquentiel par cmestante, on veut interpréter le résultat
obtenu dans le domaine spatial aprés transformée de Fowaese.
Il faut respecter les conditions d'initialisation donnéesis I'équation (4.46).
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A.3.1 Initialisation sur la composante scalaire

On choisit d'insérer deux Dirac respectant la conditigfko, lo)] = Fo[—ko, —lo] Sur le spectre,

en considérant le centre de I'image comme origine du repére coefficients de celui-ci restent nuls
ailleurs. On effectue ensuite une transformée inverse.

o] — [Fo[oo’po] cos (27 (22— B)) 4 Fy[—on, —po] cos <2ﬂ (—oon ) —p0m>>]

M N
+ {Fo[oo,po] sin (277 (% - %)) + Fy[—00, —po] sin <27r <_X4On — _i)\(;m>>] €12
commeFy[og, po] = —Fo[—up, —vo] €tVx € Rcos(—z) = cos(z) etsin(—z) = — sin(x)
f[n, m| = 2Fy|oo, po] cos (27T (% — %)) (A1)

A.3.2 Initialisation sur la composante bivectorielle

On choisit d'insérer deux Dirac respectant la conditidn|og, po] = —Fi2[—00, —po] Sur le spectre

nul ailleurs en considérant le centre de I'image comme eeigiu repere. On effectue ensuite une trans-
formée inverse.

fln,m] = |:—F12(00,p0)sin (271' (% — I%)) — F12(—00, —po) sin <27T <_](\)/;n - —1]3\0[77?))]

oon m —ogn. —pom
+ |:F12(00,p0)COS <27T <% - pOT)) + F12(—00, —po) cos <27T < ]wo - I;\? >>] €12

commeFi2(og, po) = —Fi2(—00, —po) €tVz € R cos(—x) = cos(z) etsin(—x) = —sin(x)
- . opn  pom
f(n.m) = =2Fia(00,po)sin (27 (2 = 57 (A-2)

A.3.3 Initialisation sur une composante vectorielle

Il n'existe pas de condition de symétrie sur la partie veelier du spectre de notre transformée.
Quelle est donc l'influence d’une initialisation sur I'une kkautre de ces deux composantes ?
— Oninitialise une constante sur la premiere partie vesiteri

fn,m) = [Fl(oo,po) CoS <27T <M — M))] e1

M N
i o (32 B

Il en résulte une variation spatiale paire sur la premieremasante et une variation impaire sur la
seconde.

— Ici c’est la deuxiéme composante vectorielle du spectresiunitialisée :

f(n,m) = |:F2(00,p0) sin (27T (% — I%))} e1

+ |:F2(00,p0) cos (27T (% — I%))} e
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Il en résulte une variation spatiale impaire sur la premi@maposante et une variation paire sur la
seconde.

Des informations semblent étre mélangées sur les partitsrigdles du spectre.

Q’en est-il des propriétés de symétrie sur la partie veslterdu spectre ? En effet, méme si elles
ne sont pas nécessaires a la reconstruction d’'une imageucqudr transformée inverse, peut-étre des
symétries existent-elles tout de méme.

On redonne I'expression du spectre mais cette fois aveiimtion basse fréquence centrée au
milieu de l'image.

Flo,p] =Fsps [f]o.p] = V;_Mjgljfexp@w(’)—y 2)) fin,m]
R e mzo::] pm n m
=it 2o 2 Jeon (o (57 = 7)) oin (o (57 = ) Jee] 10
i XX [elmleon (2n (5 - 5) ~ et misin (oe (57 - 52)

M N

(e (5 2)) s o (222
or )

) i (o (222

f12[n, m] cos (277 (% — m)) + foln, m]sin (27r (% — m))] e19

Rloal =i > S [nlmnlen (oe (%~ 2)) < sl (2 (2 - 22

oo B [ o (- 2)
m=—4 1n=-—0 11
+ f2[n, m]sin <27r (% - %))} el

M N
1 2 2 [ on pm
— E E fi[n,m] cos (277 (— - —))
MN m=—Y 41n=—=~N41 MoN
- 2 - 2

— fa[n,m]sin (27T (% - ]%))] el

d’'ou Fifo,p] # Fi[—o,—p] et aussiFi[o,p] # —Fi[—o,—p]. Il n'existe donc pas de symétries
équivalentes a celles que I'on a I'habitude d’observer awrémiére partie vectorielle du spectre. On se
rend compte par le méme type de calculs qu'il n'existe pasahamde symétrie particuliére sur les axes
horizontal et vertical dans la premiere partie vectoridliespectre. Ceci est aussi le cas de la deuxiéme
partie vectorielle. En effet on remarquera facilement gseriformations contenues dans ces deux parties
sont mélangées : on exprint&¢ en fonction def, et f> et la méme chose est vraie pour exprinigr
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B.1 Simplification par transformées de Fourier rapides

Comme pour la plupart des transformées de Fourier hyperese®p[31], [27], [55] et [24], il est
possible d’effectuer la transformation de Fourier Cliffienne couleur définie précédement en utilisant
des transformations de Fourier complexes rapides clasi@eci permet des temps de calculs améliorés
de maniere a pouvoir effectuer cette transformation suirdages numériques de facon plus aisée. La

décomposition s’effectue de la fagon suivante :

F[m7n] = FO[man] + Fl[man]el + FZ[man]eQ + F3["ITL,"I’L]€3
+ Fys3[m, nleas + F1[m, nlesr + Fia[m, nleia + Fiag[m, nleios

en utilisant les propriétes du produit cette relation estvedente a la suivante :

flm,n] = [folm,n] + fi2s[m, n]ei2s]1
+ [film,n] + fa3[m, nleizs]er
+ [fa[m,n] + f31[m, nle1zs]es
+ [f3[m,n] + fia[m, n]eizs]es

Nous voyons apparaitre ici que la fonctigrest isomorphe a I'ensembl&* donc comme la trans-
formée de Fourier est une application linéaire nous poustnrs décomposer la transformée de Fourier
couleur suivant les différentes composantes de notre@gebquatre transformées de Fourier complexes
en remplagant I'élément o3 par le complexe imaginaire pur

Flo,p] = F{f[m,n]}[o, p]
= [F{fo[m,n] + fi23[m,nlei2s}|o, p]]1
+ [F{film,n] + fa3[m,n]ei2s}[o, pl]
+ [F{f2[m,n] + fs1[m,n]eras}[o, plles
+ [F{f3[m,n] + fi2[m,n]ei23}[o0, ]|

€1

€3
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B.2 Calcul numérique de la transformée de Fourier

Ici nous allons expliquer comment se fait le calcul numégide la transformée de Fourier pour une
image couleur. Soit une imagede longueurN et de largeurM, elle sera représentée numériquement
par une matrice de dimensidv x M. Chaque pixel de cette image sera codé par un multivecteisr da
lequel sera stockée l'information de couleur suivant leg@pe suivant :

Flo,p] = Z Z flm,n] exp_2”8123(%+%)

Ici m etn représentent donc les coordonnées du pixel au sein de l&cenddn découpe donc l'in-
formation couleur du pixef de coordonnées: etn en trois composantes rougén,n| = fi[m,n],
vertev[m,n] = fa[m,n| et bleueb[m,n| = f3[m,n].

M N
2 om | pn
Z Z Jilm, nley exp_zﬂemg(v_;.w)
:]g-i-l n—__?_’_l
+ folm, n]es exp~ 2712 (FEHR) 4 falm, nles exp2rerzs (57 )
T M
1 22: 22: film, n] [ <2 <0m+pn>)+ <2 ( +pn> ﬂ
— 1[m,nley [cos | =27 ( — + — sin T s
\/mm:_NJ,-l n=—>M_q Vi N il L
[m,

_ 1 Z Z [film,nler + falm,nles + f3[m,n]es] cos [_277 ( 7 + 1;:;)}

+ [f1[m, n]eas + fa[m,nles1 + f3[m, n]ers] sin [—277 ( -+ %)}

M

— LSS (Almaler+ famnea + fofm,nles] cos [z (22 4 2]

m:%—i—l n:——%—i—l

+ [ film, nless — fa[m, nlesi — f3[m, nleis]sin [QW < T 1;\7)}

B.3 Calcul numérique de la transformée de Fourier inverse

Il est également possible de développer I'expression datsformée de Fourier inverse :
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M N
1 2 2 9 om | pn
m,n] = Flo, pl ex meras (9450 )
o= e S Y Flolew
o=—M p1p=—~N11
M N
1 2 2
= Z; > Flowl[oos [2m (57 + 57) | +sin [2r (57 + 7)) e
: p
Z Z [cos [271 ( i W)} [Folo, p] + Filo,pler + - - + Fiaslo, pleias]
+ sin ( ﬂ [F123[0, ple12s + Fi[o, pleas + Falo, ples1 + F3[o, pleia
—Fy3[o, ple F31[ plez — Fi2[o,ples — Fia3[o0, pl]]
1
= AN Z Z |:F0[0 p] cos [2% <O]\ZL + ]X;)} Fia3[o, p| sin [QW(M + ]XZ)H
=—% 1p———+1
T om  pn\1T
o e (52
+ opco[ ( )] 23[0])]8111_7‘(’ M+N__61
T om  pn\T
vt e (52
+ | Fxlo, p] cos { ( )] 31[0])]8111:7'(' 7 TN :_62
+ | 3]0, p] cos { ( )] — Fiso, p]sin _27‘(’ (% + %):: es3
+ _Fgg[o,p] cos [277 (% + %)} + Fio, p] sin _271 (% + %) | e
I om pn I om  pn\1
+ _Fgl[o,p] cos |:27T(M + Nﬂ + Fyo, p] sin _27T<M + N)__ €31
' om pn I om  pn\1T
+ _Flg[o,p] cos [277 (ﬁ + Nﬂ + F3|o, p] sin _271 <M + W) | ez
I om n om n
+ _F123[0,p] coS [2% <ﬁ + ]]7\7 } + Fylo, p] sin [2 (ﬁ + %)H €123

B.4 Conditions d’initialisation du spectre

En reprenant la formulation de la tranformée de Fourierrseenous avons :
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= i 33 [t on (57 )] it o (450

o=— 1p_—5+1
[ e (524 2)] - B o (52
+ opco[ ( )] Fs1[o, p] sin 271(% %)_62
+ opcos[ ( )] FmOpSlIl?ﬂ'(%—l-%)"eg
+ _Fgg 0, p| cos [277( + Nnﬂ + Filo, p]sin _271 (% + %) €93
+ _F31 0, p| cos [277 ( + Nnﬂ + Flo, p] sin _271 (% + %) e31
+ :Flz 0, p| cos [277 ( + Nnﬂ + F3o, p] sin :271 (% + %) €19
+ _Flgg[o p| cos {2 (Mm + %)} + Fylo, p] sin [277 (% + %)” €193

il faut QUEfo[m, n] = fgg[m, n] = f31 [m, n] = flg[m, ’I’L] = f123[m, n] = 0.
Pour quefy[m,n] = 0 il faut que

foalm,n] = \/ﬁ iﬂ; i Fy[o, p] cos [277 (% + %)} =0

pour cela il faut quev(o, p) € [ + 1; 5 + 1], Fylo, p] = —Fy[—o0, —p]
et

S

folm,n] = \/— Z Z —Flggop]sm[%r(M IXT])]:O

=——+1 p———+1

pour cela il faut que/(()?p) [ 2 + 17 2 + ]27 F123[07p] = F123[_07 _p]
En appliquant le méme raisonnement pour annuler les autrepasantes d¢|o, p] mis a part ses
composantes vectorielles, nous obtendfs p) € [—4F + 1; 5 + 1)2

fasz[m,n] = 0 < Faslo,p] = —Fa3]—o, —p| et Fy|o, p] = Fi[—o, —p]
fai[m,n] = 0 < Fsi[o,p] = —F31]—0, —p| et Fy|o, p] = Fa[—o0, —p]
fi2[m,n] = 0 < Fisfo,p] = —Fia]—o, —p| et F3lo, p] = F3[—o, —p]
fi23[m,n] = 0 < Fia3[o, p] = —Fia3[—0, —p| et Fylo, p| = Fy[—o, —p]

Nous obtenons donc les conditions générales de symétriepaditre pour pouvoir reconstruire le
signal d’'une image couleur par notre transformée de Foumierse.

M N
Y(o,p) € [—7 +1; 5 + 1]2
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Fylo,p] =0

Filo,p] = Fi[~o, —p]

Fyfo,p] = Fy[~o0, —p]

F3[o, p] = F3[—o, —p]
Fy3lo,p| = —Fas[—o0,—p]
F310,p] = —F31[~0,—p]
Fialo,p] = —Fi2[—0, —p]
Figslo,p] =0

B.5 Interprétation de l'influence d’un Dirac dans le spectre

Dans I'étude suivante nous essayons de caractériser lenzode I'information fréquentielle com-
prise dans I'espace fréquentiel. Pour cela, nous étudiomsne précédemment l'influence de l'initiali-
sation d’un Dirac (constante), respecter les conditiomstidilisation données par I'équation (4.62), dans
le domaine fréquentiel sur une image (domaine spatial akdprés transformée de Fourier inverse).

B.5.1 Initialisation sur une composante vectorielle

On choisit d’'insérer deux Diracs respectant la condifi®fvg, po] = Fi[—o00, —po] sur le spectre nul
ailleurs en considérant le centre de I'image comme origineedére. On effectue ensuite une transformée
inverse.

f(m,n) = [Fl[oo,po] cos [27? <% + %)] + F[—00, —po) cos [271 <_§2m + _%J”>H el

+ [Fl[oo,po] sin [27r ( + %)} + Fi[—o00, —po] sin [27r <_Oom + _p0n>” €23

om
M M N

commeF [og, po] = Fi[—00, —po] €t¥m € Rcos(—m) = cos(m) etsin(—m) = —sin(m)

Ooom.  pon
f(m,n) = 2F1[og, po] cos [277 <W + W)] el
On en déduit par le méme raisonnement que I'on obtient le mi@pgede variation en initialisant le
spectre sur la deuxiéme ou la troisieme composante vditorie
En initialisant sur la deuxiéme composante vectoriefigldy, po] = F2[—00, —po]), ONn obtient une

variation de la forme :

oom pon
1) = 2Fslog, o] cos [2m (7 + 757 )|
f(m,n) b0, po] cos |27 v ) e

Et enfin en initialisant sur la troisieme composante veelieri(Fs (oo, po] = F5[—00, —po]), On 0b-
tient une variation de la forme :

f(m,n) = 2F3]og, po] cos [277 (% + ]%)] es
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B.5.2 Initialisation sur une composante bi-vectorielle

On choisit d'insérer deux Diracs respectant la condifiés]og, po] = —Fa3[—00, —po| Sur le spectre
nul ailleurs en considérant le centre de 'image comme eigiu repére. On effectue ensuite une trans-

formée inverse.

f(m,n) = [—Fzg[oo,po] sin [2% (% + l%)} — Fys[—0p, —po] sin |:27T <_§;m + _]Pi;)n>H ey

ogm n —ogm  —pon
+ [Fgg[oo,po] cos [277 (OW + %)} + Fy3[—00, —po] cos [271 < ]\Z + i? >” €23

commeFss[og, po] = —Fas[—00, —po] €t¥m € R cos(—m) = cos(m) etsin(—m) = — sin(m)

f(m,n) = —2Fy3]00, po| sin [277 (% + ]%)] e1

On utilise le méme raisonnement pour obtenir I'influence’idéiflisation du spectre par un couple
de Dirac sur la deuxiéme composante bi-vectoriélig/oy, po] = —F31[—00, —po] apres transfomée de
Fourier inverse :

. oom  pon
m,n) = —2F31|0g, po| sin [2 (— —)] e
f(m,n) 31[00, Po ™\ TV e

De méme pour linitialisation du spectre sur la troisiemenposante bi-vectorielld’s[og, po] =

—Fi3[—00, —po :

. Oopm pon
) = =2Fialo, po]sin |27 (%7 + 717 )|
f(m,n) 12[00, Po] sin |27 % + N es3



ANNEXE C

TRANSFORMEE EN ONDELETTE
QUATERNIONIQUE

Nous joignons ici comme indiqué a la section 3.5.3.2 uneecdpil’article rédigé au sein de I'équipe
définissant une premiéere approche d'ondelettes couleutileant la technique des bancs de filtres. J'ai
présenté cet article invité a la conférence « Wavelet Appbias in Industrial Processing IV », a Boston,
Massachusetts, USA en octobre 2006.

Quaternionic Wavelet Transform for Colour
Images

Philippe Carré and Patrice Denis

Quaternionic Wavelet Transform (QWT) already exist butdall with greyscale images. In this
paper we propose a quaternionic wavelet transform aimedléoicimage processing. To encode colour
information in our new transformation, a pixel in the splatiamain is represented by a quaternion as
described by Sangwine. First, we propose to use the disqteteernionic Fourier transform to study
the spectral information of the colour image. It is well knmothat the frequency space of a real signal
is a complex hermitian signal, we then studied the digitalctqal domain of the quaternionic Fourier
transform in order to analyze symmetry properties. Thidysgiives us one characterization of the colour
Fourier domain. Second we use the quaternion formalismfioeda wavelet transform for colour images.
We propose to generalize the filter bank construction toegoainic formalism. Especially, we describe
conditions on quaternionic filters to obtain a perfect retarction. We build a first colour quaternionic
filter bank : the colour Shannon Wavelet. This family of fuant are based on a windowing process in
the quaternionic Fourier space.

C.1 Introduction

Nowadays, as multimedia devices and internet are beconticgsaible to more and more people,
image processing must take colour information into accbectuse colour processings are needed eve-
rywhere with new technologies. In this idea, several apgrea have been proposed to deal with colour
image, one of the oldest is to process any greyscale algontheach channel of the colour image to get
the equivalent result. Implementing such programs ofteates artefacts so researchers have come to
deal differently with colour image information. A quite B manner to process colour algorithms is to
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encode the three channels components on the three imagiadsyof a quaternion as proposed by S.T.
Sangwine and T. Ell in [63, 65, 50]. Quaternion have been stk frequential domain for both greys-
cale images by Bilow [8] and colour ones by Sangwine et al. [6&oduction of quaternionic Fourier
transforms has been made independendly by both of the tdamae but in different definitions. We first
review the concepts of quaternions. Then introducing teerdte quaternionic Fourier transform propo-
sed again by Sangwine and Ell as well by Bllow for greyscabageprocessing, we define the conditions
on the quaternionic spectrum to enable manipulation intoftequency domain without loosing infor-
mation when going back to the spatial domain. This is theexilgf the next section which gives an
interpretation of the influence of Dirac initialization ihet quaternionic Fourier space and follows with
graphical illustrations. The second part introduces aaqnainic filter bank, a tool that allows to analyze
colour image with the classical discrete wavelet transfalgorithm. First we generalize to quaternions
domain the two filters conditions to obtain a perfect reanrasion. We show that these conditions are si-
milar to the complex case. Second, we propose a simple cotistn of a colour filter bank : the Shannon
Quaternionic multiresolution which approximates funotidoy their restriction to differents frequency
intervals. We illustrate this new "wavelet decomposition"different colour images.

C.2 Quaternion

C.2.1 Definition

Definition 1 (Quaternion) LetH = {a + ib+ jc+ kd | a,b,c,d € R}
withi,j,k defined byj = —ji =k and i =j2=k*>= -1
H is called the Quaterniomlgebra.

H refers to Hamilton[36] who was first to introduce these nurabe

Definition 2 (Conjugate) For any quaterniory = a+ib+ jc+kd§ = a—ib— jc— kd is the conjugate
of q.

Definition 3 (Norm) For any quaterniony € H |q| = 1/qq is the normof g.
Definition 4 (Inverse) For any quaterniony ¢ Hq¢~! = # is the inverseof q.

Note that the multiplication of quaternions is not commivtat

Definition 5 (Real and Imaginary parts) For any quaterniony = a +ib+ jc+ kd we sometimes write
- Rq = ais the real partof g. If Rg = ¢ then q is called real
- §q = ib+ jc + kd is the imaginary parbf g. If Sq = ¢ then g is pur

Definition 6 (Pur Quaternions) P = {q € H | ¢ = S¢} is called the set of Pur Quaternions

Definition 7 (Unit Quaternions) S = {q € H | |¢| = 1} is called the set of Unit Quaternions

Quaternion can be expressed in a scal@r and vector part/(q), ¢ = S(¢) + V(q) with S(q) = ¢,
andV (q) = g¢ii + q;j + gxk. Sangwine and Ell were the first to use this vector part of gmatn to
encode colour images. They took the three imaginary partede the colour components r, g and b of
an image. AnNV x M image | is in this way represented by\Max M matrix as follow :

q[ni,na] = r(ni, nali + glni, nalj + blni, nalk

wheren, andns are the spatial coordinates of the pixel

As quaternion are used analogouslyR® vectors, the classic&? transformations can be defined
with only additions and multiplications.

In order to introduce the frequency domain, we must definekponential function for the quater-
nions.
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Definition 8 The exponential function for quaternions is classicalyragfibyexp(q) = +°‘5 ‘i, withq €

H.

The Euler formula is valid with: € (S N P) a pur unit quaternion ¢*® = cos ¢ + psin ¢. A unit
quaternion allows us to represent one axis and one angle.

Property 9 Let(¢,1) € R? et(u,v) € (SNP)2.
1. eMbehth — on(d+y)
2. Important fact :the classical property*e” = e#*” is not generally true for quaternions, and
consequentlyte” #£ evet
C.2.2 Frequency analysis : the Quaternionic Fourier Transbrm.

Differents works introduced the quaternionic Fourier Bfanm [8, 65]. We review directly the Dis-
crete version of the Quaternion Fourier Transform.

Definition 10 Let N € N, s € £2([0..N — 1], H) and . € P NS, then the function defined by

N-1

Vf € [0.N — 1), Fu(s)[f) = S[f] = Y shle %

n=0

is called the 1-D Discrete Quaternionic Fourier Transfoahs with a directiony.

We can defined a two dimensional Discrete Quaternionic Eodiransform. The main works in the
litterature about the quaternionic Fourier transform asoaiated with the 2-D transform to define a tool
for greyscale image processing [8, 65, 55].

Definition 11 Let (N, M) € (N)2, s € £2([0.N — 1] x [0..M — 1],H) and (,v) € (PN S)?, the
function defined by/(f1, f2) € [0..N — 1] x [0..M — 1],

M-1 N—
F(s)lfu, fal = ) Z

n1=0mn2=0

is called the 2-D Left Discrete Quaternionic Fourier Tramsh of s with a directiony.

A{ ) [nlynQ]

Since the classical property‘e’ = e#*" is not generally true for quaternion, others Fourier trans-
form can be defined. For example, Bilow [8] introduces a Quatric Fourier Transform for the real
valued 2-D function that permits one the analysis of separadcilllations :

Definition 12 Let (N, M) € (N)2, s € £2([0.N — 1] x [0..M — 1],H) and (,v) € (PN S)?, the
function defined by/(f1, f2) € [0..N — 1] x [0..M — 1],

M-1N-1

fon fin
Fl r f17f2 Z Z e —2mp 21‘428711 712] —27v 1N1 (Cl)

n2=0mn1=0

is the Discrete Quaternionic Fourier Transforof s proposed by Bilow et al.

All these transforms are invertible.

As shown by Blilow, the last definition of the QFT allows us foeygcale image to study all the
symmetry properties with independently+in andn,. For example, if we split a real valued 2-D signal
into even and odd parts along the two axis :

s[ni, na] = See[n1, n2] + Seo[n1, N2] + Soc[N1, N2] + Soo[n1, N2



134 CHAP C - TRANSFORMEE EN ONDELETTE QUATERNIONIQUE

wheres,, denotes the part of which is even with respect to; and odd with respect to,. The Bilow
Quaternionic Fourier transform of the 2-D signal can be sanwad by :

S[fl»fQ] = See[flan] + i'Soe[f17f2] +j-Seo[f1>f2] + k'Soo[flafﬂ

This expression shows that the Bllow QFT recovers sepagaity gtructures im, andn, as it sepa-
rately records four real values. To conclude, as said by\Bidontrary to the classical complex Fourier
transform where the basis function are intrinsically omaetisional, the basis function of the QFT are
intrinsically 2-D. The work of Bulow is the beginning of ali¢ actual definitions of quaternionic wavelet
transforms.

In this work, the context is different : we search a tool fag frocessing of Quaternion-valued 2-D
signal (colour image). Here, the quaternion algebra is setlito extract the 2-D image structures but
to analyze vector-valued signals. It is a direct genertitimeof the 2-D complex Fourier analysis : the
spatial problem is omited (the different parity structuadsng the two axis are mixed) but the Fourier
transform is adapted for vector-valued signal.

C.3 Colour quaternion spectrum properties

In order to understand what the Fourier coefficients standie study the digital caracterization of
the DQFT.

As we saw, different works introduced the quaternionic kaurransform [8, 65], we propose to use
the left version of the Discrete Quaternion Fourier Trangf@OQFT) iny € S N P direction analysis :

N-1M-1

Qlf1, fo] = \/ﬁ 3% exp 2l
n1=0n9=0

fini | famo
N T

) Q[n17n2]

and in order to simplify some analysis, we compute the eswagor [f1, fo] € ([=~ + 1.5, [=L +
1..47).
)

C.3.1 Spectrum analysis

Even if the spatial information of a colour image uses purtgumsons only, applying a DQFT on
an image results in full quaternions (i.e. with scalar par mero). We first discovered that the Fourier
spectrum presents some symetries due to zero scalar quatialf any colour image. These properties
of the Quaternion spectrum are equivalent to the spectruaredl signal analyzed by a complex Fourier
transform : the specturm has hermitian properties of symymiet this section we find the quaternionic
spectrum’s properties leading to a spatial quaternionimalo after an inverse DQFT (IDQFT) where
the scalar part is zero.

C.3.1.1 Thereal part’s cartesian form

We want to find, after IDQFT, a set where scalar part will beozerorder to avoid any loss of
information because the spatial image is coded on a purmutanatrix which real part is automatically
set to zero.

Let

Qlf1, fo] = Qrlf1, f2] + Qilf1, foli + Q;lf1, f2]7 + Qklf1, folk

be the spectral quaternion at coordingte fo] € (= + 1.5, [= + 1..4]) and

q[ni,n2] = gr[na, o) + gi[na, nali + gjini, nalj + qr[na, nolk

the IDQFT quaternion di, ny] spatial coordinates.
Developping the IDQFT, the cartesian real part form of thetigbdomain leads to
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M
1

N M
Ra =gl = 7 8w (S5 [eosen (G4 B )@l 1
2 2
n:

1

—pisin(2m (L + B )Qilfr, fo] — py sin(2m (L3 + B2 ))Q5 (11, fo] — e sin(2r (L8 + Z52))Quli, fo

with u = p;.0 + pj.5 + pr.k € SNP.
We observe thaj,. is null when@ has anti-hermitian properties of symmetry :

Qr(—f1,—f2) = =Qr(f1, f2) ; Qi(—f1,—f2) = Qi(f1, f2); Qi(—f1,—f2) = Q;(f1, f2) ;s Qu(—f1,—f2) = Qr(f1, f2)

We will see in the next section how these properties are itapofor the interpretation of the qua-
ternionic Fourier transform because any initializationtlog spectrum must obey to them if we want to
keep the spatial information safe.

C.3.1.2 How a spectrum Dirac interferes with the spatial domain

When studying the complex spectrum domain, several notwaselpfull as the modulus and the
angle. In this section we give an interpretation of the infation contained in the quaternionic spectrum
of colour images. We thus initialize the spectrum with a Dieend studied the response in the spatial
domain after a IDQFT. But the spectrum must present antihiam properties of symmetry in order to
obtain a spatial image after IQFT without loss of informati@ here are different cases for initialization

— Initialization on the real component

In this case the initialization must be made with @& Sy, 7p) = K, and@,(—So, —1p) = — K,
conditions

T
q[n1,m2] = 0 + 2K, sin (277 <% + %)) (i + g+ i)

Initializating the real part of the spectrum with the propenditions leads to assume zero real part
after IDQFT and discover that the three imaginary compaanssociate odd variations for each
corresponding colour component channel ponderated byriagsang directionu chosen in the
IDQFT.

— Initialization on an imaginary component
In this case the initialization must be made with &Sy, 7o) = Q.(—So, —1p) = K. (withe =
i or j or k) condition so after IDQFT the spatial image correspondmg-tmaginary component
is represented on its following cartesian form

Son1 Tone
= 2K, 2 —_— + — e

with e = 7 or j or k according to the initialization.

In these cases, initializating any imaginary part of thectpen with the proper conditions supplies
the real zero component after inverse transform and shoaistltre is even variations on the
imaginary components corresponding to the one which has ing&&lised in the spectrum. We
observe that the analysing directiprchosen in the IDQFT has no influence.

C.3.2 Graphical lllustration
C.3.2.1 Initialization on a spectrum’s imaginary part with any p € SNP

As we saw in the previous section, to set a pair of consta@isftiow the necessary conditions
on one imaginary component of the quaternionic spectrumisiéa a spatial oscillation on the same
component after processing a IDQFT. For example if theailz@tion is done on the first frequency
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component, the spatial oscillation that will arise from tB&QFT will be on the first spatial component
coding the image, that is to say the red channel if working @BRcolour space. The initialization can
be done on several components, in that case, the resultffeitt ahe same components that would have
been modified. In our case as the following example are tal@n & RGB colour space, multiple ini-
tializations (always under the conditions for correct Epaieconstruction) on the spectrum will produce
spatial oscillation following the rules of the addivive $iyesis of the colour. The parameter does not
interfere in this case. Some experimentations are doneurefig.1.

If we initialize the spectrum on each imaginary componerhwlie same couple of constants, the
spatial result after IDQFT on a RGB colour space will be a grsgillation.

A
(c)

Fic. C.1 — Initialization examples withy = fpigrey. (@) @ init With pgrey Qilf1, f2] = K; et

Qi[—f1,—fo] = Ki; (b) init with pgrey Qj(f1, fo] = Kj, Qlf1, fo] = Ky, Qj[—f1,—f2] = K and
Qr[—f1, — fo] = K ; (C) :initialization withpugrey Qilf1, f2] = Ki, Q;lf1, fo] = Kj, Qklf1, fo] = Kk,

Qil—f1.—fol = Ki, Qjlf1, fo] = K; andQy[~ 1, —fo] = K wherepugre, = Z*f’“ the grey vector
which gives the same weight on each component.

C.3.2.2 Initialization on the spectrum’s real part with any , € SN P

We saw as well in the calculus part that initialization on #ipectrum could be done on the real
component. In that case we can also get different kinds dfatsan after processing a IDQFT assuming
that the conditions proposed before are preserved. To gitatisn on a wanted component, the IQFT
has to been set with th directignthat corresponds. In other words, if working in RGB colouaspfor
example, to get red oscillation, thgparameter must be equal to the corresponding quaterniopaoent
1. Oscillations composed of numerous colours can be foundtimg theu parameter properly, a%‘"—
the get yellow variation in the RGB colour space after IDQEG@me experimentations are done in flgure

C.2.
(a) (k)

Fic. C.2 — Initialization examples with, quy (@) : init with preq = 4, Qr[f1, f2] = K, and
QT’[ fla f2] _KT ) (b) init with HMagenta = \/— Qr[f17f2] KT’ aner[_fh _f2] = -
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C.3.2.3 Geometric Variations

As in the complex plan, coordinates of the pixels involvethimquaternionic Fourier space’s initiali-
zation is a really important parameter. Indeed the regutistillation by the IDQFT process will have a
geometric orientation linked to this. Supposing that comts are given i? with the pixelO(0, 0) in
the center of the image (whereas on the top-left corner ag)fthe IDQFT will give an oscillation that
follows the orthogonal axis of the line linking the two pigehvolved in the initialization and crossing
the originO. Some experimentations are done in figure C.3.

y

(a) (b)

FIG. C.3 — Geometric oscillation examples. (a) : init With e, Qr[— f1, — f2] = K, andQ,[f1, f2] =
-K;; (b) - init with HY ellow: QT[_f17 0] = K, andQT[fb 0] =—K,

This first section illustrates the fact that the Quaterri@pectrum includes evidently similar infor-
mation than the 2-D complex spectrum : the frequency coatdghare associated with the geometric
orientation and the level (low or high) of the features. THée second part of this article proposes to
split this quaternionic spectrum into different domainsider to separate the different components of
the colour image. For this, we propose to generalize theegaraf filter bank to quaternions.

C.4 Quaternionic Filters Bank

The Fourier transform has some limitations. The more ingwaris the fact that we loose the notion
of chronology in the frequency domain. To acquire a perforsdrategy of signal analysis, we need a
joint spatial/frequential representation. The discretwelet transform and the associated filter bank is
able to fit to this representation family. The aim of the filbank is the study of the behaviour of the
different frequency bands. In order to realize this tramafdhe algorithm proposes to use some filtering
operations. If we can define a set of filters that cut the fraquexis in several segments, we can also
study, from all the filtered signals, the space behaviouhefdifferent frequency bands.

We want to define a representation that allows to extract iffiereht frequency components of a
signal. This representation must be not redundant : if thaasiis represented wittv samples, the
wavelet representation must contaiNscoefficients. Moreover, this representation must be inslert
a perfect reconstruction of the original signal from theficents. Finaly we want to define a simple
algorithm : all the filters must be defined from four lowpasd highpass filters.

A filter bank is a set of filters, linked by sampling operatdrbe downsampling operators are de-
cimators, the upsampling operators are expanders. In aaonel filter bank, the analysis/synthesis
filters are normally lowpass and highpass. We illustratditteg banks in figure C.4. More details about
the classical concept of filter banks and wavelet is predeifie example, in [71, 46].

The goal of this section is to discover the conditions on iffereént filters for perfect reconstruction :
s = s with s € £2([0..N — 1] x [0..N — 1], H).

In the literature, three Quaternionic discrete wavelgidfarms have been recently proposed :
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HO > |2 > 1o » H1 =
low-pass low-pass S
high-pass high-pass

Fic. C.4 — Two-channel filter bank

— Bayro [4] has proposed a Quaternionic wavelet transfomgfeyscale images(c £2([0..N —
1], R)) with the principle of the modulated Gabor filters in quadrat The used filters are defined
as:

h[nla "I'LQ] = Jo [7117 n2]62iﬂf1n1 ezjﬂf2n2

with o the standard deviation of the gaussian window #nd the frequency coordinates. We
observe that the definition of this wavelet transform is aemsion of the Bulow’s work C.1. This
expression shows that the Bayro wavelet decompositionveesseparate parity local structure
in ny andnsy. From the Gabor quaternionic coefficients, a concept oktipfeases is introduced
(similar than the phases introduced by Bulow [8]). In thegrathe author proposed to use the
phase concept in order to estimate the optical flow of theyaadlimage. Notice that this wavelet
decomposition is tunned for analysis and no discussionng @fout reconstruction.

— Chan et al [12, 13] proposed a Quaternionic wavelet tramsfor greyscale image as a direct
extension of the complex wavelet decomposition proposedibgsbury. In 1-D the complex
wavelet transform uses complex wavelet basis functionsftiim a 1-D Hilbert transform pair
(the spectrum of the complex wavelet function has no energhe negative frequency region).
The 1-D complex wavelet transform is redundant but the ntades of the coefficients are shift
invariant. Chan et al proposed to extend this principle ©. Z-his is done by defining the four
components of the quaternionic wavelet function from tHe Hilbert transform of the 2-D real
tensor product wavelet function along and both the horedantd vertical directions. According to
the authors this quaternionic wavelet transform is appnaxely a localized Bilow quaternionic
Fourier transform. As for the first presented work, the arghmwoposed to use the phase concept
in order to estimate the optical flow of the analyzed image.

— Olhede et al [52] proposed the hyperanalytical wavelesfiam for greyscale image. This work is
similar than Chan transform : the four components of theequainic wavelet function are defined
from the 1-D Hilbert transform of a 2-D real wavelet functialong and both the horizontal and
vertical directions. This new basis is called Hypercomjplgxvavelet. A second family is also
proposed by them from the work of Felsberg et al [30] and ikedallonogenic wavelets.

All these works are linked with the work of Biilow and are apgmuatly equivalent to a localized BU-
low quaternionic Fourier transform. All these transforriieves us to study all the symmetry properties
independently from the two directions and with a localizeshsform for greyscale image.

As for the Fourier transform, in this work we want to define @l for processing Quaternion valued
2-D signal (colour image), in order to analyze vector valsigghals. This problem is not actually studied
in the literature. Moreover, the main part of our presentedkis the definition of the filter banks and not
the wavelet function, in order to obtain a numerical transfavith perfect reconstruction. We propose
now to study in the quaternion domain the three elements tiea liianks : convolution, downsampling
and upsampling.
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C.4.1 Filtering operation : convolution product

As for the complex case, one way to describe the filteringaijmer in the quaternions domain is to
see it as a "black box" system, having an inpaind an output. The filtering can be translated by the
convolution product betweet) the original signal, and, the impulse response of the filter system :

Definition 13 The function defined byt € R, ande, h € £2(R,H) s(t) = e®h(t) = [e(r).h(t—7)dT
is the Quaternionic convolution produlbetweere andh.

In the case of a numerical system, there is the same type aifarel When the input and output
signals are sampled, the impulse response is a sampled $igfia}, .. The link between the output
and input is then a discrete convolution :

Definition 14 (DQCV) LetN € N, e, h € £2([0..N — 1], H) : The function defined byn € [0..N — 1]

N-1
sln] =e®h[n] = elln — 7|w]hll7|n]

7=0

is the Right Discrete Quaternionic convolution prodbetweere andh.

The notation|p| 5, indicates that the indexes are calculated moduldince the quaternionic product is
not commutative, others convolution product can be defined.

The convolution theorem of the Fourier transform statesdbavolution of two signals in the spatial
domain corresponds to their pointwise multiplication ia fthrequency domain, i.e.

gln] = s ® hin] <= G[f] = S[f].H[f]

Since the quaternionic product is not commutative, thissital property is not generally true for
guaternion.
Let (e, (i, 7, 1ii) be an orthonormal basis &f, we can first decomposeas :

hin] = hg[n] + hp[n].7

wherehg[n| = he[n] + hy[n|.f andhy[n] = hy[n] + by [n].[@ with he, by, b, andh,,, the projection of

hon (e, fi,v, liv).
Property 15 Leth,e € £2(0..N — 1,H) and s defined bys = h ® e such thats € £2(0..N — 1,H).
thenvf € [0..N — 1],

F(s)[f] = Fu(ha)[f1F,(e)[f] + F},(h)[/]7F, (e)[~ f]

In some special conditions, the precedent relation cannbgli§ied. In the case wherehas the even
symmetry relation :
e[n] = e[-n] & E[f] = E[-f]

then we can prove that convolution of two signals in the spakbmain corresponds to their pointwise
multiplication in the frequency domain.

In order to simplify the quaternion filter design, we can reeethe problem and ask what forms in
the spatial domain correspond to the product operationarirdquency domain. The result is similar :

Property 16 Leth,e € £2(0..N — 1,H) ands defined byS[f] = H[f].E|[f] thenvyn € [0..N — 1],
s[n] = ha ® e[n] + (hy.V) ® e[—n]

All these problems are presented in details in other formBdiyet al [55].
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C.4.2 Definition of the downsampling

We want to modelise the influence in the quaternionnic fraquelomain of the downsampling in
the spatial domain. A downsampling operation can be defineld that : we keep only half of the signal
(for example the odd-numbered samples are lost). Downsagniglrepresented by —| 2 — s'.

Proposition 17 Let N € N, s € £2([0.N — 1],H) u € PN S and S[f] = F,ﬂ(s)[f] then as for the
classical complex case, it means that the downsamplingedditinal can be defined in the quaternionic
frequency domain :

=[12]s= 9'[f] = [S[f] + S[f + g]} for f = O% -

N —

with 5" a & periodic sequence.

In order to analyse the downsampling in the frequency domarsplit the proces$ 2 into two
operations :
Let » be the vectos with its odd-numbered components set to zero :

uln] = s[n] if n even
- 0 otherwise

u[n] can be defined such that :

The second term includgs-1)" so that addition knocks out odd Sincep € P NS we can write
(e~#m)™ = (—1)™ and thus

1 —UT\N
uln] = 5 (sln] + (e77)"s[n])
In the frequency domain, we have :
N-1

ulf] = E:pr- =2

n=0

N-1
Z TR sl + Y e TR AT [ ]] for f=0..N—1
n=0

TR (sfn] + (77" s[n])

l\DI»—\

1
2

then .
Ulfl =5

The second step is such that :

[S[f] + S+ g]] for f = 0.N—1

s'[n] = u[2n]
because the result only involves even
In the frequency domain, we obtain

e — —2um {7 _o N _
S'f] = Ze N/2 y[2n) forf—O...2 1

with the following variable change’ = 2n

f

- Z e %) ulal] = Ul for f = 0.5
It means that the downsampling of the signal can be defindteigaternionic frequency domain :

1 N N
= [S[f] + S[f + 5]} for f = 0.5 ~1

SinceS is N-periodic, we observe th&t' is %—periodic.

=[12ls = S1f) =



C.4. Quaternionic Filters Bank 141

C.4.3 Definition of the upsampling

During the reconstruction process the first step is to bramkBull-length vectors. For this, we apply
the upsampling operation. The odd-numbered componentstar@ed as zeros by upsampling. Applied
to a half-length signal, upsampling inserts zeros.

We want to analyse the upsampling in the quaternionic freque&omain. The signal reached by
upsampling have zeros in their odd components :

s=ras—{ T it Gy

Proposition 18 LetN € N, s € £2([0..5 — 1],H) p €e PN SandS[f] = Fﬁ(s)[f] then
s'=1[12]s= S'[f] = S[f]for f=0..N — 1
with S a %—periodic sequence.

The quaternionic Fourier transform gfis
N-1 ;
S'lf] = Z e 2N s'[n]for f =0..N —1
n=0

If n is even thens’'[n] = s[n/2] otherwises’[n] = 0. The quaternionic fourier transform can thus be
written :

N-1

S = S e TR s[n/2) we setk = n/2
n=0n €ven
N/2-1 oo N/2-1 i
= Z e TN s[k] = Z e_2uﬂm.s[k]
k=0 k=0

— S[f]for f=0..N —1

C.4.4 Quaternionic Filter banks with perfect reconstruction

As we said the goal of this section is to discover the conatifor perfect reconstructions: = s’
with s € £2([0..N — 1], H).
In this paper, we consider that the filtering operation catrdrgslated by a product :

Definition 19 LetN € N, e € £2([0..N — 1], H), E = Fl_u(e) the left Quaternionic Fourier transform
of the orginal signak of x direction andH € £2([0..N — 1],H) H = Fiu(h) the frequency answer of
the filter andu € (PN'S).

The function defined byf € [0..N — 1] S[f] = H|[f].E[f] is the filtering operatiorof e by h.

Because the input and ouput have a very simple relation,péetsim product is more suitable for
the application of quaternionic filter bank design (it is g&mnto the complex case).

The conditions are defined directly in the discrete quabaini Fourier domain : we considéf €
L£2([0..N — 1], H) a N-periodic sequence corresponding to the frequency ansftbe dow-pass filter
(with index 0 for the analysis and indekfor the reconstruction)s € £2([0..N — 1], H) a N-periodic
sequence corresponding to the frequency answer of thegaigb filter (with index for the analysis and
index1 for the reconstruction) anfl = Fl_u(s) a N-periodic sequence corresponding to the left discrete
Quaternionic Fourier transform of the original sigsabf ;2 direction withs € £2([0..N — 1],H) and
we (PNS).
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If we study the lowpass channel of the figure C.4 :

e = (L2 (iltering(ho, )
o) = [t + mlr+ Fistr+ 3] tor r— 0.3 -

Now upsample and filtering :

Cil7) = ) | Holf1S07) + Hl) + 31817 + 5] for f = 0.8 =1

The highpass output is the same formula with filtBrghanged to filtersr :
1
DIlf] = 5Gi1f] [GalfISI] + Golf + 3181f + 51| for f =08 =1
The filter bank combines the two channel to glet

S17] = 3 GGl + HasIElA] U1 + 5 |G IAIGlS + 5]+ EnlfIFlf + 31| S1f + 5]

We deduce that a 2-channel filter bank gives perfect reamtgin when :
— No distortion :
G1[f)Golf) + Hi[f)Ho[f] = 2for f =0..N — 1 (C.2)

— Alias cancellation
N N
Gl[f]Go[f + E] + Hl[f]Ho[f + E] = 0 for f =0..N -1 (C.3)

We observe that we obtain same conditions as classicallfdteks but the order of the elements is
important. Since the quaternionic product is not commaatdy using other definitions for the filtering
operation we can obtain other conditions.

In order to illustrate the Quaternionic wavelet transfoondolour image, we propose now a simple
construction : the colour Shannon filter bank.

C.4.5 Anexample : the Quaternionic Shannon filter bank

The Shannon wavelet is constructed from the Shannon nadtirBon approximation which approxi-
mates functions by their restriction to low frequency iagds. This multiresolution is associated with this
following low-pass filter :

H(E) =vV21_1

»M»—t
»M»—t

11 )
jfor & € [—5, 5 with H (¢ Zh Je=2imen

We propose to adapt the Shannon filter bank to the discretemimnic domain. We can add one
condition on the filters :
— The wavelet coefficients must be pur quaternion (to be aleblcoefficient).
The signals:; andd; of the figure C.4 must be such that d; € £2([0..N — 1],P). The quater-
nionic Fourier transform of; andd; must have antihermitian properties of symmetry.
Moreover we propose to follow the concept of two-channeltimraik fillter bank with conjugate
mirror filters : the reconstruction filters are the reversesiam of the analysis filtersh,[n] = ho[—n]
andg; [n] = go[—n]. We know that ifhy, g, are real, thert;[f] = Hy[f] andG1[f] = Go[f]-
In this case, we propose that the two low-pass filters areetbfnch that :
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vz for fefo, F—1]u2X +1,N 1]

mmzmmz(mqeg+¢g_”
In this case et G; must satisfy :
Golf1G1[f] =0 N 3N -
{ Golf + N[y =0 fr/ €0 —HUlIE LN 1]
Golf]G1[f] =2 N 3N
{C%U+%m¢ﬂ=ofmf€[4+L4 1
We propose this simple solution :
0for 7 €0, % — U + 1N —1
G =G = 1
olf] = Gl {Vﬁmf€%+ s

It remains the spectral crossover pointsfate % and f = % because at these poini&[f +

SHA[f] # 0if Ho[] = Ho[*F] = V2.

We propose the following relations for the spectral cross@oints :

Ho[N/4] = Ho[3N/4] = 1; Hy = H,
Go[N/4] = ~1.Go[3N/4] = 3 G1 = Go

with . € PN'S. With these definitiongly, Gy, Hy, andG satisfy the condition for perfect reconstruc-
tion. MoreoverH, andG( have hermitian properties of symmetry.

We defined the four filters required for the wavelet decontmrsreconstruction. But colour images
are two-dimensional and for this, we must have two-dimaraidilters. Their construction can be easy
if we use a separable strategy : products of one-dimensidteak. For this, we apply the 1D wavelet
transform on each line of the image and we apply the 1D waisdesform on each column of the
precedent matrix.

To conclude this section about quaternionic filters, we cakexsome remarks about the definition of
the high-pass filter. We have proposed an empirical proeetdudefinetzy but in the classical approach
about perfect reconstruction filter bank, a more systematation is defined[71, 46] :

Go(€) = ¢ ™ (€ + 3)

One can wonder whether this relation is valid for quatenciditter banks and whether it permits to

satisfy the conditions C.2 and C.3 (witlh, [f] = Hy[f] andG1[f] = Go[f]) :
G[f]é[f] [f]ﬁ[f] =2for f=0..N —1 (C.4)
GIfIG[f + 2]+ 1(f1H[f + ]—Oforfzo...N—l (C.5)

We propose two generalizations :

Glf] = e N H[f + ] (C6)
G[f] = H[f + g]e—%ﬂ% (C.7)

These two relations are not equivalent since the produaitisammutative.



144 CHAP C - TRANSFORMEE EN ONDELETTE QUATERNIONIQUE

— For the generalization C.6:

N 2

GIAIGY] = 7 Al + LA+ 17% = e f IR = |l + 5]

The first condition (C.4) is satisfied i is such that (a classical condition for orthonormal decom-

position) :
2

lr + 31| + AP =2 c8

GUIGH + 1= HIf + S jenk o

f+0.5N —
N

H[f] = -H[f +

The second condition (C.5) is satisfiedHfis such thatt [f + S ]H[f] = H[f|H[f + . Itis
the case ifH is real.
— For the generalization (C.7) :

GIFIGL] = LS + gl h vkl + 5] = |lf + 5

We obtain the same result as for the relation (C.6).

GIfIG[f + %] — 27X H[f + g]ﬂ[f]e‘zmw

We can not simplfify this expression since the product is wotmutative. However, the second
condition (C.5) is always satisfied H is real.
We conclude that iff is real and if it satisfies equation (C.8), we can use theiogldC.6) or (C.7)
to define the high-pass filter. It is the case for our Shannanpass filter, and thué& can be defined
by G[f] = e‘2“”%ﬁ[f + %] for f = 0...N — 1. It is the direct extension of the classical Shannon
multiresolution to quaternion domain.

C.4.6 Experimentation

First, in order to illustrate the precedent constructior, pwopose to show three analysis functions
associated with our filter bank (figure C.5). Like the anaysithe frequency domain, we initialised the
"wavelet" domain with a Dirac and studied the response irsgiaial domain after an inverse transform.
We observe that the atoms correspond to coloured "classieaklet (1 = 1ig,cy).

To illustrate this decomposition, we create a test imagm ftloree coloured objects (figure C.6.a)
and we use a natural image (figure C.7.a). We observe thaeghesentation contains all the expected
elements : the low-pass part correspond to the coarse apm@tien of the colour image ; the high-pass
part tend to be sparse : a coefficient is large only if edgepm@gent within the support of the wavelet.
Moreover the colour of the coefficients gives informatiomwatithe colour of the discontinuities.

C.5 Conclusion

In this paper, we presented the conditions needed to recchgroperly a colour signal aftera
directional IDQFT without any loss of information, that i3 $ay the spatial scalar part is zero. We
discussed as well on the influence of an initialization ofdhaternionic spectrum by a Dirac and gave
an interpretation of Fourier coefficient influence on thetighdomain with both calculus and graphical
illustrations. Then in a second part, we used the previousaqs to propose a new quaternionic filter
bank definition. In that way, both discrete spectrum coaditior a perfect reconstruction have been
discussed. To apply this new concept, we proposed a simps@oneof the colour filter bank. The new
transform is illustrated on two colour images.
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C)] (b) (c)

Fic. C.5 — Analysis functions associated with the proposed filéak

(@) ®)

Fic. C.6 — The wavelet decomposition of a simple test image : (@il image (b) The wavelet
coefficients (c) the decomposition normalized for each plan

Fic. C.7 — The wavelet decomposition of a natural image : (a) i@algmage (b) The decomposition
normalized for each plan

This paper must be considered as the beginning of a more etengliscution because some impor-
tant questions remains open : the definition of more regulategnionic filters, the using of this new
wavelet coefficients for the analysis of colour image, theeresion of the concept of multiresolution to

guaternions ...






ANNEXE D

SPATIAL AND SPECTRAL QUATERNIONIC
APPROACHES FOR COLOUR I MAGES

Nous joignons ici I'article paru dans le journal « Computésidh and Image Understanding », spe-
cial issue on Color Image Processing, en juillet 2007 etaméides aspects spatiaux et fréquentiels
développés avec le formalisme des quaternions.

Spatial and spectral Quaternionic approaches
for Colour Images

Patrice Denis, Philippe Carré and Christine Fernandezmigaé

University of Poitiers - SIC Laboratory - Bat SP2MI - Bd MagePierre Curie B.P. 30179 -
86962 Futuroscope Chasseneuil Cedex - FRANCE

Hypercomplex or quaternions numbers have been used rgeéentioth greyscale and colour image
processing. Fast, numerous hypercomplex 2D Fourier wemsfwere presented as a generalization of
the complex 2D Fourier transform to this new hypercompleacsp Thus, the major problem was to put
an interpretation of what information the Fourier coeffitiecould provide. In this paper, we first define

the conditions on the spectrum coefficients needed to récmhs colour image without loss of
information through the inverse quaternionic Fourier $farm process. The result is used to interpret
the quaternionic spectrum coefficients of this specific @okourier transform. Secondly, with this
apprehension of the quaternion numbers and the corresgpodlour spectrum space, we define spatial
and frequential strategies to filter colour images.

quaternions ; quaternionic Fourier transform ; colour impgocessing ; filter ; symmetry conditions

Nowadays, as multimedia devices and internet are beconticgsaible to more and more people,
image processing must take colour information into accdnaitause colour processing is needed eve-
rywhere for new technologies. Several approaches havesudmnitted to deal with colour images, one
of the oldest is to process each channel of the colour imagaraely. Implementing such programs
often creates colour shifts and artefacts, so differentagmhes should be used to produce visually plea-
sing colour images. A quite recent approach is to encodehife® tchannel components on the three
imaginary parts of a quaternion as proposed by S.T. SanganideTl. Ell in [63, 50, 49]. Quaternions
have been used for both greyscale images by Bilow [8] andicalnes by Sangwine et al. [63]. An
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introduction of quaternionic Fourier transforms has beeenindependently by both the teams above
but in different definitions. In this paper, we study the @uaionic Fourier spectrum in order to define
precisely the properties of this new colour representatiorthis way, we want to explain the colour
information contained in the new domain that is to say howdifferent real and imaginary parts of
the spectral quaternionic domain interact with the purgaman component chosen to encode colours
in spatial domain. The other fundamental studied topic exghper is the filtering aspect. Indeed, we
review spatial colour filter approaches, introduce a newiapgradient approach using quaternions, and
validate a new quaternionic spectral colour filter.

The first section of this paper reminds what the quaterniomaiad how to use them to process colour
information. Then we study how quaternions can be used t@iR&kansformations such as projections,
rotations, etc. As an example, these transformations aetosswitch from RGB to HSV colour spaces.
The second section introduces the discrete quaternioniddfdransform proposed by Sangwine and
by Bulow, and we define the conditions on the quaternionictspe to enable manipulations into this
frequency domain without loosing information when goinglb#o the spatial domain. This is also the
subject of the second section which gives a new interpeoetaif the influence of Dirac initialization
on the quaternionic Fourier space. The third section skyrtsurveying existing colour image filtering
approaches based on quaternions. Then, we usBtinsformations defined in the first section and
the analysis of the quaternionic frequency domain in themsgsection to propose the definitions of a
new guaternionic vector gradient and a frequency quateimiilter. Finally, the appendix gives more
details with formulas and graphics to help understand ttegrimation included in the quaternionic colour
spectrum.

D.1 Quaternions

D.1.1 Concept

A quaterniong € H (H refers to Hamilton[36] who was first to discover these nemsbis a genera-
lization of a complex number and is definedgas q, + ¢;i + ¢;5 + qik where :

- ¢r, ¢, q; andgy, are real numbers.

— 1, 7 andk are three new imaginary numbers, asserting :

iP=2=k=-1 ij=—ji=k jk=—-kj=1i and ki= —ik=j

With ¢ = g, + ¢i% + q;7 + g1k any quaternion :

- 7= ¢ — qii — ¢;7 — qrk is ¢’s conjugate

— ¢'s modulusor normis \/q,? +¢; +q; + g = V/qg noted|q].
—ifg#0,theng ! = % is ¢'s inverse

— R(q) = g is ¢'s real part. If R(q) = q, theng is real.

S(q) = ib+ jc + kd is ¢’s imaginary part If S(q) = ¢, theng is pure.

— P={qeH|q=3(q)} is thePure Quaterniorset. o

— S={q € H||q| = 1} is theUnitary Quaternionset.

Note that the quaternion product is anti-commutative.

Quaternions can be expressed using scalar$@ft and vector part/(¢), ¢ = S(q) + V(q) with
S(q) = ¢- andV (q) = ¢ii + ¢;j + qik. Sangwine and Ell [63, 50, 49, 65, 66, 27] were the first to use
this vector part of quaternions to encode colour imagesy Tdwk the three imaginary parts to code the r
(red), g (green) and b (blue) colour components of an imagmldur image | with the spatial resolution
of N x M pixels is in this way represented by Ahx M matrix as follow :

q(s,t) =r(s,t)i+ g(s,t)j + b(s,t)k

wheres = 1,2,..., N andt = 1,2, ..., M are the spatial coordinates of the pixel
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D.1.2 R? Transformations with Quaternions

As pure quaternions are used analogously to des@®ibeectors, the classic&®? transformations
such as translations, reflections, projections, rejestiamd rotations can be defined with only addi-
tions and multiplications as explained by Sangwine in [@6] figure D.1). With two pure quaternions
(q1,q2) € P?, thetranslation vector is supported by the quaterniof.,, = qi1 + ¢2. If ¢ € P and
w e SNPtheng..n = —pgu is theg's reflectionvector with e axis. If ¢ € P andp € SN P then
Qproj = %(q—,uq,u) is theq's projectionvector onu axis. If¢ € Pandp, € SNPtheng,.; = %(q—l—,uq,u)
is theq’s orthogonal projection vector gnaxis’s orthogonal plane or thgs rejectionof the . axis. And

eventually if¢ € P, ¢ € Randu € SNPtheng,..: = e“%qe_”% is theg’s rotation vector around: axis
with ¢ angle.

qrej

A4

qproj

qreﬂ

FiG. D.1 — Geometric Transformations in R3 with Quaternion : ¢ denotes the original vectoy
denotes the axis vectay,. s, is theg’s reflection vector withy axis, g,.; is theg’s rejection of theu axis
andg,,.; IS ¢'s projection vector on axis.

For each colour pixel described in RGB colour space usingageguion vector; € P, HSV (hue, sa-
turation, value) colour space coordinates can be foundjugierations on quaternions. We consider that
the value component of the HSV vector represents the norimeatdlour’s orthogonal projection vector
(q-frgrey) bgrey ON the grey axigi ., (this axis can be defined such that.., = ”jg’“). Saturation and
hue are represented on the plane orthogonal to the grey & Wrossesq.Ligrey ) fLgrey- The satura-
tion is the distance between the colour vegtand the grey axig,..,, and hue is the angle between the
colour vectorg and a colour vector taken anywhere on the plane orthogonal:tp.,, and which sets
the zero hue reference angle. This reference hue valueeis tatken to represent the red colour vector,
so we decided arbitrarily to associate the red colour vectdine~ vector and gave it a zero hue value
(cf. figure D.2). Hue is the angle between this referencewrolector and the colour vectgr

For a colour vector g, the corresponding H, V, and S companeant be obtained using the grey-axis
1= pgrey € SNP and the reference colour vectore SNP with the following elementary quaternionic
operations [35]

—1 lg—prqvp|
lg—vqv]
q+ pqp)| (D.1)

q — pqp)|

—~

which will be used later in this paper to define a new gradigetrator.
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Fic. D.2 — Hue, Saturation and Value given with referepeg., andH (v) =0

D.2 Discrete Quaternion Fourier Transform

D.2.1 Definition

Different works introduced the quaternionic Fourier Tfans, [8, 65]. The Discrete Quaternion
Fourier Transform (DQFT) inv = ;7 + w5 + prk € S NP direction analysis allows us to give the
frequency equivalence of & x M spatial colour image in a matrix defined by

Z Z p~ 2 (R g(s,¢) (D.2)

s=—D41t=—2L11

vz

Q(S,T)

Here, the tern®) (.S, T') represents the frequency coordinates @Bdt) = (s, t)i+g(s,t)j+b(s,t)k
is a pure quaternion used to represent the three differdmticohannels of the pixel at the coordinates
(s,t) of the colour image. Since the quaternion product is not catative, DQFT can have different
forms [55]. Note that in this paper we will follow the DQFT dafion given in (D.2).

The inverse DQFT (IDQFT) to the transform presented in (k2)ven by

M

y M Ss 4 Tt
q(s,t) = \/W 52——];—1-1 13:—%—1-1 exp%”( ~tar) Q(S,T)

It is proved [55, 31] that DQFT or its inverse (IDQFT) for a sge matrix of dimensioR” x 2"
could be simplified by processing two fast complex Fourignsforms.

D.2.2 Colour quaternion spectrum properties

In order to understand what the Fourier coefficients standife studied the digital characterization
of the DQFT. We first discovered that the colour Fourier spmatexhibits some symmetries due to zero
scalar spatial part of any colour image. This observatidlos the well-known fact that the spectrum
of a real signal by a complex Fourier transform (CFT) has littamproperties of symmetry.

Even if the spatial information of a colour image is usingegquaternions only, applying a DQFT
on an image results in full quaternions (i.e. with nonzeralagcpart). We wanted to find, after IDQFT,
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a space where scalar part is zero in order to avoid any losg@fiation as the spatial colour image is
coded on a pure quaternions matrix.
Let

Q(S,T) = Q(S,T) + Qi(S,T)i + Q;(S, T)j + Qu(S, T)k
be the spectral quaternion at coordinatésT) € ([= + 1.5, [ZMX + 1. 4]).
In addition, let

a(s,t) = qi(s, )i+ q;(s,t)j + qu(s, t)k
denote the IDQFT quaternion ¢f, ) spatial coordinates.

Developping this,withy = p;i + 155 + pik, the cartesian real part form of the spatial domain leads
to

ar(s,t) = \/W > [005(27" (% Tt))Qr( T)
—pisin(2m (32 + L))Q;(S, T) — pjsin(2r (52 + T6))Q;(S, T) (D.3)
—psin(2m (5 + 7)) Qk(S, )]

whereg, (s, t) is null when

Qr(_57 _T) = _QT’(S7 T) ; Qi(_57 _T) = Qi(57 T)
Qi(=5,=T) =Q;(5.T); Qu(=5,-T) =Qx(S,T)

As it can be seen from the symmetries contained in the Fospiectrum, the real part must be odd
and all the imaginary parts must be even. This is a directnside of the antihermitian property of the
complex Fourier transform of imaginary signal. Any tramgidn the quaternionic colour spectrum must
obey to these rules to keep spatial information safe.

D.2.3 Digital study of the colour spectrum

In this section, we try to give an interpretation of the imi@tion contained in the quaternionic
spectrum of colour images. To do this, we propose to irdiathe discrete spectrum with a constant
which will represent a Dirac (an infinetely short pulse) atudlg the response in the spatial domain after
IDQFT. Note that the details of the calculus are presentegppendix.

Initialization could be done in two different ways :

— On the real part of the spectrum, this leads to odd osaiiaton the spatial domain linked to the

u direction parameter of the Fourier transform. Complex erdaare obtained in the RGB colour
space after modifying and normalizing it in order to obtain a pure unit quaternion.

If QT(SO,TO) = K,; Qr( S(), ) = —K, then

q(s,t) = 2K, (u; sin (27 (SOS + Tot)) + pjsin (27 (SOS + Tot)) + g sin (27 (SOS + Tot))

— On an imaginary part of the spectrum, this results to eveillatsons on the spatial domain inde-
pendently from the: parameter of the Fourier transform. A proper initialization the different
imaginary components with respect to the additive colomtlssis theory allows to reach com-
plex colours. For example to get yellow oscillations theaad green components (i and j) should
be initialised (with e=i,j or k).

If Qc(So,T0) = Qe(—S0, —To) = K. theng.(s,t) = 2K p. cos (27T (SOS + %))

D.2.4 Quaternionic Graphical Spectrum Illustration

figure D.3 illustrates the different possible initializats on the quaternionic spectrum. A pair of
constants has been set on the quaternionic spectrum fotiote properties for spatial reconstruction,
then IDQFT has been performed to make the following subfgy(for more graphical illustrations report
to section D.5.2 in the appendix).
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— Initializing a pair of constants on any imaginary compdneith any directionu leads to a spatial
oscillation on the same component (Figure D.3(a)).

— Initializing a pair of constants on the real component ¢etida spatial oscillation following the
same imaginary component(s) as those included in the @iregt(Figure D.3(b)).

— The coordinate$Sy, 7p) and (—Sy, —1p) of the two initialization points in the Fourier domain
affect the orientation and the frequency of the oscillaiomthe spatial domain as it does so for
greyscale image in complex Fourier domain. Orientationhef dscillations can be changed as
shown in Figure D.3(c).

(@) (b) ()

Fic. D.3 —Spectrum Initialization examples : (a) pgrey = % andQ;(2,2) = Qi(—2,—2) =

Kz’; (b) HMagenta = % aner(272) - _Qr(_27_2) - Kr; (C) Ky ellow = H—Tg aner(07 2) =
_QT(07 _2) = KT

The following focuses on the use of quaternions in filterirtgal is one of the most frequently used
low level image processing operations. We first review spabtlour image approaches and get a new
spatial colour filter. Then starting from the interpretatiaf the quaternionic Fourier space that we made
in this previous section, we introduce a quaternionic specfilter.

D.3 Quaternionic filtering

In this section, we focus on the colour filtering aspect andistdiscontinuity detection which is
a fundamental issue of colour image processing such as edgetion and image analysis. A number
of approaches can be used to detect the edges and fine detedbur images. The following briefly
surveys well-known approaches.

D.3.1 Spatial filtering
D.3.1.1 Marginal methods

Marginal methods, adopted directly from greyscale imageessing, process each channel of the
colour image separately (figure D.4a). Thus, they are coatipuilly simple and easy to implement.
On the other hand, due to the omission of the essential sphéctormation during processing, many
marginal methods have insufficient performance [45, 43pesented in [44, 45], edges can be detected
in a component-wise manner or by applying the processingfisalto the luminance signal. However,
neither approach can detect the discontinuities in colafarimation.

D.3.1.2 Vectorial methods

To avoid the drawbacks of marginal solutions, vectorial ods, such as those based on robust
order statistics [43, 56], process colour pixels as vedfiigsire D.4b). In the design proposed by Di
Zenzo [21], edges are detected using colour vectorial gnasli The vectorial methods usually have better
performance compared to marginal solutions, however, émopnance improvements are obtained at
expense of the increased computational complexity.
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filtered
green

B e =
(@) (b)
FiG. D.4 — (a)Marginal and (b) Vectorial methods

green green

filtered
blue

D.3.1.3 Perceptual methods

Perceptuals methods [32, 39, 72, 57] are based on the hursaal gystem (HVS) characteristics.
For example, in [11], Carron used a marginal gradient methddased on a weight factor : the hue
coefficient of each pixel, more relevant than saturatiomtarisity to split colours. In a second approach,
when the hue information is not enough to detect edges, thdiegit is given using intensity and/or
saturation. The contribution in this approach relies onféloethat if the difference between two colours
is detected with a high saturation, the colours seem fattizerif they have smaller saturation (i.e. nearer
from the grey axis) but the same hues. figure D.5 shows thatbh@reen vectorg; andg., near the
grey axis, seem to have a smaller hue difference than thessveactors;s andqy, far from the grey axis.
This is not true but there is a difference,:andg, have a smaller saturation (distance from the grey axis)
thangs andgs. The perceptual methods because using the HVS charaicegste better results than
the marginal and vectorial ones. Moreover the chromatigrimétion of pixels is used to avoid artefacts
and a major advantage is the integration of colour shadowseftheless, by working in proper colour
spaces and using thresholds for instance for hue relevalymithms complexity is raised.

0(0,0)

Fic. D.5 — The distance betweei andg-, (green vectors) seems to be smaller than betwgemdg,
(red vectors) but the hue difference is the samg;s = ¢3q1

D.3.1.4 Sangwine’s quaternionic approach
Sangwine proposed the convolution on a quaternionic caloage can be defined by [63, 50, 65] :

ni

Qfitterea(s,t) = Y 21: hu(T1,72)q((s — 71)(t = 72)) o (71, 72) (D.4)

TI=—N1 T2=—m1

whereh; and b, are the two conjugate filters of dimensiof x M; whereN; = 2ny + 1 € N and
My =2m;+1€N,
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From this definition of the convolution product, Sangwinegwsed a colour edge detector in [62].
In this method, the two filterd; andh, are conjugated in order to fullfill a rotation operation oegy
pixel around the greyscale axis by an angler@nd compare it to its neighbours (cf. figure D.6).

qrie(s,t) = lxq*r(s,t) (D.5)

FiG. D.6 —Sangwine’s Edge Detector Schemey is the grey axis uqi iz (resp.uqgsi) is the rotated
vector of ¢, (resp.q3) aroundy with an angle ofr; the comparison vector between and ¢, (resp.
betweenys andqy) is given bygs + pugi1 7 (resp.qq + 1qsit) ; q4 + pgsi is near from the grey axis so the
colour seems grey byt + 1q1 7 is far from the grey axis so Sangwine’s filter has detect ar edgthis
vector is more coloured.

The filter composed by a pair of quaternion conjugated filedefined as follows

1 1 1 1
l==10 0 O and r:a

1 1 1

0 0 O
R Q Q Q Q Q
whereQ = e#% andp = jigre, = i+\j/§ % the greyscale axis.

The filtered image (cf. figure D.6) is a greyscale image almestywhere, because in homogeneous
regions the vector sum of one pixel to its neighbours rothtedaround the grey axis has a low saturation
(cf. g4 + pqsp for instance). However, pixels in colour opposition (likeandg. for example) represent
a colour edge. Therefore, they present a vector sum far fnengtey axis. Edges are thus coloured due
to this high distance.

Although this detector has a good performance, it often yized false colours, for example, when
the vector sum is out of the colour space domain. figure D.Wsltbat the edge of the hat is not detected
by the same colour in ¢ or d where the horizontal filtering aiution is applied rightwise or leftwise.

(D.6)

D.3.1.5 A new gradient detector

Starting with the result of Sangwine filter, we get for eackepi; andgs a vector of itself rotated by
7 around the greyscale axis and compared to its neighkpuaadg,. We saw that the more the colour
vector of a pixel is far from its neighbours (colour edgek thore the vector sum in Sangwine’s filter
is far from the grey axis. Our approach also gives us a coloadignt. We propose to determine the
distanceqgy;s; Of Sangwine’s comparison colour vector sum,, = g2 + pq1 @ Of Gsum = qa + Kqsft
from the grey axig: (cf. figure D.8). This distance can be calculated with quadeic operations (refer
to section D.1.2) and is the norm of the rejection of the wectdhe grey axis. This distance is defined
from a colour vector to the grey axis and we work in the RGB gokpace. Thus, equation (D.1) implies
that this is the saturation of the colour vector sum given agdsvine’s filter.
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(b)

© (d)

FiGc. D.7 —Sangwine edge detector result(a) original image ; (b) Sangwine’s filter applied from ledt t
right horizontally ; (c) zoom on the hat edge of the (b) pietud) same zoom but with the filter applied
from right to left. Thus applying the filter leftwise in onermsa direction (horizontal, vertical or diagonal)

leads to different results than applying it rightwise.

(D.7)

1
qdist = 5 (QSum + MQSumﬂ)

—=v

Tt uqin
q2

FiG. D.8 —Proposed quaternionic edge detector L is the grey axis jugi1 7 (resp.ugsf) is the rotated
vector of ¢ (resp.q3) aroundy with an angle ofr; our comparison vector between and g» (resp.

betweengs and q4) is given by the distancey;s; = %(qsum + ugsump) Of Sangwine’s vector sum
Qsum = G2 + pqii (resp.qgsum = q4 + pgsp) from the grey axis (orange arrows) ; An edge is detected

by a high distance from the grey axis like the orange arrowéeny andqgs + j1q1 1.
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figure D.9 shows that the two distancés and .S, are equal. Sangwine’s filter gives two different
colour vectorsy; + ugom andgs + pgi iz for the same two original colourg andgs comparison. Note
that our new method is thus independent from the path (Ieéwr rightwise) applied to convolute the
filter with the image whereas Sangwine’s is not.

FiG. D.9 —Difference between Sangwine and our edge detectoyis the grey axis juq1 iz (resp.uga)

is the rotated vector af; (resp.q2) aroundy with an angle ofr ; the same colourg; andg, can give
two different colour vectorgs,,» = q2 + pgi1 andgs..n, = q1 + pgef by the Sangwine’s method. Note
that our approach leads to the same distance becguseS,.

This saturation filter is applied to the horizontal, vert@ad both diagonal directions. The maximum
of these values of saturation at each pixel of the image is $leéected to make the final colour gradient
filter by maximum distance. Note that this quaternionic fiiittg operation is linear but the total process
is not linear as the "maximum" operator interferes.

figure D.10 shows the results of our experiment where in eastthiere are first the original image,
then the colour gradient and log colour gradient (in ordeantmlify the edges detected by the colour
gradient) and finally the edge map images. This last imagéieaholding on the colour gradient image.
The results show that the method detect colour edges qujpeedy for example with the house image
where walls, roof and sky are well separated. The same dadgmrvcan be done with the well detec-
ted separation between Lenna’s shoulder and chin. Procesaeihod on images such as the mandrill
separates correctly the homogeneous and textures areasifElere is still an edge detected between
the roof and the top right side of the chimney, we can say thaaipproach handles shadows quite well.
However,because our method uses a comparison of satuoaliprihe differences of luminance between
colours is not detected, see for instance the details of theéow’s house.

D.3.1.6 Edge detection performance

figure D.11 shows the edge maps obtained using the differetiiods. The marginal (figure D.11b)
and Di Zenzo (figure D.11c) approaches seem to be more sensitinoise. The edges obtained by
our approach (figure D.11f and g) are much thicker and cldRechember that the first Carron method
(figure D.11d) is based on a measure of the hue to weight thgimahgradient ; the second method uses
as well the saturation and the luminance measures to wéiglgradient when hue is not enough relevant.
These methods give closed contours and are not sensitiveide as the marginal and Di Zenzo ones.
Regarding Carron2 approach (figure D.11e), our method ¢atistinguish as efficiently shadows to real
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0)

Fic. D.10 — From left to right, original images, colour gradidog colour gradient and edge map from
our new spatial method

contours because our method is based on the saturatiorBanlthis result depends on the thresholding
done on the colour gradient. Indeed the shadows contourbe@nased from our edge map but at the
price of thinner edges everywhere else (see figure D.10d&mple).

To improve our algorithm and take shadows into account we teeeheck if the saturation measure
is self-sufficient. Indeed, two different colours can have same saturation. It is the case for instance
with ¢; andg, on one hand angh andg, on the other hand as we saw in figure D.5. Everysandqg. are
different colours as well ag andq,, fortunately they can be disjoined by their difference ohinance
and/or hue. Implementing these luminance and chromatmiasures (as the Carron2 method does)
when saturation is not enough relevant should enhance tf@p@nce of our approach.

Even with this lack of improvement, our edge detector iseyeifficient with an implementation
using quaternion formalism and the results are given witheduforming any change of colour space so
imprecisions due to these digital manipulations of col@resavoided. Moreover, it should be noted that
our edge detector is based on a vectorial approach and doesed any additional definition to sort
colours. Our distance is a saturation one that does not gore importance for a specified colour than
for another one, speaking at the same saturation levelllfsioar method is more similar to a perceptual
one than those based on RGB colour space as it uses geonugtciepts from HSV colour space for
example.
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D.3.1.7 Computational complexity

To compare the computational complexity of the proposedagmih and the traditional marginal
colour gradient operator, the quaternionic operation® hawe expressed in terms of the traditional real
operations such as multiplications and additions.hett, (resp.mult,) stand for quaternionic (resp.
real) multiplication,add, (resp.add,) quaternionic (resp. real) addition :

— addy = 4 add,
— multy = 4 x 4 mult, + 4*3 add,

We apply Sangwine algorithm and then we calculate the distafi the colour sum vector results
from the grey axis. Note that the calculations will be parfed for aV x N image.
— Sangwine algorithm :
Remember that for each pixel we apply two convolutions Byxa3 window, one with the quater-
nion @ and one withy (cf. equations (D.5) and (D.6)).

NSang = N2(2 * (GmUltq + 5addq))

In fact, since each convolution implies three zero coeffitsigonly 6 quaternionic multiplications
and 5 quaternionic additions are needed.

— Distance calculation :
For each pixel again we calculate the saturation distanseesin equation (D.7).

NDist = N2(addq + 2mult,)

Then as we process the Sangwine filter on horizontal, véaitgboth diagonal directions :
NTotal = 4 x (nSang + nDist)
=4 % (N%(2 % (6 mult, + 5 add,)) + N*(add, + 2 mult,))
= N2(832 mult, + 768 add,)

For a classical marginal gradient, the same kind of Prewi#rfis needed, but we only apply it
one time on each colour component. We then apply it on the $aaredirections and the number of
operations needed is abaNit (28mult, + 20add,.).

We can see that our method is using much more operationshbaretssical one so the computation
time is increased (linearly and not exponentially). Howeiteshould be noted that the complexity is not
changed as both methods are/N?) and the results obtained using the proposed approach dee bet
than the ones obtained using a marginal method.

D.3.2 Frequency filtering

Our approach is built on the same idea used to filter greysoages : DQFT is performed on a
colour image leading to its the frequential information. then apply a mask on this Fourier information
by setting its either low or high frequency coefficients toozé&ventually, the result is processed through
IDQFT to give the filtered image.

We use the quaternion formalism to encode colour images bubeed to stay aware on the fact
that the quaternionic product is not commutative. Indebd,well known theorem which states that
a convolution product in spatial domain is equal to the pobdn the Fourier space is not true with
quaternions [55].

By definition, the formulation of our Fourier filtering apph is given by

qrax = IDQFT{H.Q} (D.8)
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FiGc. D.11 —Different spatial gradients on the "house" image :(a) "House" original image ; (b) Mar-
ginal approach ; (c) Di Zenzo approach ; (d) First Carron apghn ; (€) Second Carron approach ; (f) our
method ; (g) our method with logarithmic approach.

with @ = DQFT(q) denotes the quaternionic Fourier transform of the origimeglge andH the fre-
quency behavior of the filter.

To compare the frequential filtering to the spatial one, weeifoon the high-pass filtering

H(S,T) = 1for (|S| > a,|T| > b) and0 otherwise, withu, b € R
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Indeed we notice through the quaternionic spectrum stuatttiere is a likeness of organisation as in
the classical complex spectrum. As a consequence, highdnay selection will give weight to ruptures
and thus contours.

figure D.12 shows that frequency filtering preserves theirmlgcolours and the high frequency
content is really isolated from the rest of the image. In,fdwe contours of the top and bottom boxes
appear green and white in figure D.12g and the circle and datdal are red and blue in figure D.12h
as in the original image (figure D.12e). These remarks ame\ald on the contours made on the Lenna
image as we can see the details of her hat in figure D.12c andhmodigure D.12d. We see that
information on edges is vectorial as it appears in colourscaling process betwedhand 255 has
been made after IDQFT using the min and max of each compoAsrihe method uses the windowing
concept to filter the image in the frequency domain, we caemesthat there are some oscillations on
edges detected in the high-pass filtered pictures. Thisomimd) process in the guaternionic spectral
domain leads to equivalent artefacts than those produdedids done on a greyscale image spectrum :
the Fourier transform of the rectangle function is the sgiog cardinal) function. However, even if this
statement is not true anymore with the formalism of quatersi(from the anti-commutativity of the
product), we observe that it still remains the same kind aflboeffects. Note that the colour artefacts
are just the conjugate colours of the edges in the RGB colonraih as we see in figure D.12h where
the red (resp. blue) colour of the circle (resp. quadritdjas oscillating with green (resp. yellow).

figure D.13 shows that this spectrum strategy is at least gnodgh to detect colour edges properly.
A edge map is made by thresholding the absolute values of ltheel images. This method seems
however more sensitive to small details than the one predaott the spatial filtering section but it may
give more details than the spatial approach with not sadredlours. Indeed we can see in figure D.13c
that the gutters and drainpipes of the roof are well detebiethe frequential method. They are not
detected by the spatial one because they are quite whitée(Wwés a zero saturation level). Furthermore,
this approach can filter both in low-pass and high-pass bandst can be generalized to band-pass by
selecting the proper windowing scheme in the spectrum damai

Notice that the experiments show only results with thgarameter of the DQFT and IDQFT equal
to 114r¢y. Finally taking the interpretation of the quaternionic cipem of the first section we may be able
to make spectrum filters which can extract only one compooeatly combinaison of them.

Speaking about performances, it takes two classical coafpkt Fourier transforms to perform a
DQFT or IDQFT. To process both DQFT and IDQFT is so equivalera complexity inO(N2In(N?)).
The windowing process is a product term by term between thetgpn and a 2D rectangle function.
This process has a complexity @d(N2). The all method uses the two previous algorithms leading the
total complexity of the process i@(N? + N2in(N?)) = O(N2In(N?)). This is a bit slower than the
spatial method.

D.4 Conclusion

In this paper, we analysed the properties of the quatemiBourier spectrum. This contributed first,
to reconstruct after IDQFT and without any loss of inforroatia quaternionic spatial colour image
composed of three imaginary components only. Secondky,gédwe us an interpretation of quaternionic
Fourier coefficients influence on the spatial domain withhkzticulus and graphical illustrations. When
initializing the real part of the spectrum with a pair of ctargs respecting proper symmetries, the cor-
responding spatial domain presents odd oscillations akgeron the: parameter of the transformation.
However, spectrum pairs of Dirac initialization made ongimary component influences the spatial do-
main with even oscillations independently from fhh@arameter. As in the complex Fourier analysis, the
quaternionic spectrum can be used to detect spatial otieméa Then in a second part, we applied the
previous digital concepts to propose a new quaternionigucolectorial gradient. This gave enthusiastic
results as its takes advantages of both vectorial and peaiegpproaches of spatial filtering for a RGB
colour space approach. In addition, we used the interpvataf the spectrum to create frequency qua-
ternionic filters that gave similar results than complexjfrency filters on greyscale images. In that way,
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===
) (h)

Fic. D.12 —Quaternionic high-pass filtering results : (a) Lenna original image ; (b) highpass filter
applied on (a); (c) details of the hat; (d) details of the fa@ hand-made colour image ; (f) high-pass
filter applied on (e) ; (g) details of the green and white beedtges ; (h) details of the red circle and blue
quadrilateral edges. Frequency filtering preserves thgenadi colours.

both spatial and spectrum approaches have been discusgetaavider vision on filtering with quater-
nions. Perspectives are first to enhance the spatial valfitter in order to take the saturation reluctance
into account, thus achieving higher efficiency by giving empower to intensity and hue values when
needed. The frequential approach can as well be improvedfirasing a smoother function than the
rectangle one to process the spectrum filtering and softebdihder effects leading to colour artefacts.
Secondly, we can select in the Fourier domain the wanted onenis as described by the spectrum
interpretation of the first section. Finally, as quatersi@lo not seem to give information to compare
colour components between themselves but more independeronent analysis, geometric algebra
which manipulates vectors but also multivectors may reprea useful tool to achieve new results.
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(9)

Fic. D.13 —Comparison between high-pass and spatial filtering (a) Lenna original image ; (b) high-
pass filtering’s edge map; (c) spatial gradient's edge médp m@andrill original image ; (e) highpass
filtering’s edge map ; (f) spatial gradient’s edge map ; (gddworiginal image ; (h) highpass filtering’s
edge map; (i) spatial gradient’s edge map.

D.5 Appendix

D.5.1 Digital study of the colour spectrum

This section shows more details on how, an initializatiorden&n the quaternionic spectrum, in-
fluences the spatial domain after IDQFT.

A problem relies on the fact that the spectrum must presenpitevious symmetry conditions (refer
to section D.2.2), and thus the pixel at coordinates, —Tp) must be initialized with amplitude that
respects the conditions. Eventually there are two poirit&lized in the spectrum in order to find a
spatial image after IQFT without any loss of information.efé are different cases for initialization, as
reported in the following.

— Initialization on the real component
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In this case, the initialization requires thg.(Sy, 7p) = K, andQ,.(—Sy, —Tp) = — K, condi-
tions. After IDQFT the spatial image is represented on itagmary components as follows :

qr(s,t) = 0

qi(s,t) = 2K,p;sin (27r (% %))

gj(s,t) = 2K,p;sin (27 (% 2oLy

qr(s,t) = 2K, uysin (27T (% + %))
Initialize the real component of the spectrum leads, affgfT process, to odd variations (for the
sinus is an odd function). These variations are describethdymaginary component(s) used to
set the analysing directiom = yi;7 + ;5 + pik. As for a classical frequency representation, we

observe that the frequency coordinat®s, 7) are associated with the direction and the repetition
density of the analyzed pattern.

+
+

— Initialization on an imaginary component

In this case the initialization requir€g.(So, 7y) = Q.(—So, —1p) = K. (withe = 7,5 or k)
conditions. After IDQFT the spatial image corresponding-imaginary component is represented
on its following cartesian form

ge(s,t) = 2K, cos (277 (% + TL}))
q.(s,t) = 0with ¢’ # e

Initialize an (several) imaginary component(s) of the spea leads, after IQFT process, to even
oscillations (for the cosinus is a even function) describadhe same imaginary component(s).
We observe that the analysing directiorthosen in the IDQFT has no influence.

D.5.2 Quaternionic Graphical Spectrum Illustration
D.5.2.1 Initialization on a spectrum’s imaginary part with any x € SNP

As we saw in the previous section, to set a pair of constaatdf@liows the necessary conditions on
one imaginary component of the quaternionic spectrum leadsspatial oscillation on the same com-
ponent after processing IDQFT (cf. figure D.14). For examptle initialization is done on the first
frequency component, the spatial oscillations that arge fIDQFT are on the first spatial component
coding the image, that is to say the red channel if working @BRcolour space. The initialization can
be done on several components, in that case, the resultsafifecsame components that have been mo-
dified. In our case as the following examples are taken fronG8 Rolour space, multiple initializations
(always under the conditions for correct spatial recoisitva) on the spectrum produce spatial oscilla-
tions following the rules of the addivive synthesis of coluSo if we initialize the spectrum on each
imaginary component with the same couple of constants e result after IDQFT on a RGB colour
space is grey oscillations. Theparameter does not interfere in this case.

D.5.2.2 Initialization on the spectrum’s real part with any u € SNP but 1 # pgrey

It was shown in Section D.2.3 that the initialization on thEeatrum could be done on the real
component. In that case, we can also get different kinds cifl@sons after IDQFT was performed,
thus showing that the conditions enunciated before arepred. Oscillations after IQFT process are on
the same imaginary components involved in the initial@af the pure unit quaternion directign In
other words, working in RGB colour space implies that, to rget oscillations, the: parameter must
be equal ta (cf. figure D.15). Oscillations composed of numerous caatan be achieved in setting
the . parameter properly, for instange= ”723 leads to yellow variations in the RGB colour space after
IDQFT.
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FiG. D.14 —Initialization examples with 1 = pgre, = “:3/1”“ (@) Qi(2,2) = Qi(—2,-2) = K;; (b)
Qj(2)2) = Qj(_2’ _2) = Kj ; (C) Qk(2’2) = Qk(_2’ _2) Ky (d) QZ(Z 2) = Qi(_Zv _2) = K;
anin(2,2) =Qi(—2,-2) = K;; () Q;(2,2) = Q;(—2,-2) = K; andQ,(2,2) = Q;(—2,-2) =

K;; (f) Qw(2, 2)Qk( 2 —2) Ky andQg(2,2) = Qk( 2 —2) Kk (9) Qi(2,2) = Qi(—2,-2) =
KQJ22 2,-2) = K; andQ4(2,2) = Qx(—2,—2)

2 1

Fic. D.15 —Initialization examples with 1t # pGrey and Q;(2,2) = —Q,(—2, —2) = K, (8) figrey =

HIEE S (0) ired = i (€) Hdragenta = .
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D.5.2.3 Geometric Variations

In the complex plane, coordinates of the spectrum coeffigigwolved in the quaternionic Fourier
space’s initialization are really important parametandeled, the resulting oscillations by IDQFT process
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have a geometric orientation linked to this. Supposing teardinates are given iG> with the pixel
0(0,0) in the image centre (whereas on the top-left corner as oftea)initialization of the spectrum
at coordinateg.Sy, 7p) and (—Sy, —1p) results, through IDQFT process, in a 2D oscillation (sinod a
cosinus) following the axis made by this two pixels.

In figure D.16, numerous geometric oscillations are showmbglifying the coordinates of the pixels
pair implicated by the initialization but with the same wayset the spectrum components.

(a) ‘ (b)
() (d)
Fic. D.16 — Geometric oscillation examples initialization with py 00 = % (@ Q-(2,2) =

—Qr(=2,-2) = K;; (b) Qr(4,—4) = —Qr(-4,4) = K;; (c) Qr(0,2) = -Q,(0,-2) = K;;
(d) Qr(2a0) = —Q,«(—Q,O) = K,.
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Quaternions et Algebres Géométriques, de nouveaux outilsopr les
images numeériques couleur

Résumé Les travaux de cette these s’inscrivent dans le contextedarnent et de I'analyse des images
couleur. Les premiers travaux pour traiter ces images staisnt a appliquer des traitements déja existant
en niveaux de gris marginalement sur les trois composaantestitiant la couleur et le plus généralement
dans I'espace?V B. Ces traitements ont été peu a peu améliorés notammenuphsdtion d’espaces
couleur d’avantage liés a la perception humaine mais aassigs approches vectorielles. Dans ce tra-
vail de thése nous nous placons dans la continuité de cesikat nous proposons une modélisation
mathématique de la dimension vectorielle dans le but de puberiles couleurs de maniére globale.
Trois formalismes sont présentés pour représenter lawoules complexes, les quaternions et les al-
gébres géométriques. Dans ce cadre, il est proposé de diEfinouveaux outils d’analyse couleur avec
notamment une caractérisation numeérique fréquentielighdeun de ces modeéles. Une étude approfon-
die de leurs utilisations permet de faire ressortir leuoppétés ainsi que leurs principaux avantages et
inconvénients a savoir : impossibilité des complexes aésaprter les vecteurs couleurs qui par nature
s’expriment en trois dimensions minimum contrairement guternions et aux algebres géométriques;
distinction entre objets manipulés (vecteurs couleurpétations effectuées sur ces objets (projections,
rotations,...) pour les algébres géométriques contr@nermux quaternions ... Enfin nous avons mon-
tré que la transformée de Fourier quaternionique analyseukeur avec une direction indiquée par un
vecteur couleur, tandis que la transformée de Fourier ééinimoyen de I'algebrés, plus générique,
répartit I'information couleur sur des composantes frégjedles indépendantes. L'utilisation de modéles
algébriques pour représenter I'information couleur pera&éfinition et le développement d'un filtre
spatial de détection de contours tenant compte de la dispetans I'espace couleur.

Quaternions and Geometric Algebras, new tools for digital olour images

Abstract The main subject of this PhD thesis is colour image procgsdihe first methods dealing
with these images consisted in applying existing greyspabeessing alorithms on each of the three
colour components. Colour processing has improved usingeptial colour spaces but also by consi-
dering colours as vectors. In this work, we follow the ideecofour modelization and we propose to
encode their vectorial information into mathematical mede order to manipulate them globally and
geometrically. Three formalisms are presented to cope eultbur : complex numbers, quaternions and
geometric algebras (also called Clifford algebras). Nelswotools are proposed to analyse the digital
spectrum embedded in each of these formalisms and the awefioit Fourier transforms. We give the
main advantages and drawbacks of each model, namely : ifbpibggor the complex numbers to re-
present whole colour vectors that needs at least three qmnfoto be described properly ; distinction
between objects and operations on objects (projectiotetjons, .. .) with geometric algebras whereas it
is not possible with quaternions. We then showed that theequianic Fourier transform analyse colours
with a direction whereas the Clifford; Fourier transform has not got any direction to analyse tta&uco
so it treats every colour channel independently. Eventuaie of the main applications is the definition
of a spatial colour edge detector filter using these formrais

Discipline : traitement du signal et des images.

Mots clés: Analyse d'images, espace numérique couleur, quaternadgsbres géométriques, transfor-
mations de Fourier, filtrage spatial et fréquentiel.
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