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Introdu
tion

Fig. 1 � Happy Buddha :image 
omposée de 372×935pixels.

Les images numériques sont 
onstituées d'un ensemble de don-nées dis
rètes appelées pixels en dimension 2 (voir Figure 14) etvoxels en dimension 3. Ces images sont le plus souvent le résul-tat d'un pro
essus d'a
quisition (imagerie médi
ale, photographienumérique, . . .). Elle peuvent par ailleurs être 
réées (assemblagesde pixels ou de voxels) par le biais de logi
iels dédiés à la 
réationet à la manipulation de telles données.Dans le domaine du traitement d'images, un problème impor-tant est 
elui de la re
onnaissan
e des formes perçues dans uneimage, et en parti
ulier la re
onnaissan
e de formes linéaires, tellesque les droites. Essayer de faire le rappro
hement entre les infor-mations dis
rètes présentes dans une image et les informations�
ontinues� dont elles sont éventuellement issues est i
i primor-dial.Plusieurs questions se posent alors naturellement à nous, tellesque : qu'est-
e qu'une droite dis
rète ? Comment déte
ter unedroite dis
rète dans une image ? Comment obtenir une droite dis-
rète à partir d'une droite eu
lidienne ? Ou le problème inverse :
omment obtenir une droite eu
lidienne à partir d'une droite dis-
rète ?A�n de répondre à 
es di�érentes questions, le domaine de lagéométrie dis
rète fournit un ensemble d'outils adaptés à la naturedis
rète des images.Dans 
e domaine, diverses dé�nitions de primitives dis
rètestelles que des droites, plans, ou plus généralement hyperplans ontété proposées [Bre65, Rev91, Rev95, And00, COK95, And03℄. Lespremières droites dis
rètes ont tout d'abord été dé
rites de ma-nière algorithmique par J. Bresenham [Bre65℄, puis une des
rip-tion analytique des hyperplans dis
rets a été proposée par J.P. Reveillès [Rev91℄, fournissantainsi une des
ription en 
ompréhension des objets dis
rets plut�t qu'en extension (énumérationdes données dis
rètes).A partir de 
es dé�nitions, un ensemble de méthodes de re
onnaissan
e de primitives dis
rètesa été proposé [FST96, Kim84, Buz03, KS91, GDRZ05, DR95, Siv04, VC99, BD05, ST91, Vit99℄.L'obje
tif de 
es méthodes est d'indiquer s'il existe des primitives dis
rètes 
ontenant un en-semble de données dis
rètes données, et le 
as é
héant déterminer les di�érents paramètres de
es primitives.4Image extraite de la page web http ://graphi
s.stanford.edu/data/3Ds
anrep/.1



Introdu
tionEn�n, de nombreux travaux visant à établir des relations entre le domaine dis
ret et ledomaine 
ontinu (ou eu
lidien), 
on
ernant notamment l'obtention d'une des
ription dis
rèted'un objet eu
lidien et inversement, ont été e�e
tués. Ces deux pro
édés appelés dis
rétisation etre
onstru
tion sont un sujet important de re
her
he en géométrie dis
rète.De nombreux modèles et méthodes de dis
rétisation asso
iant à une primitive eu
lidienneune unique primitive dis
rète ont été proposés, prin
ipalement pour l'obtention d'hyperplansdis
rets [Rev95, And00, And03℄, et de droites dis
rètes en dimension 3 [And00, Kim83, DR95℄,mais aussi plus ré
emment, pour l'obtention de 
er
les dis
rets [And92, C÷u02, FJT06℄, sphèreset hyperpshères dis
rètes [FT06℄, ou en
ore de 
ourbes polynomiales dis
rètes [FT07℄.Le problème de la re
onstru
tion de données dis
rètes a lui aussi fait l'objet de nombreuxtravaux, ex
lusivement en dimensions 2 et 3 [BF94, SBDA05, FP99, SDC05, Bre03, Siv04℄, etnotamment dans le but d'obtenir une re
onstru
tion inversible pour un modèle donné, 
'est à diretelle que la dis
rétisation de l'objet obtenu suivant 
e modèle est identique aux données dis
rètesd'origine. L'obtention d'une re
onstru
tion inversible est un problème 
ru
ial en géométrie dis-
rète. En e�et, non seulement, l'objet re
onstruit est �pro
he� de l'objet dis
ret d'origine, maisnous sommes de plus assurés qu'il n'y a ni ajout, ni perte d'information entre l'objet dis
retd'origine et la dis
rétisation de l'objet eu
lidien obtenu.Dans 
ette thèse, nous nous sommes intéressés à la fois au problème de la re
onnaissan
e etau problème de la re
onstru
tion de données dis
rètes.Nous avons tout d'abord proposé une nouvelle méthode de re
onnaissan
e d'hyperplans dis-
rets. Cette méthode est basée sur le 
al
ul d'un objet géométrique parti
ulier, que nous avonsbaptisé préimage généralisée. Cet objet est dé�ni dans un espa
e eu
lidien adapté appelé es-pa
e de paramètres, et fournit l'ensemble des paramètres des hyperplans re
onnus. De plus, 
etteméthode présente l'avantage de permettre la re
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets obtenus ave
diverses méthodes et modèles de dis
rétisation.Nous avons ensuite développé deux algorithmes de re
onstru
tion inversible d'objets dis
retsen dimensions 2 et 3. Ces deux algorithmes sont basés sur l'algorithme de re
onnaissan
e d'hy-perplans dis
rets présenté dans 
e mémoire, et fournissent une re
onstru
tion inversible pour lemodèle de dis
rétisation Standard [And03, And00℄.Le premier algorithme permet la re
onstru
tion de 
ourbes dis
rètes en dimension 2, ouvertesou fermées, simples ou non simples, et améliore notamment les résultats obtenus par R. Bretondans sa thèse [Bre03℄ .Le deuxième algorithme permet la re
onstru
tion de la surfa
e de volumes dis
rets en unesurfa
e polygonale. Le prin
ipal intérêt de 
ette méthode est qu'elle fournit un résultat topo-logiquement 
ohérent ave
 l'objet dis
ret d'origine et 
onstitue par la même une réponse auxproblèmes de non 
ohéren
e topologique ou de non réversibilité de la re
onstru
tion ren
ontréspar I. Sivignon dans sa thèse [Siv04℄, et 
orrigé ensuite dans [CGS04℄ grâ
e à l'utilisation d'uneméthode basée sur l'algorithme des Mar
hing Cubes [LC87℄.Parallèlement à 
es travaux sur la re
onnaissan
e et la re
onstru
tion de données dis
rètes,nous nous sommes intéressés aux problèmes de la modélisation, de la manipulation et du traite-ment des objets dis
rets. Notre but était de mettre en ÷uvre nos di�érents algorithmes au seind'un logi
iel de modélisation d'objets géométriques, 
es objets devant être représentés aussi biensous forme dis
rète qu'eu
lidienne.La motivation prin
ipale de 
e travail provient du 
onstat suivant : les lois appli
ables engéométrie eu
lidienne ne le sont généralement pas en géométrie dis
rète. Par exemple, deuxdroites dis
rètes n'ont pas obligatoirement de point d'interse
tion dis
ret (voir Figure 2a). De2



Introdu
tionmême, deux droites dis
rètes parallèles peuvent avoir une interse
tion non vide (voir Figure 2b).Ou en
ore, deux points dis
rets ne dé�nissent a priori pas une seule et unique droite dis
rète(voir Figure 2
).
(a) (b) (
)Fig. 2 � Quelques propriétés du monde dis
ret : (a) Deux droites dis
rètes séquantes sans interse
-tion, (b) Deux droites dis
rètes parallèles ave
 interse
tion, (
) Deux droites dis
rètes di�érentes
ontenant les deux mêmes pixels.De même, la mise en ÷uvre de 
ertaines opérations, telles que la rotation, s'avère être rela-tivement simple dans l'espa
e eu
lidien, alors qu'elle présente de réelles di�
ultés dans l'espa
edis
ret [And96℄. À 
ontrario, l'interse
tion de deux objets est aisément mise en ÷uvre dans lemonde dis
ret, alors qu'elle l'est nettement moins dans le monde eu
lidien.Ainsi, il nous a semblé qu'a�n de pouvoir manipuler plus aisément un objet géométrique,disposer d'une représentation dis
rète et d'une représentation 
ontinue de 
et objet présentaitun intérêt 
ertain.Dans 
ette optique, nous avons développé un logi
iel de modélisation permettant la 
réation,l'importation et le traitement d'objets géométriques représentés à la fois sous forme dis
rète etpolygonale (dimension 2) ou polyédrique (dimension 3). Une des parti
ularités de 
e logi
iel estque les représentations dis
rète et 
ontinue d'un même objet 
oexistent à l'intérieur d'une mêmestru
ture. Il est ainsi possible, en fon
tion de l'opération que l'on souhaite e�e
tuer, de 
hoisirla représentation la mieux adaptée. De plus, le noyau de 
e logi
iel est basé sur un modèle topo-logique : les 
artes généralisées [Lie89, Lie94℄. Ainsi, nous pouvons représenter topologiquementaussi bien les objets eu
lidiens que les objets dis
rets. Cette propriété est parti
ulièrement intéres-sante au niveau dis
ret 
ar habituellement, nous disposons uniquement des relations d'adja
en
eentre pixels (ou voxels), 
e qui dans de nombreux 
as de �gure n'est pas su�sant. En e�et, nouspouvons rapidement savoir si un pixel se trouve "à 
�té" d'un autre pixel, mais nous ne pouvonspas aisément déterminer quels sont les pixels qui sont 
ontenus dans un même objet dis
ret. Lareprésentation topologique des pixels (ou voxels) permet alors de pallier 
e type problème.Organisation du mémoireCe mémoire de thèse est 
onstitué de quatre 
hapitres.Le premier 
hapitre est 
onsa
ré à des rappels de géométrie dis
rète. Nous donnons toutd'abord quelques dé�nitions relatives aux espa
es dis
rets, ainsi qu'aux primitives dis
rètes.Nous donnons ensuite les dé�nitions de plusieurs modèles de dis
rétisation existants. 3



Introdu
tionDans les deuxième et troisième 
hapitres, nous abordons les problèmes de la re
onnaissan
eet de la re
onstru
tion de données dis
rètes. Dans le 
hapitre 2, nous présentons tout d'abordl'espa
e de paramètres sur lequel sont basées nos méthodes de re
onnaissan
e et de re
onstru
tiond'objets dis
rets. Nous présentons ensuite notre algorithme de re
onnaissan
e. En�n, dans le
hapitre 3, nous dé
rivons nos méthodes de re
onstru
tion d'objets dis
rets en dimensions 2 et3. Le quatrième et dernier 
hapitre de 
e mémoire 
onsiste en une rapide des
ription de notrelogi
iel de modélisation d'objets géométriques. Nous faisons tout d'abord quelques rappels 
on
er-nant le modèle topologique des 
artes généralisées. Nous présentons ensuite la stru
ture de don-nées que nous avons 
onçue, et détaillons les opérations internes à 
ette stru
ture, notammentles opérations permettant sa 
onstru
tion.En�n, nous 
on
luons et donnons plusieurs perspe
tives à 
es travaux.

4
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous rappelons di�érentes notions de géométrie dis
rète qui seront utiliséesdans la suite de 
e mémoire.Nous donnons tout d'abord un ensemble de dé�nitions élémentaires relatives aux objets dis-
rets tels que espa
es dis
rets, les points dis
rets, ou en
ore les 
ourbes dis
rètes. Nous présentonsensuite plusieurs modèles de dis
rétisation existants auxquels nous ferons référen
e par la suite.5



Chapitre 1. Rappels de géométrie dis
rète1.2 Notions élémentairesCette se
tion est 
onsa
rée à l'introdu
tion de di�érentes notions que nous utiliserons tout aulong de 
e mémoire. Nous dé�nissons tout d'abord les di�érents espa
es dis
rets dans lesquels nousseront amenés à travailler, puis les relations topologiques entre les di�érents éléments 
omposant
es espa
es.1.2.1 Notations et dé�nitionsDans toute la suite de 
e mémoire, n ∈ N
∗ désignera la dimension de l'espa
e dans lequel nousnous plaçons. De plus, pour tout k ∈ N

∗, J1, kK désignera le sous-ensemble des entiers naturels
ompris entre 1 et k. En�n, nous dé�nissons un α-hyper
ube, α ∈ R+, de la manière suivante :Dé�nition 1 (α-Hyper
ube) L'hyper
ube (ou 
ube de dimension n) de 
entre
(c1, . . . , cn) ∈ R

n, et de taille α ∈ R+, est l'ensemble des points p = (p1, . . . , pn) ∈ R
nvéri�ant

∀i ∈ J1, nK, ci −
α

2
≤ pi ≤ ci +

α

2Nous pouvons voir sur la �gure 1.1 quelques illustrations d'α-hyper
ubes en dimensions 2, 3,4 et 5. Nous appelons hypervoxel tout hyper
ube de taille unitaire (α = 1). En parti
ulier, leshypervoxels de dimensions 2 et 3 sont respe
tivement appelés pixels et voxels.
Fig. 1.1 � De gau
he à droite : proje
tions symétriques en dimension 2 des hyper
ubes dedimensions respe
tives 2 (un 
arré), 3 (un 
ube), 4 (un tessera
t) et 5. Notons que sur 
ertainsexemples, telle que la deuxième �gure, plusieurs sommets de l'objet 
oïn
ident.Dé�nition 2 (Boule fermée) Soit d une distan
e sur R

n. Alors, la boule fermée Bd(c, r) de
entre c ∈ R
n et de rayon r ∈ R est dé�nie par

Bd(c, r) = {p ∈ R
n|d(c, p) ≤ r}1.2.2 Espa
es dis
retsCes espa
es sont 
onstitués de points isolés5 de l'espa
e eu
lidien R

n, appelés points dis
rets dedimension n, auxquels sont asso
iés des pavages de R
n, tels que par exemple les zones de Voronoï.nous appellerons pavé tout élément d'un tel espa
e. De multiples espa
es dis
rets peuvent être5Soit d une distan
e sur R

n. Les points d'un ensemble E ⊆ R
n sont dits isolés si pour tout point p ∈ E ilexiste ǫ ∈ R

∗
+ tel que la boule fermée Bd(p, ǫ) ne 
ontient que p.6



1.2. Notions élémentaires
(a)
(b) (
)Fig. 1.2 � Espa
es dis
rets 
lassiques en dimensions 2 et 3 : (a) et (b) Deux pavages possiblesde l'espa
e par des pixels ; 
haque point dis
ret est matérialisé par un point noir. (
) Pavage del'espa
e par des voxels.
onsidérés et utilisés. Dans 
ette thèse, nous nous intéressons prin
ipalement aux pavés formésd'unions de polytopes, de tailles et de formes variées.Nous distinguons en parti
ulier deux types d'espa
es : les espa
es 
orrespondant à un pavagerégulier de R

n, et les espa
es 
orrespondant à un pavage irrégulier.1.2.2.1 Pavages réguliersUne première 
atégorie d'espa
es dis
rets 
orrespond aux pavages réguliers de R
n, 
'est àdire 
omposés de pavés 
onvexes ou 
on
aves, mais tous identiques. Nous pouvons voir quelquesexemples de tels espa
es sur les �gures 1.2, 1.3a et 1.3b. Nous parlons alors d'espa
e dis
retrégulier .Parmi, 
es espa
es, nous trouvons les espa
es dis
rets qui sont étroitement liés à la représen-tation dis
rète des images. Ces espa
es, que nous quali�erons de 
lassiques, sont à l'heure a
tuelleles espa
es les plus étudiés et utilisés en infographie. Dans tout 
e mémoire, nous assimileronsl'espa
e dis
ret 
lassique de dimension n à l'ensemble Z

n.Il existe plusieurs représentations de 
et espa
e dis
ret telles que 
elles dé
rites sur la �-gure 1.2. La représentation la plus utilisée 
orrespond à un pavage de l'espa
e réel R
n à l'aided'hypervoxels dont le 
entre est un point dis
ret (voir Figures 1.2a et 1.2
). Une autre représen-tation, duale de la première, 
onsiste à paver l'espa
e à l'aide d'hypervoxels dont le 
entre est unpoint à 
oordonnées demi-entières. Nous appelons 
et espa
e l'espa
e dis
ret 
lassique dual (voirFigure 1.2b).1.2.2.2 Pavages irréguliersDans 
e mémoire, nous nous intéresserons aussi à d'autres types d'espa
es dis
rets peu uti-lisés jusqu'à présent, mais qui 
onnaissent a
tuellement un intérêt grandissant. Cette deuxième
atégorie d'espa
es 
orrespond à des pavages irréguliers de R

n, 
'est à dire des pavages de l'espa
e7



Chapitre 1. Rappels de géométrie dis
rète
(a) (b) (
) (d)Fig. 1.3 � Exemples de pavages réguliers et irréguliers en dimension 2 : (a) Pavage régulierpar des hexagones. (b) Pavage régulier par des pavés 
on
aves. (
) Pavage irrégulier. (d) Grilleirrégulière isothétique.à l'aide de pavés de formes di�érentes. Nous appelons 
es espa
es des espa
es dis
rets irréguliers(voir Figures 1.3
 et 1.3d). Parmi 
es derniers, nous distinguons les pavages en dimension 2 formésde re
tangles dont les arêtes sont parallèles aux axes du repère de l'espa
e eu
lidien [SB01, SB02℄,aussi appelés grilles irrégulières isothétiques [C÷u05, CZ06℄ (voir Figure 1.3d). Notons que 
espavages in
luent notamment les espa
es dis
rets 
lassiques et peuvent pas exemple être utilisésdans le 
adre de la segmentation multi-e
helle d'images [GS06℄, ainsi que pour représenter desstru
tures telles que les quad-trees [FB74℄.Dans la suite, nous noterons D

n un espa
e dis
ret quel
onque de dimension n.1.2.3 Topologie dis
rèteDans 
ette se
tion, nous introduisons les notions de voisinage et de 
onnexité entre pointsdis
rets a�n d'établir des relations d'adja
en
e et d'in
iden
e entre les pavés d'un espa
e dis
ret.1.2.3.1 VoisinageDans le 
adre des espa
es dis
rets 
lassiques (voir Se
tion 1.2.2.1), nous utilisons la dé�nitionde voisinage entre points dis
rets suivante :Dé�nition 3 (k-voisinage [And00℄) Soit k ∈ J0, n − 1K. Deux points dis
rets
p = (p1, . . . , pn) ∈ Z

n et q = (q1, . . . , qn) ∈ Z
n sont dits k-voisins si

∀i ∈ J1, nK, |pi − qi| ≤ 1et
k ≤ n−

n
∑

i=1

|pi − qi|Autrement dit, deux points dis
rets p et q en dimension 2 sont 0-voisins si les pixels P et Q,de 
entres respe
tifs p et q ont au moins un sommet 
ommun. De même, p et q sont 1-voisinssi P et Q ont au moins une arête 
ommune. La �gure 1.4 illustre la notion de k-voisinage endimension 2.Si nous appliquons la dé�nition de k-voisinage à la dimension 3, nous obtenons la 
ara
téri-sation suivante : deux points dis
rets p et q sont 0-voisins si leurs voxels respe
tifs P et Q ont8



1.2. Notions élémentaires
(a) (b)Fig. 1.4 � Exemples de voisinages en dimension 2 : (a) Un pixel gris et ses quatre 1-voisins (ennoir). (b) Le même pixel ave
 ses huit 0-voisins.au moins un sommet 
ommun. De même, p et q sont 1-voisins si P et Q ont au moins une arête
ommune. En�n, p et q sont 2-voisins si P et Q ont au moins une fa
e 
ommune. La �gure 1.5illustre la notion de k-voisinage en dimension 3.

(a) (b) (
)Fig. 1.5 � Exemples de voisinages en dimension 3 : (a) Un voxel (au 
entre) et ses six 2-voisins.(b) Le même voxel et ses dix-huit 1-voisins. (
) Le même voxel et ses vingt-six 0-voisins.Remarque 1 Nous pouvons remarquer que 
ette dé�nition de voisinage est dire
tement liéeaux relations d'adja
en
e entre les hypervoxels. Elle présente de plus l'intérêt d'être homogèneen toutes dimensions, 
ontrairement à d'autres dé�nitions du voisinage 
lassiquement utilisées,telles que 
elles présentées dans le tableau 1.1.Notations utilisées Notations 
lassiquesDimension 2 1-voisinage 4-voisinage0-voisinage 8-voisinageDimension 3 2-voisinage 6-voisinage1-voisinage 18-voisinage0-voisinage 26-voisinageTab. 1.1 � Correspondan
e entre les notations de k-voisinage en dimensions 2 et 3 que nousutilisons et les notations 
lassiques.Dans le 
adre d'espa
es dis
rets non plus 
lassiques, mais quel
onques (voir Se
tion 1.2.2),nous pouvons suite à la remarque 1 donner une autre dé�nition du k-voisinage : 9



Chapitre 1. Rappels de géométrie dis
rèteDé�nition 4 (Généralisation du k-voisinage) Soit k ∈ J0, n− 1K. Deux points dis
rets p et
q d'un espa
e dis
ret D

n sont dits k-voisins si leurs pavés asso
iés P et Q sont adja
ents par aumoins une 
ellule topologique de dimension k.1.2.3.2 ConnexitéA partir de la dé�nition de voisinage pré
édemment donnée, nous déduisons les notions de
ourbe et de 
onnexité dis
rètes.Dé�nition 5 (k-
hemin) Soient k ∈ J0, n − 1K, et C = {p1, . . . , pm} ⊂ D
n une suite de mpoints dis
rets, m ∈ N

∗
+. Alors, C est un k-
hemin si

∀i ∈ J1,m− 1K, pi et pi+1 sont k-voisinsDé�nition 6 (k-
onnexité) Soit O un ensemble de points dis
rets. O est dit k-
onnexe si etseulement si il existe un k-
hemin entre deux éléments quel
onques de O.Dé�nition 7 (k-
ourbe) Soient k ∈ J0, n−1K, et C = {p1, . . . , pm} ⊂ D
n une suite de m pointsdis
rets, m ∈ N

∗
+. Alors, C est une k-
ourbe dis
rète si C est un k-
hemin tel que

∀i ∈ J2,m− 2K, pi a exa
tement deux k-voisinsDe plus, C est une k-
ourbe fermée si p1 et pm sont k-voisins. Dans le 
as 
ontraire, C est diteouverte.En�n, si D
n est un espa
e dis
ret régulier, nous parlerons de k-
ourbe régulière. En par-ti
ulier, une k-
ourbe dans l'espa
e dis
ret 
lassique sera appelée une k-
ourbe 
lassique. Demanière similaire, si D

n est un espa
e dis
ret irrégulier, nous parlerons de k-
ourbe irrégulière.La �gure 1.6 montre quelques exemples de k-
ourbes dans les espa
es dis
rets 
lassiques dedimensions 2 et 3. La �gure 1.7, quant à elle, illustre deux 1-
ourbes irrégulières.
(a) (b) (
)Fig. 1.6 � Exemples de k-
ourbes : (a) Une 1-
ourbe en dimension 2. (b) Une 0-
ourbe endimension 2. (
) Une 2-
ourbe en dimension 3.10



1.3. Modèles de dis
rétisation

(a) (b)Fig. 1.7 � Exemples de 1-
ourbes irrégulières : (a) 1-
ourbe fermée dans un espa
e irrégulier. (b)1-
ourbe ouverte dans une grille irrégulière isothétique.1.3 Modèles de dis
rétisationUn objet dis
ret peut être obtenu de diverses manières, telles que la 
onstru
tion (assemblagede pavés tels que les pixels), l'a
quisition (photographie numérique, Imagerie par Résonan
eMagnétique) ou la dis
rétisation d'un objet 
ontinu. Ce dernier pro
essus s'e�e
tue grâ
e àl'utilisation de méthodes ou modèles de dis
rétisation.Parmi les modèles existants, nous en distinguons trois, largement utilisés, appelés modèlesNaïfs [Rev95, And00℄, Super
ouverture [COK95℄ et Standard [And03℄, que nous présentons dans
e 
hapitre. Cha
un de 
es modèles autorise la dis
rétisation de 
ertaines 
lasses de primitiveseu
lidiennes, et par la même, d'une manière plus générale, la dis
rétisation d'objets eu
lidiens.Ils s'appliquent en parti
ulier aux espa
es dis
rets 
lassiques, et sont dé�nis en toute dimension.Le modèle Super
ouverture a de plus été étendu aux espa
es dis
rets irréguliers [C÷u05℄, 
ommenous le verrons par la suite.Dans 
ette se
tion, nous donnons tout d'abord les dé�nitions analytiques des primitives dis-
rètes élémentaires que sont les hyperplans dis
rets. Nous abordons ensuite le problème de ladis
rétisation de primitives eu
lidiennes, en présentant les modèles de dis
rétisation Naïf, Super-
ouverture et Standard. Nous illustrons nos propos en appliquant 
ha
un de 
es modèles à desdroites ou plans eu
lidiens.Pour 
ha
un de 
es modèles, nous nous limitons à la présentation de quelques notions aux-quelles nous ferons référen
e dans la suite de 
e mémoire. Nous ajoutons par ailleurs plusieursréféren
es bibliographiques a�n que le le
teur puisse s'y référer pour obtenir des détails supplé-mentaires.1.3.1 Des
ription analytique des hyperplans dis
retsDans l'espa
e dis
ret, tout 
omme dans l'espa
e eu
lidien, de nombreux objets géométriquesdis
rets élémentaires. Nous pouvons par exemple dé�nir une droite ou un plan dis
ret (objetin�nis), ou en
ore un segment dis
ret (objet �ni). De plus, la des
ription de 
es objets peutêtre faîte soit en utilisant une représentation dite en extension, par énumération des pavés les
onstituant, soit une représentation dite en 
ompréhension ou analytique. Cette dernière 
onsisteà dé
rire un objet dis
ret à l'aide d'un ensemble d'inéquations qui doivent être véri�ées par lespoints dis
rets le 
onstituant. Cette représentation présente l'avantage d'être indépendante du11



Chapitre 1. Rappels de géométrie dis
rètenombre de points dis
rets de l'objet dé
rit, 
ontrairement à la représentation en extension.La dé�nition analytique d'un hyperplan analytique dis
ret a été introduite par J.-P. Re-veillès en 1991 [Rev91℄ dans le 
adre des espa
es dis
rets 
lassiques. Elle permet de dé�nirl'ensemble des points dis
rets d'un hyperplan à l'aide d'une double inéquation. Nous rappelonsi
i 
ette dé�nition, ainsi que 
elle d'un hyperplan dis
ret fermé.Dé�nition 8 (Hyperplan analytique dis
ret [Rev91℄) L'hyperplan analytique dis
ret deparamètres A ∈ R, B ∈ R et C ∈ R
n, est l'ensemble des points dis
rets p = (p1, . . . , pn) ∈ Z

nvéri�ant
A ≤

∑n
i=1 Cipi < BDé�nition 9 (Hyperplan analytique dis
ret fermé [And00℄) L'hyperplan analytique dis-
ret fermé de paramètres A ∈ R, B ∈ R et C ∈ R

n, est l'ensemble des points dis
rets
p = (p1, . . . , pn) ∈ Z

n véri�ant
A ≤

∑n
i=1 Cipi ≤ BSoit H un hyperplan analytique dis
ret. L'épaisseur arithmétique ω de H est dé�nie par

ω = B − A. En fon
tion de son épaisseur arithmétique, un hyperplan analytique peut êtrequali�é de diverses manières.Dé�nition 10 ([And00℄) Soit H un hyperplan analytique dis
ret de paramètres A ∈ R, B ∈ Ret C ∈ R
n. Alors� H est un hyperplan Naïf si ω = max1≤i≤n |Ci| ;� H est un hyperplan Standard si ω =

∑n
i=1 |Ci| ;� H est dit min
e si ω < max1≤i≤n |Ci| ;� H est dit épais si ω >

∑n
i=1 |Ci|.La �gure 1.8 montre quatre exemples en dimension 2 de droites dis
rètes Naïve, Standard,min
e et épaisse.

(a) (b)
(
) (d)Fig. 1.8 � Segments de droites dis
rètes de paramètres C = (1,−3) et d'épaisseur variable : (a)Une droite min
e. (b) Une droite Naïve. (
) Une droite Standard. (d) Une droite épaisse.12



1.3. Modèles de dis
rétisation1.3.2 Le modèle NaïfDans 
ette se
tion, nous dé�nissons les hyperplans Naïf et Naïf fermé. Nous donnons ensuiteune 
ara
térisation géométrique de la dis
rétisation Naïve d'un hyperplan eu
lidien.Un hyperplan Naïf [Rev95, AAS97℄ est dé�ni de la façon suivante :Dé�nition 11 (Hyperplan Naïf [Rev95℄) L'hyperplan Naïf de paramètres (c0, . . . , cn) ∈
R

n+1 est l'ensemble des points p = (p1, . . . , pn) ∈ Z
n véri�ant

−
max1≤i≤n |ci|

2
≤ c0 +

n
∑

i=1

cipi <
max1≤i≤n |ci|

2Un exemple de droite Naïve en dimension 2 est montré sur la �gure 1.9.
Fig. 1.9 � Droite Naïve de paramètres (1, 3,−7). Le pixel 
oloré en noir est le pixel de 
entre
(0, 0).Dé�nition 12 (Hyperplan Naïf fermé [And00℄) L'hyperplan Naïf fermé de paramètres
(c0, . . . , cn) ∈ R

n+1 est l'ensemble des points p = (p1, . . . , pn) ∈ Z
n véri�ant

−
max1≤i≤n |ci|

2
≤ c0 +

n
∑

i=1

cipi ≤
max1≤i≤n |ci|

2Remarque 2 Soit Bd1
(c, r) la boule fermée de 
entre c = (c1, . . . , cn) ∈ Z

n et de rayon r ∈ Rdé�nie par
Bd1

(c, r) =

{

p = (p1, . . . , pn) ∈ R
n|

n
∑

i=1

|pi − ci| ≤ r

}La dis
rétisation d'un hyperplan eu
lidien à l'aide du modèle Naïf fermé peut être obtenue géomé-triquement de la manière suivante : 
onsidérons l'espa
e dis
ret pavé par des boules Bd1
de rayon

1
2 . Alors, la dis
rétisation Naïve fermée d'un hyperplan eu
lidien H est l'ensemble des points dis-
rets dont la boule asso
iée B′

d1
est 
oupée par H. Il en est de même dans le 
as du modèle Naïf,ex
epté lorsque l'hyperplan eu
lidien 
ontient un sommet de boule. Dans 
e 
as, seuls 
ertainspoints dis
rets asso
iés à une boule 
ontenant 
e sommet sont 
onservés. La �gure 1.10 montreun exemple de dis
rétisation à la fois Naïve et Naïve fermée. 13



Chapitre 1. Rappels de géométrie dis
rète
(a) (b)Fig. 1.10 � Exemple de dis
rétisation Naïve et Naïve fermée d'une droite eu
lidienne en dimen-sion 2. (a) Pavage de l'espa
e par des losanges réguliers (boules Bd1

de rayon 1
2). (b) Droite Naïveet Naïve fermée obtenue.1.3.3 Le modèle Super
ouvertureDans 
ette se
tion, nous nous intéressons au modèle Super
ouverture [COK95℄. Nous donnonstout d'abord la dé�nition d'un hyperplan Super
ouverture dans l'espa
e dis
ret 
lassique. Puisnous abordons le 
as des espa
es non 
lassiques, en indiquant notamment de quelle manière lemodèle Super
ouverture a été étendu dans le 
adre des grilles irrégulières isothétiques.1.3.3.1 Super
ouverture dans les espa
es dis
rets 
lassiquesUn hyperplan dis
ret Super
ouverture [ANF97a, ANF97b℄ est dé�ni de la façon suivante :Dé�nition 13 (Hyperplan Super
ouverture [And00℄) L'hyperplan Super
ouverture de pa-ramètres (c0, . . . , cn) ∈ R

n+1 est l'ensemble des points p = (p1, . . . , pn) ∈ Z
n véri�ant

−

∑n
i=1 |ci|

2
≤ c0 +

n
∑

i=1

cipi ≤

∑n
i=1 |ci|

2

Fig. 1.11 � Droite Super
ouverture de paramètres (0, 3,−7). Le pixel 
oloré en noir est le pixelde 
entre (0, 0). Nous pouvons remarquer la présen
e d'une 2-bulle (pixels gris fon
és).Remarque 3 La dis
rétisation Super
ouverture d'un hyperplan eu
lidien peut être, à l'instar dela dis
rétisation Naïve , 
ara
térisée géométriquement. En e�et, la dis
rétisation Super
ouverture14



1.3. Modèles de dis
rétisationd'un hyperplan eu
lidien dans l'espa
e dis
ret 
lassique 
onsiste simplement en l'ensemble deshypervoxels qui sont 
oupés par 
et hyperplan. Un exemple de droite Super
ouverture en dimension2 est montré sur la �gure 1.11.De par sa dé�nition, un hyperplan Super
ouverture peut éventuellement présenter des par-ti
ularités appelées k-bulles, k ∈ J1, nK, et 
e dans le 
as où l'hyperplan eu
lidien 
ontient unsommet d'hypervoxel. Nous voyons sur la �gure 1.11 un exemple de 2-bulle.1.3.3.2 Super
ouverture dans d'autres espa
es dis
retsDans le 
adre de grilles irrégulières isothétiques, D. C÷urjolly dé�nit formellementdans [C÷u05℄ la dis
rétisation Super
ouverture d'une droite eu
lidienne. De manière similaire àla dé�nition de la dis
rétisation Super
ouverture dans les espa
es dis
rets 
lassiques, la dis
rétisa-tion Super
ouverture d'une droite dans une grille irrégulière isothétique est l'ensemble des pavésde la grille 
oupés par la droite. Nous pouvons voir un exemple de dis
rétisation Super
ouvertured'une droite dans une grille irrégulière isothétique sur la �gure 1.12.

Fig. 1.12 � Dis
rétisation Super
ouverture d'une droite eu
lidienne dans une grille irrégulièreisothétique (�gure inspirée de [C÷u05℄).Remarque 4 Le modèle de dis
rétisation Super
ouverture peut de manière similaire être appli-qué à tout espa
e dis
ret régulier ou non. Dans 
e 
as, la dis
rétisation Super
ouverture d'unhyperplan eu
lidien sera dé
rite par l'ensemble des pavés de l'espa
e dis
ret 
onsidéré qui sont
oupés par l'hyperplan. Dans la suite, nous appellerons 
ette méthode de dis
rétisation la méthodede dis
rétisation Super
ouverture universelle. De plus, la dis
rétisation d'un hyperplan eu-
lidien à l'aide de 
ette méthode sera appelé un hyperplan U-Super
ouverture.1.3.4 Le modèle StandardDans 
ette se
tion, nous nous intéressons au modèle Standard [And03℄. La dis
rétisationStandard d'une primitive eu
lidienne est très pro
he de sa dis
rétisation Super
ouverture, à 
e
iprès qu'elle ne présente pas de bulles. De plus, tout 
omme ave
 le modèle Super
ouverture, ilest possible de dé
rire analytiquement la dis
rétisation Standard des objets eu
lidiens linéaires.Dans la suite, nous donnons tout d'abord les dé�nitions analytiques des points et hyperplansStandard. Nous donnons ensuite la des
ription d'une droite Standard en dimension 3. En�n,nous donnons la des
ription analytique d'un segment de droite dis
rète Standard. 15



Chapitre 1. Rappels de géométrie dis
rète1.3.4.1 Points et hyperplans StandardDé�nition 14 (Point Standard [And03℄) Soit p un point de 
oordonnées (p1, . . . , pn) ∈ R
n.La dis
rétisation Standard de p est l'unique point dis
ret de 
oordonnées (x1, . . . , xn) ∈ Z

n véri-�ant
p1 −

1

2
≤ x1 < p1 +

1

2
, p2 −

1

2
≤ x2 < p2 +

1

2
, . . . , et pn −

1

2
≤ xn < pn +

1

2Un hyperplan Standard dans l'espa
e dis
ret 
lassique de dimension n est dé�ni de la manièresuivante :Dé�nition 15 (Hyperplan Standard [And03℄) L'hyperplan Standard de paramètres
(c0, . . . , cn) ∈ R

n+1 est l'ensemble des points p = (p1, . . . , pn) ∈ Z
n véri�ant

−

∑n
i=1 |ci|

2
≤ c0 +

n
∑

i=1

cipi <

∑n
i=1 |ci|

2où c1 ≥ 0, ou c1 = 0 et c2 ≥ 0, ou . . ., ou c1 = c2 = · · · = cn−1 = 0 et cn ≥ 0.Deux exemples de droite et de plan Standard sont montrés sur la �gure 1.13.

(a) (b)Fig. 1.13 � Hyperplans Standard en dimensions 2 et 3 : (a) Droite Standard de para-mètres (0, 3,−7). Le pixel 
oloré en noir est le pixel de 
entre (0, 0). Notons que le pixel blan
n'appartient pas à la droite Standard. (b) Plan Standard de paramètres (0, 3,−1, 2).1.3.4.2 Droite Standard en dimension 3Dé�nissons à présent un droite Standard en dimension 3. De manière informelle, une droiteStandard en dimension 3 (voir Figure 1.14) est une droite dis
rète 2-
onnexe dont les troisproje
tions orthogonales sont des droites Standard en dimension 2 (voir [And03℄ pour plus dedétails).Remarque 5 La dis
rétisation Standard d'un hyperplan eu
lidien, ainsi que 
elle d'une droiteeu
lidienne en dimension 3, 
onsiste en tous les hypervoxels qui sont 
oupés par l'hyperplan,ex
epté quand l'hyperplan passe par un sommet d'hypervoxel. Dans 
e 
as, 
ertains hypervoxelsne font pas partie de la dis
rétisation Standard de l'hyperplan, et 
e puisque une inégalité dansla dé�nition 15 est stri
te.16



1.3. Modèles de dis
rétisation

Fig. 1.14 � Exemple de droite Standard en dimension 3 et ses trois proje
tions orthogonales.1.3.4.3 Des
ription analytique Standard d'un segmentA l'aide du modèle Standard, il est possible d'obtenir une des
ription analytique de diversobjets dis
rets [And00℄. Nous donnons i
i un exemple de dis
rétisation Standard d'un segment
S en dimension 2 (voir Figure 1.15). Cette des
ription nous sera en parti
ulier utile dans le
hapitre 4 de 
e mémoire.

P2 (7,3)

P1 (0,0)

S

Fig. 1.15 � Exemple de segment Standard et sa des
ription analytique (matérialisée par lepolygone en traits 
ontinus gras). Les pixels en gris 
orrespondent à la dis
rétisation Standardde S (trait pointillé).La des
ription analytique de la dis
rétisation Standard de S est déduite de 
elles de sesextrémités P1 et P2, ajoutées à 
elle de la droite 
ontenant S. Ces inéquations sont les suivantes :� Pour la droite : −5 ≤ 3x− 7y < 5� Pour P1 : −1
2 ≤ x < 1

2 et −1
2 ≤ y < 1

2� Pour P2 : 7− 1
2 ≤ x < 7 + 1

2 et 3− 1
2 ≤ y < 3 + 1

2La des
ription analytique de la dis
rétisation Standard de S est alors 
omposée des 6 inéqua-tions suivantes (suite à la suppression de 4 inéquations) :






















−5 ≤ 3x− 7y < 5
−1

2 ≤ x
−1

2 ≤ y
x < 7 + 1

2
y < 3 + 1

2 17



Chapitre 1. Rappels de géométrie dis
rète1.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons fait quelques rappels 
on
ernant le domaine de la géométriedis
rète. Nous avons en parti
ulier présenté diverses notions relatives à di�érents types d'espa
esdis
rets, réguliers et irréguliers, dans lesquels nous serons amenés à évoluer dans la suite de 
emémoire.Nous avons de plus rapidement présenté quelques modèles de dis
rétisation existants à lafois pour les espa
es dis
rets 
lassiques et pour les espa
es irréguliers. Nous y ferons notammentréféren
e dans les 
hapitres 2 et 3 de 
e mémoire. Dans le 
hapitre 4, nous nous intéresseronsex
lusivement au modèle Standard, qui est le modèle ave
 lequel nous avons travaillé dans le
adre de la 
on
eption de notre logi
iel de modélisation.

18



Chapitre 2Une préimage généralisée pour lare
onnaissan
e de primitives dis
rètes
Sommaire2.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.2 Représentation par dualité : un espa
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ation à l'espa
e dis
ret 
lassique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.2.3.1 Des
ription du dual d'un hypervoxel . . . . . . . . . . . . . . . 292.2.3.2 Exemples en dimensions 2 et 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302.2.4 Cas d'une droite en dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.3 La notion de préimage généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.3.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.3.2 Préimage généralisée d'hypervoxels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372.3.2.1 Étude de la préimage généralisée d'un ensemble de pixels 1-
onnexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372.3.2.2 Cas d'un ensemble de voxels 2-
onnexe . . . . . . . . . . . . . 382.4 Re
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.4.1 Algorithme de re
onnaissan
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.4.2 Exemples d'appli
ations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.4.2.1 Hyperplans Super
ouverture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.4.2.2 Hyperplans Standard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.4.2.3 Modèles Naïfs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.5 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous nous intéressons à la re
onnaissan
e de primitives dis
rètes. Ce pro-blème est le suivant : étant donné un ensemble de points dis
rets, existe-t-il une primitive dis
rète19



Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la re
onnaissan
e de primitives dis
rètes
ontenant 
et ensemble ?De nombreuses méthodes de re
onnaissan
e de primitives dis
rètes ont été proposées de-puis quelques dizaines d'années. En parti
ulier, le problème de la re
onnaissan
e d'hyperplansdis
rets [DRR95, Kim84, DR95℄ a été largement étudié, prin
ipalement en dimensions 2 et 3(voir [KR04b, BCK07℄ pour un panorama des algorithmes de re
onnaissan
e), ave
 plusieursappro
hes, telles que la programmation linéaire [Buz02, FST96, Buz03℄, des méthodes issues dela géométrie algorithmique [KS91, GDRZ05℄, ou des algorithmes basés sur le 
al
ul d'une pré-image [VC00, Siv04, VC99, Vit99℄. En�n, très peu d'arti
les traitent le problème en dimensionquel
onque [BD05, ST91℄. Une étude de la 
omplexité de 
ertains de 
es algorithmes est proposéedans [CB06℄.Les diverses méthodes proposées peuvent se 
lasser dans deux grandes 
atégories : les mé-thodes de dé
ision simple, qui répondent uniquement à la question suivante : �les points dis
retsdonnés appartiennent-ils à une primitive dis
rète ?�, et les méthodes fournissant en sus les para-mètres des primitives re
onnues. Elles sont de plus spé
i�ques à un modèle de dis
rétisation ou àun espa
e dis
ret parti
ulier. Dans 
e 
hapitre, nous nous intéressons aux méthodes fournissantles paramètres des primitives re
onnues.Parmi 
es méthodes, nous distinguons les méthodes basées sur le 
al
ul d'une préimage.De manière simpli�ée, 
ette préimage [DS84, M
I85℄ est un objet géométrique dé�ni dans unespa
e de paramètres dans lequel 
haque point de la préimage est asso
ié à un hyperplan del'espa
e eu
lidien, et qui fournit l'ensemble des paramètres des primitives re
onnues. Dans lasuite, nous appellerons 
ette préimage la préimage 
lassique. Quelques algorithmes de 
al
ul de
ette préimage ont été proposés en dimensions 2 et 3 [C÷u02, VC00, Vit99, VC99, Siv04℄, pourles modèles Naïf et Standard. Ils sont in
rémentaux, indépendants de la 
onnexité et de l'ordred'ajout des points dis
rets.L'in
onvénient majeur de 
ette préimage, telle qu'elle est dé�nie 
lassiquement est que 
elle-
ipeut être 
al
ulée pour des primitives situées dans une 
ertaine portion de l'espa
e, typiquementun o
tant en dimension 2 et un 48ème d'espa
e en dimension 3. La re
onnaissan
e de primitivesnon situées dans 
es portions d'espa
e se fait don
 moyennant une su

ession d'opérations géo-métriques simples, telles que des symétries. De plus, 
e
i induit un autre problème lorsque l'onsouhaite déterminer et représenter dans un même espa
e les primitives solutions de plusieursprimitives dis
rètes.Nous proposons i
i un nouvel algorithme de re
onnaissan
e de primitives dis
rètes. Cet al-gorithme permet la re
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets U-Super
ouverture et est en parti
ulierbasé sur le 
al
ul d'une préimage parti
ulière, que nous appelons préimage généralisée. Cette pré-image est, tout 
omme la préimage 
lassique, 
al
ulée dans un espa
e de paramètres, et fournit àpartir d'un ensemble de polytopes donnés l'ensemble des hyperplans 
oupant l'ensemble de poly-topes. L'algorithme de re
onnaissan
e est de plus in
rémental, indépendant de l'ordre d'ajout etde la 
onnexité des polytopes. En�n, nous verrons que 
et algorithme peut être aisément appliquéà la re
onnaissan
e de diverses primitives dis
rètes, telles que les hyperplans Standard, Naïf ouSuper
ouverture, ainsi que dans le 
adre des grilles isothétiques irrégulières.Dans 
e 
hapitre, nous présentons tout d'abord l'espa
e de paramètres dans lequel est dé�-nie notre préimage généralisée, et dé
rivons en parti
ulier la représentation d'un polytope dans
et espa
e. Nous introduisons ensuite la notion de préimage généralisée d'un ensemble de poly-topes. Nous en déduisons notre algorithme de re
onnaissan
e d'hyperplans U-Super
ouverture,et expliquons de quelle manière il peut être étendu à divers modèles de dis
rétisation.20



2.2. Représentation par dualité : un espa
e de paramètres2.2 Représentation par dualité : un espa
e de paramètresLes espa
es de paramètres sont souvent utilisés dans le domaine du traitement d'images, a�nnotamment de déte
ter des droites, ou plus généralement des formes paramétriques, dans uneimage. Ces espa
es sont dé�nis à partir de transformations asso
iant un point P de l'espa
e image(assimilé i
i à l'espa
e eu
lidien) à un objet géométrique O (droite, 
ourbe, et
 ...) dans l'espa
ede paramètres. Chaque point de 
et objet est alors asso
ié par le biais d'une deuxième transfor-mation, à une primitive de l'espa
e image. Par exemple, dans le 
adre de la déte
tion de droites,tout point de O est asso
ié à une droite eu
lidienne 
ontenant le point P . Ainsi, les alignementsde points dans une image sont déte
tés en re
her
hant des régions d'interse
tions entre plusieursobjets de l'espa
e de paramètres. Les transformations les plus 
onnues sont les transformations(ou transformées) de Hough [Hou62, DH72℄. Un aperçu de di�érentes transformées de Houghexistantes est donné par H. Maître dans [Mai85℄.Dans 
ette thèse, nous avons utilisé un espa
e de paramètres de dimension n,
Pn = (OP , Y1, . . . , Yn) ⊆ R

n, et dé�ni deux transformations nous permettant d'asso
ier un pointde l'espa
e eu
lidien à un hyperplan de l'espa
e de paramètres et vi
e et versa. Tout au longde la partie 2 de 
e mémoire, nous désignerons par En = (OE ,X1, . . . ,Xn) l'espa
e eu
lidien dedimension n. Dans la suite, les espa
es Pn et En seront appelés espa
e duaux, 
ha
un d'entre euxétant l'espa
e dual de l'autre.Dans 
ette se
tion, nous dé�nissons tout d'abord les deux transformations qui nous per-mettent d'asso
ier à tout point de En (resp. Pn) un hyperplan dans son espa
e dual. Nousdé�nissons ensuite 
e qu'est le dual d'un objet de En ou Pn, et dé
rivons en parti
ulier le duald'un polytope. Nous appliquons ensuite 
ette dé�nition aux espa
es dis
rets 
lassiques en dé
ri-vant plus pré
isément le dual d'un hypervoxel. En�n, nous nous intéressons au 
as parti
ulierdes droites en dimension 3 en dé
rivant, dans l'espa
e dual, l'objet auquel est asso
ié l'ensembledes plans 
ontenant une droite donnée. Nous verrons que 
et objet est aussi une droite.2.2.1 Représentation duale d'un pointDans 
ette se
tion, nous dé�nissons les relations entre points et hyperplans que nous avonsutilisées, en donnant de plus quelques propriétés qui leur sont liées.2.2.1.1 Dé�nitionsDans 
e travail, nous utilisons deux fon
tions asso
iant un point de En à un hyperplan de Pnet inversement. Ces deux fon
tions sont notées DE : En → ℘(Pn) et DP : Pn → ℘(En), où ℘(E)désigne l'ensemble des parties d'un ensemble E . Nous les dé�nissons de la manière suivante :Dé�nition 16 Soient pE = (x1, . . . , xn) ∈ En et pP = (y1, . . . , yn) ∈ Pn. Alors,
DE (pE) =

{

(y1, . . . , yn) ∈ Pn|yn = xn −
n−1
∑

i=1

xiyi

}et
DP(pP) =

{

(x1, . . . , xn) ∈ En|xn = yn +

n−1
∑

i=1

yixi

}
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la re
onnaissan
e de primitives dis
rètesNotations : Dans la suite, nous utiliserons la notation Dual à la pla
e des notations DE et
DP , lorsque les deux fon
tions peuvent être indi�éremment utilisées.Remarque 6 Plusieurs autres transformations asso
iant un point de En (resp. Pn) à un hy-perplan dans l'espa
e dual, 
omme par exemple, 
elle qui asso
ie un point p = (p1, . . . , pn) àl'hyperplan d'équation ∑n

i=1 ciXi = 0 (resp. ∑n
i=1 ciYi = 0) auraient pu être 
hoisies.Pas les droites verti
ales (
ontrairement à Veelaert) ! Notre 
hoix s'est tout de même portésur les transformations de la dé�nition 16 
ar l'espa
e de paramètres asso
ié a déjà fait l'objet denombreuses études, prin
ipalement en dimension 2, et 
e notamment par P. Veelaert [Vee99℄.De plus, la préimage 
lassique [DS84℄ que nous avons évoquée dans l'introdu
tion de 
ette partie,et à laquelle nous avons 
omparé nos travaux (voir Chapitre 2) est dé�nie dans un espa
e deparamètres similaire.2.2.1.2 PropriétésUne 
onséquen
e dire
te de la dé�nition 16 est la suivante :Propriété 1 Soient p un point de En ou Pn, et p′ un point de Dual(p). Alors, Dual(p′) est unhyperplan 
ontenant p.Preuve : Soit p = (p1, . . . , pn) un point de En (le 
as ou p est un point de Pn se démontre demanière similaire). Soit p′ = (p′1, . . . , p

′
n) un point de Dual(p). Puisque p′ ∈ Dual(p) = DE(p),nous avons p′n = pn −

∑n−1
i=1 pip

′
i. D'où pn = p′n +

∑n−1
i=1 pip

′
i. Nous déduisons alors de 
ettedernière équation que p appartient à Dual(p′). �Dans la suite, nous appellerons objet d'un espa
e E ⊆ R

n tout sous-ensemble de points de
et espa
e.Dé�nition 17 (Dual d'un objet) Soit O un objet de En (resp. Pn). Le dual de O, noté
Dual(O), est un objet de l'espa
e de paramètres Pn (resp. En) dé�ni par

Dual(O) =
⋃

p∈O

Dual(p)Remarque 7 Nous pouvons déduire de la propriété 1 que 
haque point du dual d'un objet O estasso
ié à un hyperplan 
ontenant au moins un point de O. Il s'agit là d'une propriété géométriquetrès importante sur laquelle nous nous appuierons souvent dans la suite de l'exposé de nos travaux.Proposition 1 Soient O1 et O2 deux objets de En ou Pn véri�ant O1 ⊆ O2. Alors,
Dual(O1) ⊆ Dual(O2)Preuve : Puisque O1 ⊆ O2, nous avons Dual(O2) =

⋃

p∈O2
Dual(p) =

[

⋃

p∈O1
Dual(p)

]

∪
[

⋃

p∈O2\O1
Dual(p)

]. D'où Dual(O1) ⊆ Dual(O2). �22



2.2. Représentation par dualité : un espa
e de paramètresProposition 2 Soient O1 et O2 deux objets de En ou Pn. Alors,
Dual(O1 ∪O2) = Dual(O1) ∪Dual(O2).Preuve : Dual(O1 ∪ O2) =

⋃

p∈O1∪O2
Dual(p) =

[

⋃

p∈O1
Dual(p)

]

∪
[

⋃

p∈O2
Dual(p)

]

=

Dual(O1) ∪Dual(O2). �Proposition 3 Soient O1 et O2 deux objets de En ou Pn. Alors,
Dual(O1 ∩O2) ⊆ Dual(O1) ∩Dual(O2).Preuve : Puisque O1 ∩ O2 ⊆ O1 et O1 ∩ O2 ⊆ O2, nous en dédui-sons que Dual(O1 ∩O2) ⊆ Dual(O1) et Dual(O1 ∩ O2) ⊆ Dual(O2). D'où,

Dual(O1 ∩O2) ⊆ Dual(O1) ∩Dual(O2).
�2.2.2 Objets duauxDans 
e travail, nous nous sommes fortement appuyés sur la des
ription du dual d'un polytope.Nous donnons dans 
ette se
tion une des
ription géométrique du dual d'un polytope en dimension

n. Cette dé�nition est en parti
ulier uniquement basée sur les 
oordonnées des sommets dupolytope. Mais avant 
ela, nous introduisons les notions d'extrusions positive et négative d'unpoint.2.2.2.1 Dé�nitions et propriétésNous dé�nissons i
i les extrusions positive et négative d'un point de Rn, et donnons quelquespropriétés relatives à 
es dé�nitions.Dé�nition 18 (Extrusions positive et négative d'un point) Soit p = (x1, . . . , xn) unpoint de R
n. L'extrusion positive de p dans R

n est dé�nie par
p+ = {p′ = (x′

1, . . . , x
′
n) ∈ R

n|∀i ∈ J1, n− 1K, xi = x′
i et xn ≤ x′

n}.De la même manière, l'extrusion négative de p dans R
n est dé�nie par

p− = {p′ = (x′
1, . . . , x

′
n) ∈ R

n|∀i ∈ J1, n− 1K, xi = x′
i et xn ≥ x′

n}.Dé�nition 19 (Extrusions positive et négative d'un objet) Soit O un objet de R
n.L'extrusion positive de O, notée O+, est dé�nie par

O+ =
⋃

p∈O

p+De même, l'extrusion négative de O, notée O−, est dé�nie par
O− =

⋃

p∈O

p− 23



Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la re
onnaissan
e de primitives dis
rètesLes propriétés suivantes se déduisent dire
tement de la dé�nition 18 :Propriété 2 Soient O1 et O2 deux objets de R
n véri�ant O1 ⊆ O2. Alors,

O+
1 ⊆ O+

2De même, O−
1 ⊆ O−

2 .Preuve : La preuve de 
ette propriété est immédiate. �Proposition 4 Soient O1 et O2 deux objets de R
n. Alors,

(O1 ∪O2)
+ = O+

1 ∪O+
2De même, (O1 ∪O2)

− = O−
1 ∪O−

2 .Preuve : (O1 ∪ O2)
+ =

⋃

p∈O1∪O2
p+ =

[

⋃

p∈O1
p+

]

∪
[

⋃

p∈O2
p+

]

= O+
1 ∪ O+

2 . La preuve de
(O1 ∪O2)

− = O−
1 ∪O−

2 s'obtient de manière similaire. �Proposition 5 Soient O1 et O2 deux objets de R
n. Alors,

(O1 ∩O2)
+ ⊆ O+

1 ∩O+
2De même, (O1 ∩O2)

− ⊆ O−
1 ∩O−

2 .Preuve : Nous savons que O1 ∩O2 ⊆ O1 et O1 ∩O2 ⊆ O2. Ainsi, puisque (O1 ∩O2)
+ ⊆ O+

1 et
(O1 ∩O2)

+ ⊆ O+
2 , nous en déduisons que (O1 ∩O2)

+ ⊆ O+
1 ∩O+

2 . La se
onde in
lusion s'obtientde la même manière. �En�n, nous avons la relation suivante :Proposition 6 Soit p un point de R
n. Alors,
Dual(p)+ = Dual(p+)De même, Dual(p)− = Dual(p−).Preuve : Nous nous plaçons i
i dans l'espa
e En. La preuve pour l'espa
e Pn est identique. Soitdon
 p = (x1, . . . , xn) ∈ En. Alors, Dual(p+) = DE (p+) =

⋃

p′∈p+

Dual(p′) =
⋃

p′=(x′
1
,...,x′

n)∈p+

{

(y1, . . . , yn) ∈ Pn|yn = x′
n −

n−1
∑

i=1

x′
iyi

}

=

{

(y1, . . . , yn) ∈ Pn|yn ≥ xn −
n−1
∑

i=1

xiyi

}

=
⋃

p′∈DE(p)

p′+ = DE(p)+ = Dual(p)+.La preuve de Dual(p)− = Dual(p−) peut être obtenue de la même manière. �La proposition 6 est illustrée sur la �gure 2.1. Nous pouvons observer que le dual d'unedemi-droite verti
ale (extrusion positive ou négative d'un point p) est un demi-espa
e (extrusionpositive ou négative de la droite duale de p).24



2.2. Représentation par dualité : un espa
e de paramètres
p

Dual(p)(a) p
Dual(p)

(b)Fig. 2.1 � Extrusions positive et négative d'un point p (demi-droites) et leur objet dual : undemi-espa
e, (a) Extrusion positive de p, (b) Extrusion négative de p.2.2.2.2 Dual d'un polytopeNous dé�nissons dans 
ette se
tion le dual d'un polytope de En. Le 
as d'un polytope de Pnpeut être traité de manière similaire.Dé�nition 20 (n-polytope) Soit Pc un polytope de dimension n ou n-polytope. Nous suppo-sons qu'il existe un ensemble �ni de k demi-espa
es H = {H1, . . . ,Hk} tel que Pc =
⋂k

i=1 H i, ettel que si Hi est l'hyperplan formant le bord du demi-espa
e H i (ou hyperplan porteur de Hi),alors ∀i ∈ J1, kK,Hi ∩ Pc 6= ∅.Notations : Soient Pc un n-polytope, et H l'ensemble de demi-espa
es 
orrespondant. Nousdé�nissons trois sous-ensembles de demi-espa
es de H, notés H0, H+ et H−, de la façon suivante(+ s
hémas en 2D et 3D) :� H0 est l'ensemble des demi-espa
es de H dé�nis par une inéquation du type
cn +

∑n−1
i=1 ciXi ≥ 0 ou du type cn +

∑n−1
i=1 ciXi ≤ 0, ave
 (c1, . . . , cn) ∈ En.� H+ est l'ensemble des demi-espa
es de H dé�nis par une inéquation du type

Xn ≥ cn +
∑n−1

i=1 ciXi, (c1, . . . , cn) ∈ En.� H− est l'ensemble des demi-espa
es de H dé�nis par une inéquation du type
Xn ≤ cn +

∑n−1
i=1 ciXi, (c1, . . . , cn) ∈ En.De plus, nous notons H0, H+ et H− les trois ensembles d'hyperplans porteurs 
orrespondantrespe
tivement aux ensembles de demi-espa
es H0, H+ et H−.Véri�er l'utilité des H0 !Proposition 7 Soit Pc un n-polytope. Alors,

Pc = P+
c ∩ P−

cave

P+

c =
⋂

H∈(H0∪H+)

Het
P−

c =
⋂

H∈(H0∪H−)

H 25



Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la re
onnaissan
e de primitives dis
rètesPreuve : Montrons que P+
c =

⋂

H∈(H0∪H+) H. L'égalité P−
c =

⋂

H∈(H0∪H−) H s'obtient demanière similaire.Soit p = (p1, . . . , pn) ∈ P+
c . Alors, il existe p′ = (p′1, . . . , p

′
n) ∈ Pc tels que pour tout i ∈

J1, n − 1K,
ci = c′i et cn = c′nAinsi, pour tout H ∈ H0 et pour tout H ∈ H+, nous avons p ∈ H. Nous en déduisons que

p ∈
⋂

H∈(H0∪H−) H.Soit à présent p = (p1, . . . , pn) ∈
⋂

H∈(H0∪H−) H. Supposons que p /∈ P+
c . Alors, pour tout

p′ = (p′1, . . . , p
′
n) ∈ Pc, il existe i ∈ J1, n − 1K tel que ci 6= c′i ou cn 6= c′n. Ainsi, il existe H ∈ H0ou H ∈ H+ tel que p /∈ H. Nous en déduisons que p /∈

⋂

H∈H0∪H−
H, 
e qui 
ontredit notrehypothèse. �La �gure 2.2 illustre la proposition 7 dans le 
as de la dimension 2.

Pc

1

2 3

5

6 4

(a)
Pc

+

1

2 3

4

(b) Pc
−

5

6
4

(
)Fig. 2.2 � Extrusions positive et négative d'un polytope de dimension 2 : (a) Un 2-polytope Pc,(b) Extrusion positive de Pc, (
) Extrusion négative de Pc.Dé
rivons à présent le dual d'un polytope Pc à partir de ses sommets.Notations : Soit S l'ensemble des sommets de Pc. Nous dé�nissons deux sous-ensembles de S,
S+ et S−, de la façon suivante :

S+ = {s ∈ S|∃H ∈ H+, s ∈ H ∩ Pc}et
S− = {s ∈ S|∃H ∈ H−, s ∈ H ∩ Pc}Nous pouvons voir sur l'exemple de la �gure 2.2 que les sommets numérotés 1, 2, 3 et 4appartiennent à l'ensemble de sommets S+ du polygone Pc. De même, les sommets numérotés4, 5 et 6 appartiennent à l'ensemble de sommets S−Le dual d'un polytope peut alors être dé�ni de la façon suivante :26



2.2. Représentation par dualité : un espa
e de paramètresThéorème 1 (Dual d'un polytope) Soit Pc un n-polytope. Alors,
Dual(Pc) =





⋃

s∈S+

Dual(s)+



 ∩





⋃

s∈S−

Dual(s)−



Preuve : Démontrons tout d'abord le lemme suivant :Lemme 1 Soit Pc un n-polytope. Alors,
Dual(Pc) = Dual(Pc)

+ ∩Dual(Pc)
−Preuve : Nous savons que Dual(Pc) ⊆ Dual(Pc)

+ et Dual(Pc) ⊆ Dual(Pc)
−. D'où

Dual(Pc) ⊆ Dual(Pc)
+ ∩Dual(Pc)

−.Montrons l'in
lusion inverse. Soit p = (p1, . . . , pn) ∈ Dual(Pc)
+ ∩Dual(Pc)

−. Alors,
∃p′ = (p′1, . . . , p

′
n) ∈ Dual(Pc)|p ∈ p′+De même,

∃p′′ = (p′′1 , . . . , p
′′
n) ∈ Dual(Pc)|p ∈ p′′−Nous en déduisons que ∀i ∈ J1, n− 1K, pi = p′i = p′′i , et p′n ≤ pn ≤ p′′n. Le point p appartient don
au segment verti
al [p′, p′′]. Or, le dual de tout point de [p′, p′′] est par dé�nition un hyperplanparallèle à Dual(p′) et Dual(p′′), d'équation Xn = c−

∑n−1
i=1 piXi, ave
 p′n ≤ c ≤ p′′n. Considéronsdeux points p1 ∈ Pc ∩ Dual(p′) et p2 ∈ Pc ∩ Dual(p′′). Alors, puisque Pc est 
onvexe, nous endéduisons que pour tout hyperplan H appartenant à Dual([p′, p′′]), nous avons H ∩ [p1, p2] 6= ∅.D'où, Dual(p) ∩ Pc 6= ∅, et don
 p ∈ Dual(Pc). �Soient à présent C+ et C− deux sous-ensembles d'objets dé�nis par

C+ = {H ∩ Pc,H ∈ H+}et
C− = {H ∩ Pc,H ∈ H−}Notons que le 
ardinal de C+ (resp. C−), noté |C+| (resp. |C−|), est égal au 
ardinal de H+(resp. H−).En dimension 2, l'ensemble C+ (resp. C−) 
orrespond aux segments appartenant au bord de

Pc et ayant pour extrémités deux sommets de S+ (resp. S−). Sur la �gure 2.2, C+ est don

onstitué des segments [1, 2], [2, 3] et [3, 4]. De même, C− est 
onstitué des segments [4, 5] et
[5, 6]. En dimension 3, 
es deux ensembles sont 
omposés de fa
ettes du bord du polyèdre Pc.La relation suivante est alors véri�ée :Lemme 2 Soit Pc un n-polytope. Alors,

P+
c =

⋃

C∈C+

C+De même, P−
c =

⋃

C∈C−
C−. 27



Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la re
onnaissan
e de primitives dis
rètesPreuve : Nous devons montrer que
P+

c =
⋃

C∈C+

C+ =
⋃

i∈J1,|C+|K,Hi∈H+

(Hi ∩ Pc)
+ =





⋃

i∈J1,|C+|K,Hi∈H+

Hi ∩ Pc





+Tout d'abord, nous avons
⋃

i∈J1,|C+|K,Hi∈H+

Hi ∩ Pc ⊆ PcD'où,




⋃

i∈J1,|C+|K,Hi∈H+

Hi ∩ Pc





+

⊆ P+
cSoit à présent p ∈ P+

c . Nous savons que P+
c =

⋂

H∈H0∪H+
H, 
e qui est équivalent à

P+
c =

⋂

H∈H0∪H+
H+. Ainsi, nous en déduisons que pour tout Hi ∈ H+, i ∈ J1, |C+|K, ilexiste pi = (pi1 , . . . , pin) ∈ Hi tel que p ∈ p+

i . Soit p′ = (pi1 , . . . , pin−1
, p′n) le point véri�ant

∀i ∈ J1, |C+|K, p
′
n ≥ pin . Alors, par dé�nition de Pc, on a p′ ∈ Pc. D'où le résultat.La se
onde égalité s'obtient de manière identique. �Lemme 3 Soient Pc un n-polytope. Alors,

Dual(P+
c ) =

⋃

s∈S+

Dual(s)+De même, Dual(P−
c ) =

⋃

s∈S−
Dual(s)−.Preuve : Démontrons que Dual(P+

c ) ⊆
⋃

s∈S+
Dual(s)+.Par dé�nition, pour tout sommet s de S+, il existe C ∈ C+ tel que s ∈ C. Ainsi,

⋃

s∈S+
s ⊆

⋃

C∈C+
C. De plus, (

⋃

s∈S+
s)+ ⊆ (

⋃

C∈C+
C)+. D'où, ⋃

s∈S+
s+ ⊆

⋃

C∈C+
C+. Or,d'après le lemme 2, ⋃

C∈C+
C+ = P+

c . Nous en déduisons que Dual(
⋃

s∈S+
s+) ⊆ Dual(P+

c ), etdon
 que ⋃

s∈S+
Dual(s+) ⊆ Dual(P+

c ).Montrons à présent l'in
lusion inverse. Soit p ∈ Dual(P+
c ) = Dual(

⋃

C∈C+
C+). Alors, ilexiste C ∈ C+ tel que Dual(p) ∩ C+ 6= ∅. Montrons alors qu'il existe un sommet s de C telque Dual(p) ∩ s+ 6= ∅. Pour 
ela, raisonnons par l'absurde, et supposons que pour tout s ∈ C,

Dual(p) ∩ s+ = ∅. Nous savons qu'il existe H ∈ H+ tel que C = H ∩ Pc = H ∩
[

⋂k
i=1 Hi

]

=
⋂k

i=1(H ∩ Hi). Ainsi, si nous 
onsidérons l'hyperplan H en tant qu'espa
e, nous en déduisonsque C est un polytope, puisque pour tout i, Hi ∩H est un demi-espa
e dans H, et que don
 Cest une interse
tion de demi-espa
es. Puisque C est l'enveloppe 
onvexe de ses sommets, nousen déduisons que si ∀s ∈ C,Dual(p) ∩ s+ = ∅, alors, ∀p′ ∈ C,Dual(p) ∩ p′ = ∅. De plus, on a
C+ =

⋃

p∈C p+ =
⋃

p∈C,l∈R+
p + l

−−−→
OXn =

⋃

l∈R+
C + l

−−−→
OXn. Ainsi, puisque C est un polytope,

C + l
−−−→
OXn est aussi un polytope et le même raisonnement peut alors être appliqué pour montrerque ∀p′ ∈ C + l

−−−→
OXn,Dual(p) ∩ p′ = ∅. Ce qui 
ontredit notre première hypothèse. Une preuvesimilaire peut être appliquée pour démontrer que Dual(P−

c ) =
⋃

s∈S+
Dual(s)−. �La preuve du théorème 1 se déduit dire
tement du lemme 3. �28



2.2. Représentation par dualité : un espa
e de paramètresLe théorème 1 nous fournit une des
ription du dual d'un polytope à partir du dual de sessommets. Plus pré
isément, le dual d'un polytope est dé�ni par l'interse
tion de deux objets,
haque objet étant une union de demi-espa
es (voir Figure 2.3). Cha
un de 
es demi-espa
es
orrespond à l'extrusion positive ou négative de l'hyperplan dual d'un des sommets du polytope.Sur la �gure 2.3
, nous pouvons voir la représentation du dual du polygone 
onvexe présent surla �gure 2.2a.
Dual(Pc

+)

4

3

1

2 (a)
Dual(Pc

−)
5

6

4

(b)
Dual(Pc)

4

3

5
2

16 (
)Fig. 2.3 � Dual d'un polygone 
onvexe Pc : (a) Dual de l'extrusion positive de Pc, (b) Dual del'extrusion négative de Pc, (
) Dual de Pc.2.2.3 Appli
ation à l'espa
e dis
ret 
lassiqueDans le 
adre des espa
es dis
rets 
lassiques, nous nous sommes intéressés à la des
riptiondu dual des pavés parti
uliers que sont les hypervoxels. Dans 
e qui suit, nous allons voir que ledual d'un hypervoxel peut aussi être dé
rit 
omme l'union de plusieurs polytopes in�nis6.2.2.3.1 Des
ription du dual d'un hypervoxelNous dé
rivons i
i le dual d'un hypervoxel à partir d'une union de polytopes. Mais avant
ela, nous introduisons quelques notations.Notations : Soit L = {−1, 1} et soit R : L → {R−, R+} la fon
tion dé�nie par R(−1) = R−et R(1) = R+. De plus, soit l = (l1, . . . , ln−1) ∈ L
n−1. Nous notons Rl le produit 
artésien

R(l1)× · · · × R(ln−1). Une partition de R
n peut don
 être dé�nie par

R
n =

⋃

l∈Ln−1

(Rl × R)Soit H un hypervoxel de 
entre (c1, . . . , cn) ∈ Z
n. Nous notons sl

− le sommet de Hde 
oordonnées (c1 + 1
2 l1, . . . , cn−1 + 1

2 ln−1, cn −
1
2 ) et par s−l

+ le sommet de 
oordonnées
(c1 −

1
2 l1, . . . , ln−1 −

1
2sn−1, cn + 1

2).Ave
 les notations pré
édentes, nous pouvons déduire du théorème 1 la des
ription du duald'un hypervoxel suivante :6Nous appelons polytope in�ni un polytope possédant au moins un sommet situé à l'in�ni. Dans le 
as 
ontraire,nous parlerons de polytope �ni . 29



Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la re
onnaissan
e de primitives dis
rètesCorollaire 1 (Dual d'un hypervoxel) Soit H un hypervoxel de dimension n. Alors,
Dual(H) =

⋃

l∈Ln−1

[

(Rl × R) ∩Dual(sl
−)+ ∩Dual(s−l

+ )−
]

Preuve : Soit H un hypervoxel de En. Nous savons que
∀l ∈ Ln−1,

[

(Rl × R) ∩Dual(sl
−)+ ∩Dual(sl

+)−
]

⊂ Dual(sl
−)+ ∩Dual(sl

+)−. Ainsi, puisque
Dual(sl

−)+ ∩Dual(sl
+)− ⊂ Dual(S−)+ ∩Dual(S+)−, nous déduisons du théorème 1 que

∀l ∈ Ln−1,
[

(Rl × R) ∩Dual(sl
−)+ ∩Dual(sl

+)−
]

⊂ Dual(H).Prouvons à présent l'in
lusion inverse. Soit p = (p1, . . . , pn) ∈ Dual(H). Alors, il existe
l = (l1, . . . , ln−1) ∈ L

n−1 tel que p ∈ Rl. De plus, nous déduisons du théorème 1 que
∀s = (s1, . . . , sn) ∈ S−, pn ≥

n−1
∑

i=1

−sipi + snet
∀s = (s1, . . . , sn) ∈ S−, pn ≤

n−1
∑

i=1

−sipi + snCependant, puisque p ∈ Rl, et don
 pi ∈ R(li), nous en déduisons que−(ci+
1
2 li)pi ≤ −(ci−

1
2 li)pi.Ainsi, p véri�e les inéquations suivantes :

pn ≤
n−1
∑

i=1

−(ci −
1

2
li)pi + cn +

1

2et
pn ≥

n−1
∑

i=1

−(ci +
1

2
li)pi + cn −

1

2Nous en déduisons don
 que p ∈ Dual(sl
−)+ ∩Dual(s−l

+ )−. �Le 
orollaire 1 dé
rit le dual d'un hypervoxel 
omme l'union de 2n−1 polytopes in�nis délimitéspar les hyperplans duaux des sommets de l'hypervoxel, et par les hyperplans verti
aux asso
iésaux axes du repère de l'espa
e (par exemple, en dimension 3, 
es hyperplans sont les plans
(O,X1,X3) et (O,X2,X3). La �gure 2.4 illustre 
ette propriété en dimensions 2 et 3.2.2.3.2 Exemples en dimensions 2 et 3Dans 
ette se
tion, nous montrons quelques exemples de duaux d'hypervoxels pour les dimen-sions 2 et 3, en pré
isant les relations existant entre les sommets des hypervoxels et les hyperplansdélimitant le bord de leur dual.Dual d'un pixelLes 
orrespondan
es exa
tes entre les sommets d'un pixel et les droites délimitant son dualsont indiquées dans le tableau 2.1. Nous voyons que pour 
haque portion de l'espa
e de paramètres(Y1 ≤ 0 et Y1 ≥ 0), deux droites délimitent la partie du dual du pixel 
orrespondante.La �gure 2.5 montre quelques exemples de duaux de pixels. La 
orrespondan
e entre lessommets des pixels et les droites délimitant leur dual est illustrée par la numérotation.30



2.2. Représentation par dualité : un espa
e de paramètres
7
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1
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3 4
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1

5

7 8

6(a) (b)Fig. 2.4 � Exemples de duaux d'hypervoxels en dimensions 2 et 3. La numérotation illustre la
orrespondan
e entre les sommets d'un pixel (resp. voxel) et les droites (resp. plans) 
onstituantle bord de son dual : (a) Dual du pixel de 
entre (0, 0), (b) Dual du voxel de 
entre (0, 0, 0).Tab. 2.1 � Relations entre le dual d'un pixel de 
entre c = (c1, c2) et ses sommets.
Y1 ≤ 0 Y1 ≥ 0

H− (c1 + 1
2 , c2 + 1

2) (c1 −
1
2 , c2 + 1

2)

H+ (c1 −
1
2 , c2 −

1
2) (c1 + 1

2 , c2 −
1
2)Dual d'un voxelLes 
orrespondan
es entre les sommets d'un voxel et les plans délimitant son dual sont in-diquées dans le tableau 2.2. Nous voyons que pour 
ha
une des quatre portions de l'espa
e deparamètres dé
rites, deux plans délimitent la partie du dual du voxel 
orrespondante.Quelques exemples de duaux de voxels sont montrés sur les �gures 2.6, 2.7 et 2.8.2.2.4 Cas d'une droite en dimension 3Dans le 
adre de notre algorithme de re
onstru
tion de volumes dis
rets (voir Chapitre 3.3),nous avons eu besoin de déterminer l'ensemble des plans 
ontenant une droite eu
lidienne d endimension 3. Nous appelons 
et ensemble les plans solutions de la droite d, et le notons PS . NousTab. 2.2 � Relations entre le dual d'un voxel de 
entre c = (c1, c2, c3) et ses sommets.

Y1 ≤ 0, Y2 ≤ 0 Y1 ≤ 0, Y2 ≥ 0

H− (c1 + 1
2 , c2 + 1

2 , c3 + 1
2) (c1 + 1

2 , c2 −
1
2 , c3 + 1

2)

H+ (c1 −
1
2 , c2 −

1
2 , c3 −

1
2) (c1 −

1
2 , c2 + 1

2 , c3 −
1
2)

Y1 ≥ 0, Y2 ≤ 0 Y1 ≥ 0, Y2 ≥ 0

H− (c1 −
1
2 , c2 + 1

2 , c3 + 1
2) (c1 −

1
2 , c2 −

1
2 , c3 + 1

2)

H+ (c1 + 1
2 , c2 −

1
2 , c3 −

1
2) (c1 + 1

2 , c2 + 1
2 , c3 −

1
2) 31
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Fig. 2.5 � Quelques exemples de duaux de pixels. Le pixel 
oloré en gris 
lair, et 
ommun àtoutes les illustrations, est le pixel de 
entre (1,−1).le dé
rivons dans l'espa
e dual de la manière suivante :Dé�nition 21 (Plans solutions) Soit d une droite de E3 ou P3. L'ensemble des plans solutions
PS de d est dé�ni par

PS(d) =
⋂

p∈d

Dual(p)Propriété 3 Les duaux de k points alignés sont k plans sé
ants en une même droite.A partir de la propriété 3, nous déduisons les paramètres de la droite 
orrespondant aux planssolutions d'une droite en dimension 3.Proposition 8 Soit d une droite de E3 dé�nie par un point p = (c1, c2, c3) et un ve
teur dire
teur
~v = (v1, v2, v3) 6= (0, 0, v3). La droite d′ représentant les plans solutions de d est dé�nie enfon
tion de ~v par le point p′ et le ve
teur dire
teur ~v′ suivants :Si v1 = 0 Si v2 = 0 Si v1 6= 0 et v2 6= 0

p′ = (0, v3

v2
, c3 −

c2v3

v2
) p′ = (v3

v1
, 0, c3 −

c1v3

v1
) p′ = (0, v3

v2
, c3 −

c2v3

v2
)

~v′ = ( c3
c1
− c2v3

c1v2
, 0, c2v3

v2
− c3) ~v′ = (0, c3

c2
− c1v3

c2v1
, c1v3

v1
− c3) ~v′ = (v3

v1
,−v3

v2
, c2v3

v2
− c1v3

v1
)Preuve : Soient p1 = (c1, c2, c3) et p2 = (c1 + v1, c2 + v2, c3 + v3) deux points appartenant à

d. Le but est de déterminer deux points de d′. Les plans duaux de p1 et p2 ont pour équationsrespe
tives
Y3 = −c1Y1 − c2Y2 + c3 (2.1)32



2.3. La notion de préimage généraliséeet
Y3 = −(c1 + v1)Y1 − (c2 + v2)Y2 + c3 + v3 (2.2)Nous avons alors la relation suivante :

−Y1v1 − Y2v2 + v3 = 0 (2.3)Pour obtenir les points re
her
hés, il su�t de déterminer deux solutions évidentes de l'équation 2.3telles que Y1 = 0, Y2 = v3

v2
et Y3 = 0, Y1 = v3

v1
. Une solution pour Y3 peut être dire
tement déduitede l'équation 2.1. Ces deux premiers points solutions ne sont valables que dans le 
as où v1 6= 0et v2 6= 0. Si v1 = 0, on en déduit d'après l'équation 2.3 que Y2 = v3

v2
. Il su�t alors de déterminerdeux points qui sont des solutions évidentes de l'équation 2.1, telles que Y1 = 0, Y3 = c3 −

c2v3

v2et Y3 = 0, Y1 = c3
c1
− c2v3

c1v2
. De la même manière, deux points solutions peuvent être trouvés dansle 
as où v2 = 0. �Proposition 9 Soit d une droite de P3 dé�nie par un point p = (c1, c2, c3) et un ve
teur dire
teur

~v = (v1, v2, v3) 6= (0, 0, v3). La droite d′ représentant les plans solutions de d est dé�nie enfon
tion de ~v par le point p′ et le ve
teur dire
teur ~v′ suivants :Si v1 = 0 Si v2 = 0 Si v1 6= 0 et v2 6= 0

p′ = (0,−v3

v2
, c3 −

c2v3

v2
) p′ = (−v3

v1
, 0, c3 −

c1v3

v1
) p′ = (0,−v3

v2
, c3 −

c2v3

v2
)

~v′ = ( c2v3

c2v2
− c3

c1
, 0, c2v3

v2
− c3) ~v′ = (0, c1v3

c2v1
− c3

c2
, c1v3

v1
− c) ~v′ = (−v3

v1
, v3

v2
, c2v3

v2
− c1v3

v1
)Preuve : La preuve est similaire à 
elle de la proposition 8. �2.3 La notion de préimage généraliséeDans 
ette se
tion, nous donnons tout d'abord la dé�nition de la préimage généralisée d'unensemble de polytopes. Nous illustrons 
ette dé�nition en dé
rivant les di�érentes formes quepeut prendre la préimage généralisée d'un ensemble de pixels, et en montrant su

in
tementquelques exemples de préimages généralisées de voxels.2.3.1 Dé�nitionDans 
ette thèse, nous avons dé�ni la notion de préimage généralisée d'un ensemble de poly-topes. Cette préimage est un objet de l'espa
e de paramètres tel que 
haque point de 
et objetest asso
ié à un hyperplan 
oupant tous les polytopes donnés.Dé�nition 22 (Préimage généralisée) Soit P = {P1, . . . , Pk} un ensemble de k n-polytopes,

k ∈ N
∗. La préimage généralisée GP de l'ensemble de polytopes P est dé�nie par

GP (P) =
k

⋂

i=1

Dual(Pi) 33
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Dual du voxel (−1,−1, 0) Dual du voxel (−1, 0, 0) Dual du voxel (−1, 1, 0)Fig. 2.6 � Exemples de duaux de voxels.
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2.3. La notion de préimage généralisée

Dual du voxel (0,−1, 0) Dual du voxel (0, 0, 0) Dual du voxel (0, 1, 0)Fig. 2.7 � Exemples de duaux de voxels.
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Dual du voxel (1,−1, 0) Dual du voxel (1, 0, 0) Dual du voxel (1, 1, 0)Fig. 2.8 � Exemples de duaux de voxels.
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2.3. La notion de préimage généralisée

(a) (b) (
) (d)Fig. 2.9 � Exemple de préimage généralisée en dimension 3 : (a) Un ensemble V de dix-septvoxels, (b) Préimage généralisée 
orrespondante GP (V). Son bary
entre B est matérialisé parun point noir, (
) et (d) Résultat de l'interse
tion entre V et le plan dual de B. Nous pouvonsremarquer que le plan 
orrespondant à Dual(B) 
oupe bien l'ensemble des voxels de V.Le dual d'un polytope étant lui-même un polytope, nous déduisons de la dé�nition 22 quela préimage généralisée d'un ensemble de polytopes est soit vide, soit elle aussi un polytope,puisqu'elle est dé
rite 
omme l'interse
tion d'un ensemble de polytopes. Nous pouvons voir unexemple de préimage généralisée en dimension 3 sur la �gure 2.9b. Les voxels 
onsidérés sontreprésentés sur la �gure 2.9a.De plus, la dé�nition de 
ette préimage présente plusieurs avantages tels que le fait d'êtretotalement indépendant de la position des polytopes 
onsidérées, ainsi que de leurs relations de
onnexité ou en
ore de l'ordre dans lequel ils sont 
onsidérés.2.3.2 Préimage généralisée d'hypervoxelsNous illustrons i
i la dé�nition de la préimage généralisée donnée dans la se
tion pré
édenteen nous intéressant plus parti
ulièrement aux préimages généralisées d'un ensemble de pixels
1-
onnexe et d'un ensemble de voxels 2-
onnexes.2.3.2.1 Étude de la préimage généralisée d'un ensemble de pixels 1-
onnexeA�n de dé
rire plus pré
isément la préimage généralisée d'un ensemble de pixels, nous nousplaçons dans le 
adre du 
orollaire 1 du 
hapitre pré
édent qui dé
rit le dual d'un pixel 
ommel'union de deux polygones in�nis.Lorsqu'elle n'est pas vide, la préimage généralisée d'un ensemble de pixels peut avoir quatreformes di�érentes (polygones �nis ou in�nis), 
haque forme dépendant dire
tement de la positiondes pixels les uns par rapport aux autres. Les quatre formes possibles sont les suivantes :� Deux polygones in�nis (voir Figure 2.10) : 
ette forme de la préimage généralisée 
orrespondà plusieurs 
as de �gures, tels que deux pixels 1-voisins alignés horizontalement, ou en
ore

k pixels alignés verti
alement, k ∈ N
∗.� Un polygone in�ni (voir Figure 2.11) : la préimage généralisée d'un ensemble de pixels

1-
onnexe sera 
omposée d'un unique polygone in�ni dans le 
as de deux rangées de pixelsalignés verti
alement de part et d'autre d'une même droite verti
ale (hormis dans le 
asde deux pixels alignés horizontalement dé
rit pré
édemment). 37
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Fig. 2.10 � Préimage généralisée de pixels : deux polygones in�nis.

Fig. 2.11 � Préimage généralisée de pixels : un polygone in�ni.� Deux polygones �nis (voir Figure 2.12) : 
e 
as de �gure 
orrespond à un ensemble de kpixels alignés horizontalement, k ≥ 3.� Un polygone �ni (voir Figure 2.14) : 
e dernier 
as de �gure 
orrespond à toute 
on�gurationde pixels autre que les trois pré
édemment dé
rites. En parti
ulier, dans 
e 
as pré
is,la préimage généralisée d'un ensemble de pixels est exa
tement identique à la préimage
lassique.2.3.2.2 Cas d'un ensemble de voxels 2-
onnexeTout 
omme la préimage généralisée de pixels, la préimage généralisée d'un ensemble devoxels peut avoir di�érentes formes en fon
tion des di�érentes positions des voxels. Cependant,le nombre de 
as possibles étant très important, nous ne les dé
rirons pas i
i. Nous présentonssimplement quelques exemples de préimages généralisées de voxels sur les �gures 2.9 et 2.13.38



2.4. Re
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets

Fig. 2.12 � Préimage généralisée de pixels : deux polygones �nis.2.4 Re
onnaissan
e d'hyperplans dis
retsDans 
ette se
tion, nous présentons notre algorithme de re
onnaissan
e d'hyperplans U-Super
ouverture. Puis, nous donnons quelques exemples d'appli
ations, et notamment dans le
adre des espa
es dis
rets 
lassiques.2.4.1 Algorithme de re
onnaissan
eSoient D
n un espa
e dis
ret de dimension n et P un ensemble de pavés de 
et espa
e. Lare
onnaissan
e d'un hyperplans dis
ret U-Super
ouverture est s'e�e
tue simplement en 
al
ulantla préimage généralisée de P. Si 
ette préimage est vide, l'ensemble de pavés n'appartient pasà un hyperplan dis
ret. Dans le 
as 
ontraire, l'ensemble de pavés appartient à un hyperplandis
ret, et la préimage généralisée fournit l'ensemble des hyperplans eu
lidiens solutions.L'algorithme de re
onnaissan
e est le suivant :2.4.2 Exemples d'appli
ationsL'algorithme 1 peut être dire
tement appliqué aux di�érents modèles de dis
rétisation 
las-siques, tels que les modèles Super
ouverture, Standard ou Naïfs. Nous dé
rivons rapidement dans
ette partie de quelle manière adapter notre algorithme à 
es di�érents modèles.2.4.2.1 Hyperplans Super
ouvertureDans le 
adre des espa
es dis
rets 
lassiques, la re
onnaissan
e d'hyperplans Super
ouver-ture se fait simplement en utilisant l'algorithme 1 dans lequel les pavés sont rempla
és par des39
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 2.13 � Exemples de préimages généralisées en dimension 3 : (a) Préimage généralisée detrois voxels alignés sur l'axe X3, (b) Préimage généralisée de trois voxels alignés sur l'axe X2,(
) Préimage généralisée de quatre voxels formant un 
arré sur le plan (O,X1,X2), (d) Préimagegénéralisée de quatre voxels formant un 
arré sur le plan (O,X2,X3).
40



2.5. Con
lusionAlgorithme 1 : Re
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets U-Super
ouvertureDonnées : Un ensemble P de k pavés P1, . . ., Pk.début
GP ←− Dual(P1) ;
i←− 2 ;tant que GP 6= ∅ et i ≤ k faire

GP ←− GP ∩Dual(Pi) ;
i←− i + 1 ;si GP 6= ∅ alors
P appartient à un hyperplan dis
ret.sinon
P n'appartient pas à un hyperplan dis
ret.�nhypervoxels. Un exemple de 
al
ul de la préimage généralisée d'un ensemble de pixels est montrésur la �gure 2.14.De même, dans le 
adre des grilles irrégulières isothétiques, le re
onnaissan
e de droitesdis
rètes se fait en appliquant l'algorithme 1 aux pavés 
orrespondant à 
es espa
es parti
uliers.2.4.2.2 Hyperplans StandardDans le 
as du modèle Standard, le fait que la préimage généralisée de l'ensemble d'hyper-voxels 
onsidérés soit non vide, et non réduite à son bord, su�t à déterminer l'appartenan
e deshyper
ubes à un hyperplan Standard. En outre, 
ertains points du bord de la préimage générali-sée ne sont pas asso
iés à un hyperplan solution. Une méthode simple permettant de 
hoisir unhyperplan solution 
onsiste don
 à 
hoisir un point de la préimage généralisée ne se trouvant passur son bord.2.4.2.3 Modèles NaïfsEn�n, 
onsidérons le 
as des modèles Naïf et Naïf fermé. Pour 
es deux modèles, la distan
eutilisée est la distan
e d1 (voir Se
tion 1.3.2). Le problème de la re
onnaissan
e d'hyperplansNaïfs ou Naïfs fermés se ramène alors à déterminer s'il existe des hyperplans eu
lidiens qui
oupent les boules dé�nies pour la distan
e d1 et ayant pour 
entre un point dis
ret. Ce
i peutêtre aisément e�e
tué en 
al
ulant la préimage généralisée de 
es boules.2.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons 
ommen
é par dé�nir l'espa
e de paramètres dans lequel nousavons été amenés à travailler durant 
ette thèse. Chaque point de 
et espa
e est asso
ié à unhyperplan de l'espa
e eu
lidien et ré
iproquement. A partir 
e 
ette dé�nition, nous avons dé�ni
e que nous appelons le dual d'un objet O, tel que 
haque point de 
e dual est asso
ié à unhyperplan passant par au moins un point de O. Nous avons alors donné une des
ription géomé-trique du dual d'un polytope à partir des duaux de ses sommets, 
e dual étant dé
rit 
ommel'interse
tion de deux unions �nies de demi-espa
es. Nous en avons ensuite déduit une des
rip-tion du dual d'un polytope parti
ulier, l'hypervoxel, 
omme étant l'union de plusieurs polytopes41
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3 4

21

3

4

2

1

Fig. 2.14 � Exemple de 
al
ul d'une préimage généralisée de pixels.in�nis. En�n, nous avons abordé le 
as des droites en dimension 3 en dé
rivant l'ensemble desplans 
ontenant 
ette droite sous la forme d'une droite dans l'espa
e dual.Dans un deuxième temps, nous avons dé�ni la préimage généralisée d'un ensemble de po-lytopes. Cette préimage est dé�nie dans l'espa
e de paramètre pré
édemment évoqué à partirdes duaux des polytopes, et 
orrespond à l'ensemble des hyperplans eu
lidiens 
oupant tousles polytopes. Nous avons de plus donné une autre des
ription de la préimage d'un ensembled'hypervoxels.Nous avons alors déduit de 
ette dé�nition un algorithme de re
onnaissan
e d'hyperplans U-Super
ouverture. Nous avons de plus expliqué de quelle manière 
et algorithme peut être utilisépour la re
onnaissan
e d'hyperplans Super
ouverture, Standard et Naïfs.Dans tous les 
as, notre algorithme est in
rémental puisque la préimage généralisée des poly-topes asso
iés aux points dis
rets 
onsidérés est 
al
ulée au fur et à mesure de l'ajout des pointsdis
rets. De plus, les points dis
rets peuvent être ajoutés dans n'importe quel ordre.La des
ription de la préimage généralisée d'un ensemble d'hypervoxels, ainsi que 
elle de lapréimage généralisée de polygones ont été présentées dans deux 
onféren
es internationales ave
a
tes [DA06a, DA06
, DCA06℄.
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Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets3.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous nous intéressons au problème de la re
onstru
tion de données dis
rètes.Il s'agit là du problème inverse de la dis
rétisation, à savoir, 
omment obtenir une représentation�
ontinue� d'un ensemble dis
ret ? A titre d'exemple, nous pouvons voir sur la �gure 3.1b un objeten dimension 3 obtenu à l'aide d'un algorithme de re
onstru
tion appliqué sur l'objet original dela �gure 3.1a7.

(a) (b)Fig. 3.1 � Exemple d'objet re
onstruit à partir d'images : (a) Stanford Bunny, (b) Re
onstru
tionobtenue à partir de plusieurs 
li
hés de l'objet original.Le problème de la re
onstru
tion de données dis
rètes est un problème 
lassique en infor-matique graphique, auquel plusieurs solutions ont été proposées. La méthode la plus 
onnueest 
elle des Mar
hing Cubes [LC87℄. Cette méthode, proposée initialement en dimension 3,et adaptée ensuite à la dimension 2, est basée sur l'étude de 
on�gurations lo
ales de voxels.Le nombre de fa
ettes générées par 
ette méthode est en parti
ulier très élevé, et 
e à 
ausedu 
ara
tère lo
al de la re
onstru
tion. Ainsi, 
ette méthode fournit un résultat visuel detrès bonne qualité et très pro
he de l'objet dis
ret d'origine. En 
ontrepartie, l'in
onvénientmajeur de 
ette méthode est que la taille mémoire né
essaire au sto
kage de tels objets estparti
ulièrement importante. De nombreuses méthodes de simpli�
ation d'objets de typeMar
hing Cubes ont don
 été proposées [LLVT03, Che95, HHVW96, Nie03, Nie04℄ dans le butde diminuer le nombre de fa
ettes de l'objet �nal. De même, d'autres méthodes, là en
ore baséessur l'étude de 
on�gurations lo
ales de voxels, ont été proposées [MSS94, HWC+05, LM00, KL02℄.Notre appro
he se situe plut�t dans la 
ontinuité des appro
hes suivies par la 
ommunautéfrançaise en géométrie dis
rète 
es dernières années, 
'est-à-dire une appro
he basée non pas surl'étude des 
on�gurations lo
ales de voxels, mais sur la re
onnaissan
e de mor
eaux de droites etplans dis
rets 
onstituant les objets. L'idée est d'obtenir dire
tement un objet 
onstitué de grandssegments de droites ou fa
ettes sans avoir besoin de re
ourir à une phase de simpli�
ation.Cetteappro
he aussi pour but d'essayer d'obtenir au �nal des objets ave
 un nombre inférieur de7Image extraite de la page web http ://graphi
s.stanford.edu/data/3Ds
anrep/.44



3.1. Introdu
tionfa
ettes par rapport aux méthodes basées sur l'étude de 
on�gurations lo
ales de voxels.Dans 
ette appro
he, les méthodes proposées, que nous appelons méthodes de re
onstru
tiondis
rète analytique, sont en général 
omposées de deux étapes :� Une étape de re
onnaissan
e visant à dé
omposer l'objet dis
ret en plusieurs mor
eauxdis
rets (segments de droites en dimension 2 ou mor
eaux de plans en dimension 3),� Une étape de polygonalisation 
onsistant à obtenir des polygones eu
lidiens (segments dedroites ou fa
ettes en dimensions 2 et 3) à partir des mor
eaux dis
rets re
onnus.Cette méthode est illustrée sur la �gure 3.2, pour la dimension 2.
(a) (b) (
)Fig. 3.2 � Re
onstru
tion d'une 1-
ourbe dis
rète : (a) Résultat de l'étape de re
onnaissan
ede segments dis
rets. Les pixels gris fon
és appartiennent à deux segments dis
rets di�érents,(b) Une re
onstru
tion possible (
haque segment dis
ret re
onnu est rempla
é par un segmenteu
lidien), (
) Exemple de re
onstru
tion inversible pour le modèle Standard.Dans nos travaux, nous nous sommes prin
ipalement intéressés à l'étude de méthodes dere
onstru
tion dis
rète analytique. Nous souhaitions en parti
ulier que la re
onstru
tion obtenuevéri�e plusieurs 
ritères :� Le premier 
ritère est la réversibilité de la re
onstru
tion (voir Figure 3.2
). En e�et,nous souhaitons que la dis
rétisation de l'objet obtenu suivant un modèle de dis
rétisa-tion donné, dans notre 
as le modèle Standard, soit identique à l'objet dis
ret de départ.La propriété de réversibilité assure alors que notre re
onstru
tion est pro
he des donnéesdis
rètes originelles. C'est une propriété qui est souvent perdue lors des étapes de simpli-�
ations qui suivent les méthodes de re
onstru
tion basées sur l'étude de 
on�gurationslo
ales de voxels, telles que la méthode des Mar
hing Cubes.� Le deuxième 
ritère est que l'objet re
onstruit doit être topologiquement 
ohérent ave
l'objet de départ. Nous désirons en parti
ulier que la re
onstru
tion respe
te le genre, lenombre de 
omposantes 
onnexes, et
 ..., des objets eu
lidiens.En dimension 2, plusieurs méthodes répondant à nos 
ritères fournissent des résultats très
onvenables [BSDA03, SBDA05, LI03, CZ06℄. Par ailleurs, en dimension 3, seule la méthode dere
onstru
tion proposée par D. C÷urjolly et al. [CGS04, CDJS06℄, qui est une méthode�hybride� 
onsistant à simpli�er un objet de type Mar
hing Cubes à l'aide d'outils de re
onnais-san
e dis
rète, répond à nos 
ritères. 45



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
retsDans 
ette thèse, nous proposons deux nouvelles méthodes de re
onstru
tion analytique dis-
rète en dimensions 2 et 3 fournissant une re
onstru
tion inversible pour le modèle Standard ettopologiquement 
orre
te.Nous présentons d'une part une nouvelle méthode de re
onstru
tion de 1-
ourbes dis
rètesouvertes ou fermées, simples ou non simples, qui améliore notamment les résultats obtenus parles deux méthodes proposées dans [Bre03, BSDA03, SBDA05℄. En parti
ulier, le nombre moyende segments générés est inférieur à 
eux générés par les deux méthodes sus-évoquées.D'autre part, nous proposons une nouvelle méthode qui re
onstruit la surfa
e d'un volumedis
ret 2-
onnexe en une surfa
e polygonale. Cette méthode est la première méthode de re
ons-tru
tion analytique véri�ant les deux 
ritères demandés proposée à 
e jour.3.2 Re
onstru
tion inversible en dimension 2Dans 
ette se
tion, nous nous intéressons au problème de la re
onstru
tion inversible de
ourbes dis
rètes 
lassiques en dimension 2. Notre but est d'obtenir, à partir d'une 1-
ourbedis
rète, une représentation polygonale de 
ette 
ourbe. De plus, nous souhaitons que la re
ons-tru
tion soit inversible pour le modèle Standard, 
'est à dire que la dis
rétisation suivant lemodèle Standard de la 
ourbe polygonale obtenue soit identique à la 
ourbe dis
rète d'origine.D'une manière simpli�ée, 
ette propriété est équivalente au fait que la 
ourbe polygonale re
ons-truite 
oupe tous les pixels de la 
ourbe dis
rète. En�n, nous souhaitons pouvoir re
onstruire des
ourbes dis
rètes simples ouvertes ou fermées (voir Figure 3.3a), ou en
ore des 
ourbes dis
rètesnon simples, 
'est à dire des 
ourbes ayant un ou plusieurs pixels 
ommuns ave
 d'autres 
ourbes(voir Figure 3.3b).
(a) (b)Fig. 3.3 � Exemples de re
onstru
tions inversibles possibles de 1-
ourbes dis
rètes simples etnon simples : (a) Courbe simple fermée, (b) Courbe non simple.Parmi les diverses méthodes de re
onstru
tion en dimension 2 existantes, nous nous sommesparti
ulièrement intéressés aux deux méthodes de re
onstru
tion proposées par R. Bretondans sa thèse [Bre03℄. Ces deux méthodes permettent la re
onstru
tion inversible pour le modèleStandard de 1-
ourbes dis
rètes simples. Cependant, la première méthode, appelée méthode ave
joints [BSDA03℄, présente l'in
onvénient de né
essiter deux traitements su

essifs de la 
ourbedis
rète, 
e qui présente un temps d'exé
ution important. Le problème majeur de 
ette méthodeest toutefois qu'elle peut di�
ilement être utilisée pour re
onstruire des 
ourbes non simples etqu'elle ne s'étend di�
ilement aux dimensions supérieures.Une deuxième méthode, appelée méthode sans joint [SBDA05℄, a par 
onséquent été pro-posée. Cette dernière possède de nombreux avantages par rapport à la pré
édente 
ar elle ne46



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 2né
essite qu'un seul par
ours de la 
ourbe dis
rète, permet de gérer des 
ourbes non simples etpeut s'étendre aux dimensions supérieures. Néanmoins, 
ette deuxième méthode présente l'in-
onvénient de générer un nombre de segments nettement supérieur à 
elui généré par la premièreméthode ave
 joints.Pour pallier 
e dernier in
onvénient, nous avons travaillé sur une nouvelle méthode de re-
onstru
tion de 
ourbes dis
rètes 1-
onnexes, inspirée de la méthode sans joint, mais qui permetde limiter le nombre de segments générés. Nous avons de plus 
her
hé une manière de l'utiliserpour la re
onstru
tion de 
ourbes non simples.Dans la suite, nous présentons tout d'abord rapidement les prin
ipes des deux méthodes pro-posées par R. Breton. Puis, nous dé
rivons notre méthode de re
onstru
tion, baptisée méthodeétendue. Nous donnons ensuite quelques résultats obtenus ave
 les trois méthodes et les 
om-parons entre eux. En�n, nous présentons rapidement une méthode de re
onstru
tion de 
ourbesdis
rètes non simples.3.2.1 Méthodes de re
onstru
tion proposées par R. Breton [Bre03℄Dans sa thèse, R. Breton propose deux méthodes de re
onstru
tion analytique inversible de
ourbes dis
rètes 
lassiques. Ces deux méthodes, appelées méthode ave
 joints et méthode sansjoint, re
onstruisent des 1-
ourbes simples, ouvertes ou fermées, et fournissent une re
onstru
tioninversible pour le modèle Standard.Elles sont basées sur les deux pro
essus suivants :� La re
onnaissan
e de segments dis
rets 
onstituant la 
ourbe. Pour les deux méthodes,l'algorithme de re
onnaissan
e utilisé est l'algorithme de re
onnaissan
e basé sur le 
al
ulde la préimage 
lassique de points dis
rets proposé par J. Vittone [Vit99℄. Initialement,
et algorithme permet la re
onnaissan
e de droites Naïves mais est néanmoins appli
ableà la re
onnaissan
e de droites Standard grâ
e à l'utilisation d'une transve
tion des pointsdis
rets [Via96℄. L'algorithme de 
al
ul de la préimage a par ailleurs été étendu au 
as desdroites Standard par I. Sivignon [Siv04℄.� Le rempla
ement des segments dis
rets re
onnus par un ensemble de segments eu
lidiens,de manière à 
e que la dis
rétisation Standard de la 
ourbe polygonale re
onstruite soitidentique à la 
ourbe dis
rète originale.Nous présentons rapidement 
es deux méthodes dans les se
tions suivantes.3.2.1.1 Méthode ave
 joints [BSDA03℄Le but de 
ette première méthode est de tenter de re
onstruire une 
ourbe polygonale
onstituée d'un très faible nombre de segments. Cette méthode est appliquée en deux étapesdont le prin
ipe est détaillé 
i-après.La première étape 
onsiste tout d'abord à e�e
tuer une re
onnaissan
e � au plus loin� desegments dis
rets 
omposant la 
ourbe, 
'est à dire essayer de re
onnaître des segments de taillemaximale en partant d'un point dis
ret donné. Chaque segment re
onnu doit de plus avoir unpixel 
ommun ave
 les segments le pré
édant et le suivant dans la 
ourbe dis
rète. Pour 
e faire,un premier point dis
ret, ainsi qu'un sens de par
ours de la 
ourbe sont arbitrairement 
hoisis.47



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
retsPuis, un premier segment est re
onnu en ajoutant un à un les points dis
rets 
onsé
utifs au pointde départ, et en 
al
ulant la préimage 
orrespondante. Lorsque 
ette dernière est vide, le dernierpoint dis
ret ajouté lors de la re
onnaissan
e ne fait pas partie du segment dis
ret re
onnu etune nouvelle re
onnaissan
e est alors e�e
tuée à partir du dernier pixel du segment re
onnu. Lepro
essus est réitéré jusqu'à atteindre la �n de la 
ourbe (
as d'une 
ourbe ouverte) ou le pointde départ (
as d'une 
ourbe fermée).Ensuite, pour 
haque segment dis
ret re
onnu, une droite eu
lidienne solution (i.e. dontla dis
rétisation Standard 
ontient le segment dis
ret) est déterminée à partir de la préimage
al
ulée pour le segment. Cependant, le 
hoix des droites solutions e�e
tué ave
 
ette méthodene garantit pas la réversibilité de la re
onstru
tion obtenue. En e�et, deux droites eu
lidiennessolutions 
hoisies pour deux segments dis
rets 
onsé
utifs ne se 
oupent pas né
essairement àl'intérieur du pixel 
ommun aux deux segments (voir Figure 3.4
).Une deuxième étape, 
onsistant à ajouter des segments eu
lidiens (appelés joints) à la 
ourbea�n d'obtenir une re
onstru
tion inversible, est alors e�e
tuée (voir Figure 3.4d).Cependant, 
omme 
ette méthode e�e
tue les étapes de re
onnaissan
e et de re
onstru
tionen deux par
ours séparés, elle ne permet que di�
ilement le traitement de 
ourbes non simples,
e qui est un problème majeur. De plus, le nombre de segments re
onstruits se voit augmentépar l'ajout de joints.
(a) (b) (
) (d)Fig. 3.4 � Exemple de re
onstru
tion ave
 joints : (a) Ensemble des droites solutions (en grisfon
é sur la �gure) pour le segment dis
ret re
onnu, (b) Choix d'une droite solution, (
) Résultatdu pro
essus de re
onnaissan
e, (d) Courbe polygonale obtenue après l'ajout de joints.3.2.1.2 Méthode sans joints [SBDA05℄Une deuxième méthode, appelée méthode sans joints, a don
 été proposée a�n de pallier
et in
onvénient. Le but de 
ette méthode était d'e�e
tuer une re
onstru
tion inversibled'une 
ourbe dis
rète 1-
onnexe en ne par
ourant qu'une seul fois la 
ourbe, tout en essayantd'obtenir des segments de grande taille. La re
onstru
tion de la 
ourbe se fait don
 enmême temps que la re
onnaissan
e des segments dis
rets, et la dis
rétisation Standard de
haque segment eu
lidien re
onstruit doit être identique au segment dis
ret. Autrement dit,
haque segment re
onstruit doit 
ouper tous les pixels du segment dis
ret re
onnu 
orrespondant.Le prin
ipe de 
ette méthode est de � guider� la re
onnaissan
e de 
haque segment dis
retde manière à 
e que le 
hoix de la droite eu
lidienne solution garantisse la réversibilité de la
ourbe re
onstruite. Plus pré
isément, le but est de s'assurer qu'à 
haque re
onnaissan
e de48



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 2segment dis
ret, il existe une droite solution qui 
oupe la droite solution 
hoisie pour le segmentpré
édemment re
onnu à l'intérieur de leur pixel 
ommun.Pour 
ela, tout 
omme pour la méthode ave
 joints, un point dis
ret de départ est 
hoisidans la 
ourbe, ainsi qu'un sens de par
ours. Un point eu
lidien est alors 
hoisi à l'intérieurdu pixel 
orrespondant. La re
onnaissan
e du premier segment se fait en ajoutant un à unles pixels 
onsé
utifs au pixel de départ et en 
al
ulant la préimage des points dis
rets. Mais
ontrairement à la méthode ave
 joints, la re
onnaissan
e ne s'arrête pas lorsque la préimage estvide, mais lorsqu'il n'existe plus de droite solution qui passe par le point �xé (voir Figure 3.5a).Cette véri�
ation est e�e
tuée dans l'espa
e des paramètres en 
al
ulant l'interse
tion entre ladroite duale du point �xé et la préimage. Si l'interse
tion est vide, il n'existe plus de droitesolution véri�ant la 
ondition souhaitée, et la re
onnaissan
e s'arrête puisque le dernier pointdis
ret ajouté n'appartient pas au segment re
onnu.Une droite solution passant par le point �xé est alors 
hoisie (voir Figure 3.5b). Dans l'espa
edes paramètres, 
e
i se traduit par le 
hoix d'un point appartenant à l'interse
tion entre la droiteduale du point �xé et la préimage 
al
ulée pour le segment re
onnu. En�n, un segment eu
lidiendont une extrémité est le point �xé est 
al
ulé pour le segment re
onnu. La deuxième extrémitéest 
al
ulée en faisant l'interse
tion entre la droite solution et le dernier pixel re
onnu, et en 
hoi-sissant un point sur 
ette interse
tion, 
omme par exemple le milieu du segment 
orrespondantà l'interse
tion. La re
onnaissan
e et la re
onstru
tion des segments suivants s'e�e
tuent de lamême manière que pour le premier segment.Un traitement parti
ulier est 
ependant né
essaire pour re
onstruire le dernier segment de la
ourbe dans le 
as d'une 
ourbe fermée. En e�et, le dernier segment re
onstruit doit pouvoir êtrera

ordé au point �xé dans le premier pixel de la 
ourbe. Il est don
 né
essaire, lors de l'ajout dudernier point dis
ret, de s'assurer que l'unique droite passant à la fois par les premier et dernierpoints �xés de la 
ourbe est une droite solution pour le segment re
onnu. Cette 
ontraintesupplémentaire se traduit dans l'espa
e des paramètres par le fait que l'interse
tion entre lesdeux droites duales des points �xés doit se trouver à l'intérieur de la préimage 
al
ulée. Dans le
as 
ontraire, le dernier point ajouté n'appartient pas au segment re
onnu.Cette deuxième méthode présente l'avantage de ne s'e�e
tuer qu'en un seul par
ours de la
ourbe dis
rète. L'avantage prin
ipal réside toutefois dans le fait qu'en introduisant le 
on
ept de"
ontrainte de sommet" (
ontraignant une droite eu
lidienne re
onstruite à passer par un sommet�xé) 
ette méthode permet de gérer le problème des sommets de degrés supérieurs à 2 et don
 dere
onstruire des 
ourbes non simples. Un autre avantage non négligeable est que 
ette méthodepeut être étendue aux dimensions supérieures alors que l'extension des "joints" en dimension 3est très di�
ile. Cependant, les résultats obtenus sont peu satisfaisants. En e�et, tout d'abord,le nombre de segments re
onstruits est en général nettement supérieur au nombre de segmentsobtenus ave
 la méthode ave
 joints. De plus, les 
ourbes re
onstruites sont visuellement peusatisfaisantes.3.2.1.3 BilanLes deux méthodes proposées sont aisées à mettre en oeuvre et fournissent des résultats rela-tivement 
onvenables. Cependant, fa
e au problème posé par le nombre important de segmentsgénérés par la méthode sans joint, nous avons essayé d'améliorer 
e dernier algorithme. Pour
ela, nous nous sommes intéressés au 
hoix du point de départ. En e�et, il nous a semblé quele fait de �xer un point à 
haque re
onstru
tion de segment eu
lidien était en grande partieresponsable du nombre élevé de segments re
onstruits, et 
e 
ar le nombre de droites solutionspassant par un seul point est très faible. Ainsi, nous avons tenté de trouver une méthode moins49



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets
(a) (b) (
)Fig. 3.5 � Exemple de re
onstru
tion sans joints : (a) Ensemble des droites solutions 
ontenantle point �xé (en gris fon
é sur la �gure), (b) Choix d'une droite solution et d'un nouveau point�xé, (
) Résultat.
ontraignante que la méthode sans joints, permettant ainsi de diminuer le nombre de segmentsre
onstruits tout en ne né
essitant qu'un seul traitement de la 
ourbe. Deux appro
hes ont alorsété envisagées, que nous présentons dans la se
tion suivante.3.2.2 Méthode étendueDans 
ette se
tion, nous présentons un nouvel algorithme de re
onstru
tion inversible de 1-
ourbes dis
rètes basé sur l'algorithme de re
onnaissan
e de droites Standard présenté dans le
hapitre pré
édent.Dans 
e qui suit, nous donnons tout d'abord rapidement le prin
ipe de notre algorithme, puisnous détaillons les étapes de re
onnaissan
e et de polygonalisation qui le 
omposent. En�n, nous
omparons les résultats obtenus ave
 notre méthode ave
 
eux obtenus en utilisant les méthodesave
 joint [BSDA03℄ et sans joint [SBDA05℄ présentées dans la se
tion pré
édente.3.2.2.1 Prin
ipeLe prin
ipe de 
ette méthode est tout 
omme la méthode sans joints de 
ontraindre la re
on-naissan
e. Cependant, lors de la re
onnaissan
e des segments dis
rets, non pas une solution maisun ensemble de solutions possibles pour le segment re
onnu est 
al
ulé. Le 
hoix d'une solutionest alors e�e
tué lors d'une deuxième étape.Nous avons suivi le raisonnement suivant : au lieu de 
onsidérer uniquement un point �xé àl'intérieur du pixel de départ de la re
onnaissan
e, 
onsidérons à présent l'ensemble des pointsdu pixel. Ainsi, dans le 
as du premier segment dis
ret à re
onnaître, la re
onnaissan
e 
ontinuetant qu'il existe une droite solution 
oupant le pixel de départ. Il s'agit don
 là de la méthodeave
 joints appliquée au premier segment à re
onnaître. Dans les autres 
as de re
onnaissan
e desegment, l'ensemble de points 
onsidérés dans le pixel se restreint alors aux points atteints parles droites solutions 
al
ulées pour le segment pré
édemment re
onnu.La méthode que nous utilisons est don
 
omposée de deux phases : une phase de re
onnais-san
e 
ontrainte et une phase de polygonalisation.La phase de re
onnaissan
e (voir Figures 3.6a et 3.6b) 
onsiste a dé
omposer la 
ourbe dis
rèteen segments de droite dis
rète, tout en 
al
ulant pour 
haque segment re
onnu l'ensemble desdroites 
oupant les pixels du segment. Cependant, l'algorithme de re
onnaissan
e est 
ontraint
ar nous souhaitons que les droites 
oupant les pixels 
oupent aussi un ensemble de points50



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 2parti
uliers situes dans le premier pixel du segment a re
onnaître. La nature de 
es points, ainsique l'algorithme de re
onnaissan
e 
ontraint sont détaillés dans la se
tion 3.2.2.2.Lorsque la phase de re
onnaissan
e est terminée, la phase de polygonalisation est e�e
tuée(voir Figure 3.6
). La méthode utilisée pour re
onstruire la ligne polygonale est la suivante :l'algorithme 
ommen
e a partir du dernier pixel re
onnu de la 
ourbe. Un point eu
lidien est
hoisi dans 
e pixel parmi l'ensemble des points 
oupés par les droites eu
lidiennes qui ont été
al
ulées pour 
e segment durant la phase de re
onnaissan
e. Puis une droite 
ontenant 
e pointest 
hoisie parmi les droites solutions, et un nouveau point est �xé dans l'autre pixel extrémitédu segment re
onnu. Le pro
essus est alors répété jusqu'à atteindre le premier pixel de la 
ourbe.Cette méthode est dé
rite plus en détails dans la se
tion 3.2.2.3.
(a)

P
I

(b) p

P

(
)Fig. 3.6 � Prin
ipe de notre méthode de re
onstru
tion. (a) Re
onnaissan
e du premier segment.Le pixel de départ est en gris fon
é. La �è
he noire indique la dire
tion de re
onnaissan
e. (b)Re
onnaissan
e des segments suivants. (
) Étape de polygonalisation. La �è
he noire indique ladire
tion de polygonalisation.Pixel de départ et sens de re
onnaissan
eNous donnons i
i les 
hoix e�e
tués 
on
ernant le pixel de départ et le sens de par
ours de la
ourbe dis
rète. Dans 
e travail, nous utilisons les deux 
onventions proposées pour les 
ourbesouvertes et fermées par I. Sivignon et al. dans [SBDA05℄ :� Pour une 
ourbe simple ouverte : le point dis
ret de départ est l'extrémité de la 
ourbeayant la plus petite abs
isse et la plus petite ordonnée. Le sens de re
onnaissan
e est alorsinduit par le 
hoix du point de départ.� Pour une 
ourbe simple fermée : le point de départ est le point de la 
ourbe ayant la pluspetite abs
isse et la plus petite ordonnée. Le sens de re
onnaissan
e est le sens des aiguillesd'une montre.Notons que 
es 
hoix nous assurent que deux 
ourbes dis
rètes identiques à une translationprès, seront re
onstruites de manière identique. Par 
ontre, 
e ne sera pas le 
as de deux 
ourbesidentiques à une rotation près.De plus, nous n'avons pas dans 
es travaux fait d'étude poussée 
on
ernant 
es 
hoix et leurin�uen
e sur les 
ourbes polygonales obtenues. Nous avons simplement 
onstaté, suite à un jeude tests, que le nombre de segments re
onnus varie fortement en fon
tion du sens de par
oursadopté. Nous n'avons 
ependant pas trouvé de méthode permettant de déterminer la dire
tionde re
onnaissan
e la plus appropriée pour une 
ourbe donnée, i.e. pour laquelle le nombre desegments re
onnus est moindre. 51



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets3.2.2.2 Re
onnaissan
e des segments dis
retsNous détaillons i
i la méthode utilisée pour e�e
tuer la première étape de notre algorithme.Le but de 
elle-
i est d'e�e
tuer la re
onnaissan
e de segments dis
rets sur une 
ourbe en tenant
ompte du segment pré
édemment re
onnu. Pour 
ela, nous devons nous assurer qu'au moinsune des droites se trouvant dans l'ensemble des droites solutions du segment 
ourant possède unpoint d'interse
tion ave
 au moins une droite solution du segment pré
édent, et que 
e point setrouve dans le pixel 
ommun au deux segments dis
rets.Cependant, au lieu de 
onsidérer l'ensemble des droites solutions 
al
ulées pour le segmentdis
ret pré
édemment re
onnu, nous 
onsidérons l'ensemble des points eu
lidiens atteints par lesdroites solutions dans le dernier pixel re
onnu. Nous appelons 
et ensemble de points le polygonesolution du segment re
onnu. Ainsi, lors de la re
onnaissan
e suivante, le but est de véri�er qu'ilexiste au moins une droite solution qui 
oupe le polygone ainsi obtenu.Notons de plus que pour 
haque segment re
onnu, un ensemble de points est aussi atteintdans le premier pixel re
onnu par l'ensemble des droites solutions. Nous appelons 
et ensemble lepolygone initial du segment. Notons que 
es deux polygones sont des polygones 
onvexes (nousne démontrerons pas 
ette propriété i
i).Dans l'espa
e des paramètres, 
ette 
ontrainte se traduit par le fait que l'interse
tion entrela préimage généralisée du segment en 
ours de re
onnaissan
e et le dual du polygone solutionest non vide.Ainsi, si nous 
onsidérons une 1-
ourbe dis
rète C 
onstituée de k pixels P1, ..., Pk ordonnés,
k ∈ N

∗, l'algorithme se déroule de la manière suivante (voir Algorithme 2). Nous 
ommençonspas re
onnaître le premier segment S de C en 
onsidérant 
omme polygone solution le premierpixel (voir Figure 3.7a). Ensuite, nous ajoutons les pixels suivants jusqu'à 
e que l'ensemble desdroites solutions de S devienne vide. Dans 
e 
as, l'ajout du dernier pixel implique que S n'estplus un segment dis
ret Standard. Nous 
onservons alors l'ensemble des droites solutions 
al
uléavant 
et ajout et nous démarrons une nouvelle re
onnaissan
e à partir du pixel pré
édent.Pour e�e
tuer la re
onnaissan
e du segment suivant, nous 
ommençons par 
al
uler le dualdu polygone solution du dernier segment re
onnu. Le polygone obtenu est alors utilisé pour ini-tialiser l'ensemble des droites solutions du nouveau segment (voir Figure 3.7b). La re
onnaissan
efon
tionne ensuite de la même manière que pré
édemment et s'arrête lorsque tous les segmentsont été re
onnus, i.e. lorsque tous les pixels de la 
ourbe C ont été traités (voir Figure 3.7
).
P I (a) L

P

I

(b) (
)Fig. 3.7 � Illustration du pro
essus de re
onnaissan
e. (a) Contrainte de la re
onnaissan
e dupremier segment (I sur la �gure). Pixel de départ (P ). (b) Contrainte de la re
onnaissan
e dudeuxième segment. (
) Ensemble de droites eu
lidiennes résultant du pro
essus de re
onnaissan
ede 
ourbe dis
rète.52



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 2Algorithme 2 : Re
onnaissan
e de segments de droites dis
rètes.Données : Un ensemble P de n pixels ordonnés P1, . . ., Pn.début
i←− 1 ;
I ←− P1 ;tant que i ≤ n faire

S ←− {Pi} ;
GP ←− Dual(I) ;tant que GP 6= ∅ et i < n faire

i←− i + 1 ;
S ←− S ∪ {Pi} ;
GPtemp ←− GP ;
GP ←− GP ∩Dual(Pi) ;si GP = ∅ alors
GP ←− GPtemp ;
S ←− S − {Pi} ;
i←− i− 1 ;

I ←− Dual(GP ) ∩ Pi ;�n3.2.2.3 Polygonalisation de la 
ourbeCette étape 
orrespond au 
hoix d'une re
onstru
tion parmi les di�érentes 
ourbes poly-gonales possibles fournies par l'étape de re
onnaissan
e. Nous dé
omposons 
ette étape en 3parties : la re
onstru
tion du premier segment de la 
ourbe, la re
onstru
tion d'un segment� intermédiaire� et en�n, la re
onstru
tion du dernier segment.Re
onstru
tion du premier segment eu
lidien : un premier point eu
lidien 
orrespondant àun premier sommet de la 
ourbe polygonale devant être obtenue est tout d'abord �xé dans ledernier pixel re
onnu. En e�et, la re
onstru
tion de la 
ourbe est e�e
tuée dans le sens inversede la re
onnaissan
e. Notons que dans le 
as d'une 
ourbe ouverte, le dernier pixel re
onnu estle pixel extrémité qui n'est pas le point de départ, alors que dans le 
as d'une 
ourbe fermée, ils'agit du pixel de départ.Plus pré
isément, dans le 
as d'une 
ourbe ouverte, le point est 
hoisi à l'intérieur du dernierpolygone solution 
al
ulé. La position de 
e point est 
hoisie arbitrairement, 
omme par exemplele bary
entre du polygone solution, 
elui-
i étant 
onvexe. A�n de 
hoisir simplement 
e pointet de garantir la réversibilité de la re
onstru
tion pour le modèle Standard, il est 
ependantpréférable de ne pas 
hoisir 
e point sur le bord du polygone solution. Dans le 
as d'une 
ourbefermée, le point est 
hoisi à l'intérieur de l'interse
tion entre le polygone solution du derniersegment re
onnu et le polygone initial du premier segment re
onnu si l'interse
tion n'est pasvide. Notons que 
ette interse
tion est de même 
onvexe, 
e qui nous autorise à 
hoisir sonbary
entre pour premier sommet de la 
ourbe.Ensuite, une droite passant par le point �xé est 
hoisie dans l'ensemble des droites solutions dudernier segment re
onnu. Ce
i est e�e
tué en 
al
ulant l'interse
tion entre la préimage généraliséedu segment re
onnu et la droite duale du point �xé, puisque nous savons que le dual de n'importequel point sur 
ette interse
tion est une droite passant par le sommet �xé. Un point est alors
hoisi sur 
ette interse
tion qui nous fournit la droite solution. Notons qu'en fon
tion de la formede la préimage généralisée, l'interse
tion entre une droite et la préimage peut être soit un segment,53



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
retssoit une demi-droite, soit deux demi-droites. Un traitement adapté est alors né
essaire a�n de
hoisir un point sur 
ette interse
tion.En�n, un nouveau point eu
lidien est �xé dans l'interse
tion entre le polygone initial dusegment re
onnu et la droite 
hoisie. Nous avons 
hoisi i
i le 
entre du segment résultant del'interse
tion.Re
onstru
tion des segments intermédiaires : la re
onstru
tion des autres segments, hormisle dernier segment, se fait simplement en réitérant les pro
essus de 
hoix d'une droite solutionet de 
hoix d'un point sur 
ette droite.Re
onstru
tion du dernier segment : dans le 
as d'une 
ourbe ouverte, le dernier segment estre
onstruit de la même manière que les segments intermédiaires. Par 
ontre, dans le 
as d'une
ourbe fermée, la re
onstru
tion de 
e segment se fait en véri�ant si la droite passant par lepremier et le dernier sommets �xés fait partie des droites solutions du premier segment re
onnu.Ce
i est e�e
tué dans l'espa
e des paramètres en véri�ant que le point résultant de l'interse
tionentre les deux droites duales des deux points se trouve bien à l'intérieur de la préimage généraliséedu segment. Si 
'est le 
as, le dernier segment peut être re
onstruit entre 
es deux points. Sinon,le segment est re
onstruit 
omme un segment intermédiaire, et un deuxième segment doit êtreajouté entre le dernier et le premier sommet 
al
ulé.La polygonalisation de la 
ourbe C (voir Algorithme 3) est e�e
tuée en partant du dernierpixel re
onnu P de C dans le sens inverse du sens de re
onnaissan
e (voir Figure 3.8). Notons quesi C est une 
ourbe fermée alors P est le pixel de départ de la re
onnaissan
e. Un premier point
p est 
hoisi à l'intérieur de l'interse
tion I entre P et l'ensemble des droites L = Dual(GP (S))
al
ulé pour le dernier segment dis
ret re
onnu S. Si C est fermée alors p et 
hoisi dans l'inter-se
tion I ′ entre I et l'ensemble de droites 
al
ulé pour le premier segment re
onnu (si I ′ n'estpas vide). Puisque I (resp. I ′) est un polygone 
onvexe, nous pouvons par exemple 
hoisir le ba-ry
entre de I (resp. I ′) 
omme point p. Puis, une droite l 
ontenant p est 
hoisie dans L. Ce
i este�e
tué dans l'espa
e de paramètres de la façon suivante : l'interse
tion entre Dual(L) = GP (S)et Dual(p) est 
al
ulée. Le dual de 
haque point dans 
ette interse
tion est une droite 
ontenant
p. Un point est don
 
hoisi dans 
ette interse
tion. En�n, l'interse
tion entre l et le premier pixelre
onnu de S est e�e
tuée, et le milieu du segment obtenu est 
hoisi 
omme le nouveau premierpoint de la re
onstru
tion du segment suivant. Le pro
essus est réitéré jusqu'à 
e que le point dedépart de la 
ourbe soit atteint.Dans le 
as d'une 
ourbe fermée, la re
onstru
tion du dernier segment est doublement
ontrainte, puisque le premier point �xé se trouve à l'intérieur du pixel de départ. Soit p 
epoint et pf le premier point �xé du premier segment re
onnu. S'il existe une droite 
ontenant pet pf , le dernier segment est re
onstruit. Dans le 
as 
ontraire, un autre point pl est �xé dansle pixel de départ et un segment est ajouté entre pl et p. La �gure 3.8 montre un exemple de
ourbe re
onstruite.3.2.3 RésultatsDans 
ette se
tion, nous présentons tout d'abord les résultats que nous avons obtenus ave
notre méthode. Puis nous les 
omparons ave
 les méthodes ave
 et sans joint.3.2.3.1 Méthode étendueLes résultats obtenus ave
 la méthode étendue sont visuellement de très bonne qualité.Nous pouvons voir sur la �gure 3.9 un exemple de re
onstru
tion de 
ourbe dis
rète dans le
as d'une image. La 
ourbe re
onstruite est 
onstituée des points dis
rets situés sur la frontière54



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 2

Algorithme 3 : Polygonalisation de la 
ourbeDonnées : Un ensemble S de k segments re
onnus 
onnexes S1, . . ., Sk ave

Si = (Pif , . . . , Pil) et k ensembles de droites solutions L1, . . . , Lk.début

i←− k ;Choisir un point réel pif in Pil ;
pf ←− pif ;tant que i > 1 faireChoisir une droite l dans Li 
ontenant pif ;

s←− l ∩ Pif ;Choisir un point réel pil sur s ;Ajouter un segment entre pif et pil ;
pi−1f

←− pil ;
i←− i− 1 ;Cher
her une droite l dans L1 qui 
ontient p1f

et pf ;si l n'existe pas alorsChoisir une droite l dans L1 qui 
ontient p1f
;

s←− l ∩ P1f
;Choisir un nouveau point réel p1l

sur s ;Ajouter un segment entre p1f
et p1l

et entre p1l
et pf ;sinonAjouter un segment entre p1f

et pf ;�n
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Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets
L

l

I’
ppl

pf

(a) (b)Fig. 3.8 � Résultat du pro
essus de polygonalisation (en pointillés sur la �gure). Le sens dere
onstru
tion est indiqué par la �è
he noire.entre les deux régions 
olorées en noir et en blan
. L'espa
e dis
ret asso
ié à l'image est don
l'espa
e dis
ret 
lassique dual. Nous pouvons véri�er sur la �gure 3.9
 que la 
ourbe re
onstruite,
orrespondant à la frontière entre les deux régions de la �gure 3.9b 
oupe bien l'ensemble despixels asso
iés au points de la 
ourbe dis
rète (voir Figure 3.9a).

(a) (b) (
)Fig. 3.9 � Résultat du pro
essus de re
onstru
tion : (a) Image originale, (b) Objet obtenu, (
)La 
ourbe polygonale obtenue 
oupe bien tous les pixels de la 
ourbe dis
rète.D'autres exemples de re
onstru
tions de 
ourbes dis
rètes obtenues ave
 la méthode étenduesont montrés sur les �gures 3.10, 3.11, 3.12 et 3.13.3.2.3.2 Comparaison ave
 les méthodes ave
 et sans jointsLe tableau 3.1 montre quelques résultats obtenus par les trois di�érentes méthodes de re
ons-tru
tion (ave
 joints, sans joint et étendue) en termes de nombre de segments de droite obtenus.Nous pouvons voir que notre méthode fournit un nombre inférieur de segments que les méthodesave
 et sans joint.3.2.4 Re
onstru
tion de 
ourbes non simplesDans 
ette se
tion, nous proposons une méthode permettant la re
onstru
tion de 
ourbesnon simples. Le prin
ipe est le suivant : tout d'abord, un point eu
lidien est �xé à l'intérieur56



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 2Tab. 3.1 � Comparaison entre les trois méthodes de re
onstru
tion. Les nombres de segmentsdes 
ourbes re
onstruites sont donnés.Image Nombre de points dis
rets Méthode Méthode Méthodede la frontière entre régions ave
 joints sans joint étendue116 22 24 13356 50 62 39424 57 66 38574 71 104 57852 99 130 84de 
haque pixel de la 
ourbe de degré8 supérieur ou égal à 3. Comme point �xé, nous avonsarbitrairement 
hoisi le point dis
ret asso
ié à 
es pixels. Ensuite, toutes les 
ourbes dis
rètes
omprises entre deux points �xés sont re
onstruites en utilisant la méthode étendue, en prenanten 
ompte la 
ontrainte matérialisée par les points �xés aux deux extrémités des 
ourbes. Celarevient à re
onstruire une 
ourbe dis
rète ouverte 
ontrainte par un point à ses deux extrémités.Nous appelons 
es 
ourbes des 
ourbes doublement 
ontraintes. Cette 
ontrainte intervient lorsde la re
onnaissan
e des premier est dernier segments de la 
ourbe de la manière suivante :� Re
onnaissan
e du premier segment dis
ret : la préimage généralisée des pixels du segmentest 
al
ulée tant que son interse
tion ave
 la droite duale du point �xé n'est pas vide.Lorsque 
elle-
i est vide, la dernière interse
tion non vide entre la préimage généralisée
al
ulée et la droite duale 
orrespond aux nouvelles droites solutions permettant le 
al
uld'un nouveau polygone solution pour débuter la re
onnaissan
e suivante.� Re
onnaissan
e du dernier pixel de la 
ourbe : lors de l'ajout du dernier pixel, la re
on-naissan
e du dernier segment dis
ret de la 
ourbe est valide si et seulement si l'interse
tionentre la préimage généralisée, le dual du polygone solution et la droite duale du point�xé est non vide. Si 
e n'est pas le 
as, la re
onnaissan
e du segment s'arrête sur le pixelpré
édant le dernier pixel de la 
ourbe.La re
onstru
tion d'une 
ourbe non simple se fait alors en par
ourant les di�érentes 
ourbesdoublement 
ontraintes 
onstituant la 
ourbe non simple. Un point de départ de la re
onnaissan
eet un sens de par
ours de la 
ourbe ont don
 été 
hoisis.� Le pixel de départ est le pixel de degré supérieur ou égal à trois dont le point dis
ret asso
iéest d'abs
isse le plus petit et d'ordonnée la plus petite.8Nous appelons degré d'un pixel P le nombre de pixels 1-voisins de P . 57



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets� Le par
ours de la 
ourbe se fait par propagation à l'intérieur de la 
ourbe à partir du pixelde départ (par
ours en largeur de la 
ourbe). Les 
ourbes à re
onstruire sont 
onsidéréesdans l'ordre suivant : tout d'abord, la 
ourbe située à droite, puis en haut, puis à gau
he,puis en bas.Les 
hoix e�e
tués pour le pixel de départ et la dire
tion de propagation sont bien entendusarbitraires. Le pixel de départ doit tout de même être un point de degré supérieur ou égal à troispour simpli�er la re
onstru
tion.

(a) (b)Fig. 3.10 � Exemple de 
ourbe dis
rète re
onstruite ave
 la méthode étendue : (a) Image d'ori-gine : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 178 points dis
rets, (b) Imagerésultante : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 38 segments.58



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 23.2.5 Con
lusion et perspe
tivesDans 
ette se
tion, nous nous sommes intéressés au problème de la re
onstru
tion inversiblede 1-
ourbes dis
rètes 
lassiques. Notre but était de fournir une re
onstru
tion de 
ourbe dis
rètequi soit en parti
ulier inversible pour le modèle Standard. Nous avons tout d'abord brièvementrappelé les prin
ipes des deux algorithmes de re
onstru
tion proposés par R. Breton[Bre03℄dans sa thèse. Nous avons ensuite présenté une nouvelle méthode de re
onstru
tion, appeléeméthode étendue, qui améliore les deux méthodes pré
édemment évoquées. En e�et, les 
ourbespolygonales obtenues à l'aide de notre algorithme 
ontiennent en moyenne moins de segmentsque les 
ourbes obtenues à l'aide des deux autres méthodes. En�n, nous avons rapidement abordéle problème de la re
onstru
tion de 
ourbes non simples en proposant une méthode résolvant 
eproblème. Cette méthode est notamment utile pour re
onstruire les frontières entre régions dansune image.La re
onstru
tion de la 
ourbe est de plus e�e
tuée au plus loin. En�n, la re
onstru
tion este�e
tuée en deux étapes. Cependant, l'ensemble des solutions possibles pour la re
onstru
tionest 
al
ulé durant le premier par
ours de la 
ourbe, le deuxième par
ours 
onsistant simplementà 
hoisir une droite parmi les droites solutions 
al
ulées durant le premier par
ours.Une des prin
ipales perspe
tives de 
e travail est l'extension de 
ette méthode à d'autres typesd'espa
es, réguliers ou non. En e�et, l'étape de re
onnaissan
e de notre méthode est prin
ipale-ment basée sur le 
al
ul de la préimage généralisée. Cette dernière étant dé�nie pour n'importequel type de pavé, notre méthode de re
onstru
tion peut être aisément appliquée à la re
ons-tru
tion de 1-
ourbes dans des espa
es dis
rets quel
onques, dès lors que le problème posé est ladétermination d'une 
ourbe polygonale 
oupant l'ensemble des pavés de la 
ourbe dis
rète.Une deuxième évolution de notre algorithme est l'étude de son extension à la re
onstru
tioninversible de volumes dis
rets, et notamment inversible pour le modèle Standard. Nous verronsdans le 
hapitre suivant que 
e problème est loin d'être trivial, mais qu'il mérite une attentionparti
ulière.Cet algorithme de re
onstru
tion a en parti
ulier fait l'objet d'une publi
ation [DA06
℄.
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Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets

(a)

(b)Fig. 3.11 � Exemple de 
ourbe dis
rète re
onstruite ave
 la méthode étendue : (a) Image d'ori-gine : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 212 points dis
rets, (b) Imagerésultante : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 38 segments.60



3.2. Re
onstru
tion inversible en dimension 2

(a)

(b)Fig. 3.12 � Exemple de 
ourbe dis
rète re
onstruite ave
 la méthode étendue : (a) Image d'ori-gine : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 302 points dis
rets, (b) Imagerésultante : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 64 segments. 61



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets

(a)

(b)Fig. 3.13 � Exemple de 
ourbe dis
rète re
onstruite ave
 la méthode étendue : (a) Image d'ori-gine : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 305 points dis
rets, (b) Imagerésultante : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 39 segments.62



3.3. Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 33.3 Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 3Dans 
ette se
tion, nous nous intéressons au problème de la re
onstru
tion analytique dubord de volumes dis
rets 2-
onnexes en dimension 3. Le problème posé est le suivant : étantdonné un volume dis
ret en dimension 3, 
omment obtenir une représentation polygonale de sonbord ?Dans nos travaux, nous 
her
hons en parti
ulier à obtenir une re
onstru
tion inversible pourle modèle Standard, 
'est à dire que la dis
rétisation de l'objet re
onstruit suivant le modèleStandard est identique à l'objet dis
ret initial. De plus, nous souhaitons obtenir un objet qui soittopologiquement 
ohérent ave
 l'objet dis
ret d'origine.Parmi les méthodes de re
onstru
tion analytique de volumes dis
rets qui ont été proposéesdans la 
ommunauté de géométrie dis
rète [BF94, Pap99, SDC05, KS01℄, nous nous sommes plusparti
ulièrement intéressés aux méthodes proposées par I. Sivignon dans sa thèse [Siv04℄. Ene�et, hormis une méthode basée sur un algorithme de simpli�
ation d'objets de type Mar
hingCubes [CGS04℄, elle a proposé deux méthodes de re
onstru
tion analytique utilisant l'algorithmede re
onnaissan
e de plans dis
rets Standard basé sur le 
al
ul de la préimage 
lassique :� La première méthode 
onsiste tout d'abord à segmenter la surfa
e de l'objet dis
ret enfa
e dis
rètes. Puis, un plan solution est 
hoisi dans la préimage 
al
ulée pour 
haquefa
e re
onnue. En�n, l'interse
tion entre les di�érents plans eu
lidiens dé�nit un polyèdre
orrespondant à une re
onstru
tion possible de l'objet dis
ret.L'in
onvénient de 
ette méthode est que la surfa
e obtenue n'est pas né
essairement in-versible puisque les plans eu
lidiens 
hoisis peuvent se 
ouper en dehors de l'objet dis
ret.� Le prin
ipe de la deuxième méthode [SDC05℄ est tout d'abord de segmenter la surfa
edu volume dis
ret en mor
eaux de plans dis
rets Standard. Puis 
haque mor
eau dis
retobtenu est re
onstruit en une fa
e polygonale dont la dis
rétisation standard est identiqueà la fa
e dis
rète, en utilisant un algorithme de polygonalisation de 
ourbes planaires endimension 3.Contrairement à la première méthode proposée, 
ette méthode fournit bien une re
onstru
-tion inversible. Par 
ontre, la re
onstru
tion obtenue n'est pas topologiquement 
orre
tepuisque les di�érentes fa
ettes polygonales ne sont pas 
onnexes.Dans 
ette se
tion, nous présentons un algorithme de re
onstru
tion du bord d'un volumedis
ret 2-
onnexe basé sur la méthode de re
onnaissan
e de plans Standard que nous avonsprésentée dans le 
hapitre 2 de 
e mémoire. Le résultat obtenu est inversible pour le modèleStandard et topologiquement 
ohérent ave
 l'objet dis
ret de départ. La méthode que nousavons utilisée est fortement inspirée de l'algorithme de re
onstru
tion �sans joint� présenté dansle 
hapitre pré
édent, ainsi que des algorithmes de re
onstru
tion proposés par I. Sivignon danssa thèse.Dans la suite, nous dé
rivons tout d'abord les volumes dis
rets que nous 
onsidérons 
etravail, ainsi que le prin
ipe de notre méthode. Puis nous détaillons les deux étapes né
essairesà la re
onstru
tion que sont la re
onnaissan
e de plans et la polygonalisation de fa
e dis
rète.En�n, nous présentons quelques résultats obtenus ave
 notre méthode. 63



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets3.3.1 Données traitéesNotre algorithme s'applique au bord BV (voir Figure 3.14b) d'un volume dis
ret 2-
onnexe
V (voir Figure 3.14a). Nous supposons que 
haque sommet de voxel qui se trouve sur BV est unpoint dis
ret. Quatre points dis
rets in
idents à une même fa
e de voxel forment un surfel (voirFigure 3.14
).Notre but est de re
onstruire une surfa
e polygonale dont la dis
rétisation suivant le modèleStandard est égale à tous les points dis
rets de BV . En d'autres termes, si nous 
onsidérons
haque point dis
ret de BV 
omme le 
entre d'un nouveau voxel (voir Figure 3.14d), la surfa
eobtenue doit 
ouper 
haque voxel de 
e nouveau volume 
reux 2-
onnexe (voir Figure 3.14e et3.14f). Nous appelons 
e volume le 
ontour en voxels du volume dis
ret V . Dans la suite, le termesurfel référen
era arbitrairement soit quatre points dis
rets, soit les quatre voxels asso
iés.

points discrets

surfel(a) (b) (
)

(d) (e) (f)Fig. 3.14 � Données traitées : (a) Objet dis
ret d'origine V . (b) et (
) Bord BV de V 
omposéde points dis
rets. (d), (e) et (f) Objets dis
rets équivalents à BV . L'objet eu
lidien obtenu doit
ouper 
haque voxel de (e).3.3.2 Prin
ipeÉtant donné un 
ontour de voxels Vc (voir Se
tion 3.3.1), le but est d'obtenir une surfa
epolygonale dont la dis
rétisation Standard est égale à Vc. Notre algorithme fon
tionne de lamanière suivante (voir Algorithme 4) : tout d'abord, un surfel S est 
hoisi dans Vc et un premiermor
eau de plan dis
ret Standard est re
onnu en partant de S (voir Figure 3.15a) en utilisantl'algorithme de re
onnaissan
e dé
rit dans le 
hapitre 2. Notons que nous ne 
hoisissons passeulement un voxel de départ pour e�e
tuer la re
onnaissan
e, mais les quatre voxels 
onstituant64



3.3. Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 3

(a) (b) (
) (d)Fig. 3.15 � Illustration de la méthode de re
onstru
tion : (a) Surfels re
onnus, (b) Extra
tiondu bord de la 
ourbe dis
rète (en gras), (
) Une 
ourbe dis
rète 2-
onnexe planaire C et le planeu
lidien 
hoisi P , (d) Résultat de l'interse
tion entre P et C.
S. En e�et, nous voulons que 
haque voxel du bord du plan re
onnu ait au moins deux 2-voisins.Ainsi, les voxels doivent être re
onnus quatre par quatre au lieu d'un par un. Quand le pro
essusde re
onnaissan
e s'arrête, un plan eu
lidien P est 
hoisi dans l'ensemble des solutions 
al
ulé etle bord C du plan re
onnu, qui est une 
ourbe dis
rète 2-
onnexe est extrait (voir Figure 3.15b).Le pro
essus de polygonalisation de fa
e est alors appliqué sur C a�n d'obtenir le 
ontour d'unefa
e eu
lidienne 
ontenue dans P et dont la dis
rétisation Standard est identique au mor
eau deplan dis
ret re
onnu (voir Figure 3.15
).Un surfel non traité est alors 
hoisi et les pro
essus de re
onnaissan
e et de polygonalisationappliqués à nouveau. Ces deux pro
essus sont réitérés jusqu'à 
e que tous les surfels soient traités.Cependant, le pro
essus de re
onnaissan
e peut être 
ontraint. En e�et, pendant 
ette étape, lepro
hain surfel Cs à être re
onnu peut être adja
ent à des fa
es dis
rètes déjà re
onstruites. Ainsi,les voxels de Cs peuvent être 
oupés par une fa
e ou plus, et don
 appartiennent à la dis
rétisationStandard du sommet ou de l'arête d'une fa
e déjà re
onstruite. Dans le but d'e�e
tuer unere
onstru
tion topologiquement 
orre
te, notre but est d'obtenir une fa
e polygonale qui 
ontient
es sommets ou arêtes. Pour assurer 
ette propriété, des 
ontraintes de sommets (un voxel de
Cs est la dis
rétisation d'un sommet d'une fa
e re
onstruite) et des 
ontraintes d'arêtes (unvoxel de Cs appartient à la dis
rétisation d'une arête de fa
e) doivent être prises en 
omptedurant le pro
essus de re
onnaissan
e. Cela signi�e qu'un surfel est re
onnu si et seulement sises 
ontraintes n'amènent pas à un ensemble de solutions vide, i.e. il existe au moins un planeu
lidien 
oupant tous les surfels re
onnus et 
ontenant toutes leurs 
ontraintes. De plus, nousvoulons qu'un voxel soit 
ontraint par au plus un sommet ou une arête.Les pro
essus de re
onnaissan
e 
ontrainte, et de polygonalisation sont détaillés dans lesse
tions 3.3.3 et 3.3.4.A�n d'assurer l'uni
ité de la re
onstru
tion, le 
hoix d'un surfel de départ, ainsi qu'un ordrede re
onnaissan
e des surfels pour 
haque fa
e est né
essaire. Di�érents 
hoix possibles sontdis
utés dans les deux se
tions suivantes.3.3.2.1 Surfel de départ et méthodes de propagationLe surfel de départ S de la première re
onnaissan
e de plan est l'unique surfel parallèle auplan (0,X1,X2) 
ontenant l'unique point dis
ret p = (xp, yp, zp) véri�ant (voir Figure 3.16a) :

∀V = (xV , yV , zV ) ∈ Vc − {p}, xp < xV 65



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
retsAlgorithme 4 : Re
onstru
tion analytique Standarden entrée : Un 
ontour de voxels Vc.en sortie : Un maillage polygonal dont la dis
rétisation Standard est égale à Vc.
S : Surfel ;
P : Plan ;
C : Courbe dis
rète 2-
onnexe ;débuttant que il existe des surfels non traités faireChoisir un surfel de départ S ;

(C,P )←− Re
onnaître_plan(Vc, S) ;Polygonaliser_
ourbe(C,P ) ;�nou
xp = xV et yp < yVou

xp = xV , yp = yV et zp < zV

(a)
xy

z
1

3

2

4

5

6

7
8

9
11

12 10(b)Fig. 3.16 � Surfel de départ et ordre de re
onnaissan
e. (a) Surfel de départ 
hoisi pour lapremière re
onnaissan
e de plan. (b) Ordre d'ajout des surfels pendant le pro
essus de re
on-naissan
e.Plusieurs stratégies peuvent être utilisées pour déterminer le premier surfel à re
onnaîtredans les étapes de re
onnaissan
e de plan suivantes. Par exemple, nous pouvons 
hoisir le surfelle plus ou le moins 
ontraint, 
'est à dire le surfel ayant le plus grand ou le plus petit nombre de
ontraintes (nous supposons qu'une 
ontrainte de sommet (resp. arête) 
orrespond à une (resp.deux) 
ontrainte(s)). Nous pouvons aussi 
hoisir en premier un surfel non 
ontraint, puis, s'il nereste au
un autre surfel non 
ontraint à traiter, 
hoisir le moins 
ontraint. Dans 
e travail, nousavons essayé quatre stratégies, que nous appelons dans la suite des méthodes de propagation :� Méthode 1 : Ave
 
ette méthode, le surfel de départ doit être 
ontraint par au moinsune 
ontrainte. De plus, parmi 
es surfels, nous 
hoisissons le surfel le moins 
ontraint.66



3.3. Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 3Dans le 
as où plusieurs surfels ont le même nombre de 
ontraintes, nous en 
hoisissons unarbitrairement.� Méthode 2 : Cette méthode 
onsiste à 
hoisir en priorité les surfels adja
ents aux premièresfa
ettes re
onstruites. Par exemple, supposons que la première fa
ette soit re
onstruite.Dans 
e 
as, le surfel de départ suivant doit être adja
ent à 
ette fa
ette. Après re
ons-tru
tion de la deuxième fa
ette, le surfel de départ suivant doit être adja
ent à la premièrefa
ette re
onstruite, ou, dans le 
as où il n'existe au
un surfel de 
e type, il doit être adja-
ent à la deuxième fa
ette. Et ainsi de suite, jusqu'à 
e qu'il n'y ait plus de surfel à traiter.� Méthode 3 : I
i, le surfel de départ 
hoisi est un surfel 
hoisi arbitrairement parmi les surfelsnon 
ontraints. Lorsqu'il n'y a plus de surfel non 
ontraint, nous 
hoisissons un des surfelsles moins 
ontraints, et ainsi de suite jusqu'à 
e que tous les surfels soient traités.� Méthode 4 : Cette dernière méthode 
onsiste simplement à 
hoisir 
omme surfel de départun des surfels les plus 
ontraints de la surfa
e dis
rète.3.3.2.2 Ordre de re
onnaissan
ePendant le pro
essus de re
onnaissan
e, si S est le dernier surfel re
onnu, les surfels suivantsà être re
onnus sont 
hoisis dans l'ordre montré sur la �gure 3.16b. Le 
hoix de l'ordre dere
onnaissan
e est très important puisque la forme des plans re
onnus dépend fortement de 
etordre.3.3.3 Re
onnaissan
e de plan 
ontrainteLorsque nous re
onstruisons di�érents polygones, des 
ontraintes apparaissent. En e�et, lesarêtes et les sommets des polygones re
onstruits voisins doivent être pris en 
ompte. La premièrefa
e dis
rète est re
onnue sans 
ontraintes. Ce n'est pas le 
as pour 
elles qui suivent puisque lessommets ou les arêtes de fa
es déjà 
onstruites peuvent 
ontraindre le pro
essus de re
onnaissan
e(voir Algorithme 5). Plus pré
isément, soit S = {V1, V2, V3, V4} le pro
hain surfel devant êtrere
onnu. Si S est 
ontraint, l'ensemble des solutions fourni par l'algorithme de re
onnaissan
edoit être mis à jour en fon
tion de la 
ontrainte Cont(Vi) de 
haque voxel.3.3.3.1 Contrainte de sommetLa mise à jour de l'ensemble solution à 
ause d'une 
ontrainte de sommet est simplemente�e
tuée en faisant l'interse
tion entre la préimage généralisée et le plan dual de la 
ontrainte.Si le résultat est vide, le pro
essus de re
onnaissan
e s'arrête. Sinon, un plan solution peut être
hoisi dans l'interse
tion 
al
ulée.3.3.3.2 Contrainte d'arêteDans le 
as d'une 
ontrainte d'arête, la mise à jour de l'ensemble solution est e�e
tuée enfaisant l'interse
tion entre la préimage généralisée et la droite 
orrespondant aux plans solutionsde la droite 
ontenant l'arête (voir Chapitre 3).Cependant, nous avons vu dans la se
tion ?? que si la droite est parallèle au ve
teur (0, 0, a),
a ∈ R, elle n'a pas de plans solutions. Ce problème peut être traité en 
onsidérant la proje
tion67



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
retsAlgorithme 5 : Re
onnaissan
e de plan Standard 
ontrainteRe
onnaître_planen entrée : Un 
ontour de voxels Vc et un surfel non traité S = {V1, V2, V3, V4}en sortie : Une 
ourbe 2-
onnexe planaire C et un plan PSol : Ensemble solution ;début
P ←− ∅ ;
Sol ←− GP (S)

⋂4
i=1 Dual(Cont(Vi)) ;tant que Sol 6= ∅ faireChoisir un plan P dans l'ensemble des solutions.

S ←− Pro
hain_surfel ;
Sol ←− Sol

⋂4
i=1 Dual(Cont(Vi)) ;Extraire la 
ourbe dis
rète 2-
onnexe C à partir du bord des surfels re
onnus ;�ndes voxels déjà re
onnus sur le plan (0,X1,X2). En e�et, la proje
tion sur (0,X1,X2) de ladis
rétisation Standard du plan verti
al (i.e. le plan de paramètres (a, b, 0, d), (a, b, d) ∈ R

3) estune droite Standard. Ainsi, pour déterminer s'il existe un plan eu
lidien 
oupant tous les voxelsre
onnus et la 
ontrainte d'arête, il su�t de déterminer s'il existe une droite qui 
oupe tous lesvoxels projetés (i.e. pixels) et qui 
ontient la proje
tion de l'arête (i.e. un point). Ce
i est e�e
tuéen 
al
ulant la préimage généralisée des pixels dans l'espa
e de paramètres en dimension 2, etdon
 en e�e
tuant l'interse
tion entre la droite duale du point et la préimage généralisée obtenue.Si l'interse
tion est vide, le pro
essus de re
onnaissan
e s'arrête. Sinon, une droite solution peutêtre 
hoisie dans l'interse
tion, puis extrudée le long de l'axe des ordonnées, de façon à obtenirun plan solution.3.3.3.3 Choix du planLa re
onnaissan
e du plan se fait à l'aide de la méthode dé
rite dans le 
hapitre 4. Une foisla préimage généralisée obtenue, nous 
hoisissons de �xer un plan. Ce plan est 
hoisi de la façonsuivante. Lorsque la préimage est 
onvexe, nous 
al
ulons les 
oordonnées de son bary
entre,puis nous le transformons en une équation de plan dans l'espa
e eu
lidien. Lorsque la préimagen'est pas 
onvexe, nous 
al
ulons le bary
entre de la préimage restreinte à un quart d'espa
e (quiest obligatoirement 
onvexe), puis nous déterminons le plan eu
lidien 
orrespondant de la mêmemanière.3.3.4 Polygonalisation de fa
eQuand le pro
essus de re
onnaissan
e s'arrête, l'ensemble solution est soit vide, soit non vide.S'il n'est pas vide, un plan solution P a été 
hoisi dans l'ensemble et le bord des surfels re
onnusextrait. La 
ourbe 2-
onnexe 
orrespondante C = {V1, . . . , Vn} est alors re
onstruite en fon
tionde P a�n d'obtenir une fa
ette 
ontenue par P . Si l'ensemble solution est vide, 
ela signi�e quele premier surfel à re
onnaître était 
ontraint de telle sorte qu'au
un plan 
ontenant toutes les
ontraintes existe. Un traitement parti
ulier est alors né
essaire. Nous dé
rivons 
es deux 
asdans les se
tions suivantes.68



3.3. Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 33.3.4.1 Re
onstru
tion d'une 2-
ourbe dis
rète planaireDans 
ette se
tion, nous nous attaquons au problème suivant : étant donnée une 2-
ourbedis
rète planaire C (voir Figure 3.17a), 
'est à dire une 
ourbe qui appartient à un plan Standard,et étant donné un plan eu
lidien P qui 
oupe tous les voxels de la 
ourbe, 
omment 
al
uler une
ourbe polygonale planaire se trouvant sur P et telle que sa dis
rétisation Standard est égale à
C ?Prin
ipeSoit P le plan déterminé lors de l'étape de re
onnaissan
e (voir Figure 3.17b). Tout d'abord,l'interse
tion entre P et la 
ourbe dis
rète est e�e
tuée a�n d'obtenir une 
ourbe planaire 
om-posée de fa
es ayant des formes variées (voir Figure 3.17
), i.e. une 
ourbe irrégulière. Puis, une
ourbe polygonale planaire se trouvant sur P et 
oupant toutes les fa
es de la 
ourbe irrégulièreest 
al
ulée (voir Figure 3.17d)).Notre algorithme est don
 
omposé de deux étapes. Tout d'abord, le 
al
ul de l'interse
tionentre la 
ourbe dis
rète et le plan 
hoisi. Puis, le 
al
ul d'une polyligne 
oupant tous les pavésde la 
ourbe irrégulière.

(a) (b) (
) (d)Fig. 3.17 � Exemple de polygonalisation de 
ourbe : (a) Une 
ourbe dis
rète, (b) Un plan 
oupanttous les voxels, (
) Interse
tion entre le plan et la 
ourbe, (d) Un résultat possible.Cal
ul de l'interse
tion entre un plan eu
lidien et une 2-
ourbe dis
rèteA�n de 
al
uler l'interse
tion entre C et P (voir Algorithme 6), nous e�e
tuons de manièrein
rémentale des opérations d'interse
tion entre P et les di�érentes 
ellules topologiques 
onsti-tuant les voxels de la 
ourbe (fa
es et arêtes).Tout d'abord, tous les sommets de la 
ourbe sont triés en fon
tion de leur position par rapportà P (au dessus, en dessous ou dans le plan). Trois sous-ensembles de sommets di�érents notés
+©, −© et =© sont alors obtenus. A partir de 
es ensembles, nous pouvons déterminer les arêtes dela 
ourbe qui sont 
oupées par P . En e�et, 
es arêtes possèdent une extrémité dans l'ensemble
+©, et une autre dans l'ensemble −©.L'interse
tion entre 
es arêtes et P peut alors être 
al
ulée de manière à 
réer de nouveauxsommets (voir Figure 3.18a). Notons que le 
hoix du plan P implique que toute interse
tion entreune arête et P est né
essairement réduite à un point. En e�et, P est 
hoisi de telle manière à nepas 
ontenir de sommet de la 
ourbe C, et don
 ne 
ontient pas d'arête.Puis, pour 
haque fa
e de voxel, si deux sommets ont été 
réés dans la fa
e, une nouvellearête est 
réée entre 
es deux sommets (voir Figure 3.18b). 69



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
retsAlgorithme 6 : Opération d'interse
tion entre une 2-
ourbe dis
rète 
lassique et un planeu
lidienen entrée : Une 2-
ourbe dis
rète C et un plan P .en sortie : Une 1-
ourbe irrégulière.pour 
haque sommet S de C faire
pos← évaluer la position de S par rapport à P ;marquer S ave
 +©, −©, =© en fon
tion de pos;pour 
haque arête A de C fairesi sommets de A sont marqués par +© et −© alors

I ← 
al
uler le point d'interse
tion entre A et P ;
S ← insérer un nouveau sommet dans A à la position I;marquer S ave
 =©;pour 
haque fa
e F de C fairesi F 
ontient deux sommets S1, S2 marqués ave
 =© alorsinsérer une nouvelle arête dans F entre S1 et S2;pour 
haque voxel V de C fairesi V 
ontient de nouvelles arêtes alors
F ← 
réer une nouvelle fa
e en 
onvexe à partir des nouvelles arêtes;pour 
haque nouvelle fa
e F fairepour 
haque arête A de F faire
A′ ← arête 
orrespondant à A sur le voxel 
ontenant F ;
F ′ ← trouver la fa
e 
orrespondant à A′ à l'intérieur du voxel adja
ent;si F ′ existe alorsrelier F et F ′ le long de A;retourner l'ensemble des nouvelles fa
es;En�n, si de nouvelles arêtes ont été 
réées sur un même voxel, une nouvelle fa
e 
onvexe est
réée à partir de 
es arêtes (voir Figure 3.18
).La dernière étape 
onsiste alors à établir des relations entre les fa
es nouvellement 
rées demanière à reproduire les relations d'adja
en
e existant auparavant entre les di�érents voxels dela 
ourbe.Intéressons nous à présent à la 
omplexité de l'algorithme présenté. Puisque 
haque 
ellulede la 
ourbe n'est traitée qu'une seule et unique fois lors du déroulement de 
et algorithme,sa 
omplexité est en O(i), où i 
orrespondant au nombre de 
ellules de la 
ourbe C. De plus,puisque i et le nombre de voxels k de la 
ourbe sont linéairement dépendants, nous en déduisonsque la 
omplexité de 
et algorithme est O(k).Polygonalisation d'une 
ourbe irrégulièreUne 
ourbe irrégulière planaire C ′, ouverte ou fermée, ayant été extraite de l'interse
tionentre le plan P et la 
ourbe de voxels C, notre but est à présent de re
onstruire 
ette 
ourbedis
rète. Nous souhaitons don
 obtenir une 
ourbe polygonale planaire 
oupant tous les pavés de

C ′. Pour 
e faire, diverses méthodes peuvent être utilisées.Nous pouvons par exemple étendre la méthode de re
onstru
tion de 1-
ourbe dis
rète 
las-sique étendue que nous avons présentée dans le 
hapitre 3.2 au 
as d'une 1-
ourbe irrégulière.Ce
i peut être aisément e�e
tué en 
onsidérant non plus la préimage généralisée d'un ensemble70



3.3. Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 3

(a) (b) (
)Fig. 3.18 � Illustration de l'algorithme d'interse
tion : (a) Opération d'interse
tion entre le planet les arêtes, (b) Création de nouvelles arêtes, (
) Création de nouvelles fa
es.de pixels, mais la préimage généralisée d'un ensemble de pavés quel
onques dans l'algorithme dere
onnaissan
e de segments dis
rets.Bien que 
ette méthode fournisse probablement de bons résultats en terme de nombre desegments re
onstruits, nous avons 
hoisi d'utiliser une autre méthode dans le 
adre de notrealgorithme de re
onstru
tion. En e�et, dans un sou
i d'e�
a
ité, nous avons opté pour uneméthode de re
onstru
tion de 
omplexité linéaire en le nombre de pavés de la 
ourbe irrégulière.Cette deuxième méthode est une extension aux espa
es irréguliers de l'algorithme de re-
onstru
tion proposé par D. C÷urjolly et al. [CZ06℄ dans le 
adre de grilles irrégulièresisothétiques, et qui est basé sur le 
al
ul de 
�nes de visibilité. *Le prin
ipe de notre méthode de polygonalisation est le suivant :Tout d'abord, un premier pavé P est 
hoisi dans la 
ourbe C, et un point eu
lidien P0 est
hoisi à l'intérieur de P . Nous pouvons par exemple prendre le bary
entre de P puisque 
elui-
iest par 
onstru
tion 
onvexe. Notons que dans le 
as d'une 
ourbe ouverte, nous 
hoisissons undes pavés extrémités. En�n, un sens de par
ours de la 
ourbe est lui aussi 
hoisi.Le par
ours de la 
ourbe 
ommen
e à partir de P et dans le sens pré
édemment dé�ni. Unpremier 
�ne C0 est alors 
al
ulé entre le premier point �xé P0 et le pavé suivant, qui est adja
entà P . Ce 
�ne est dé�ni par P0 et l'arête e0 
ommune à P et le pavé suivant (voir Figure 3.19a).Puis, un nouveau 
�ne C1 est 
al
ulé entre P0 et le pavé suivant à partir de l'arête e1 
ommuneaux deux derniers pavés atteints. L'interse
tion entre C0 et C1, 
orrespondant au 
�ne de visibilitéest 
al
ulée, et tant que 
e 
�ne n'est pas vide, le pro
essus 
ontinue pour les pavés suivants dela 
ourbe (voir Figure 3.19b).Si le 
�ne de visibilité devient vide, 
ela signi�e qu'au
une droite du 
�ne de visibilité pré
é-demment 
al
ulé n'atteint le pavé suivant de la 
ourbe (voir Figure 3.19
). Une droite du 
�ne devisibilité pré
édemment 
al
ulé est alors 
hoisie et un nouveau point eu
lidien P1, 
orrespondantà un nouveau sommet de la 
ourbe polygonale en 
ours de 
onstru
tion, est �xé sur l'interse
tionentre 
ette droite et le pavé pré
édemment atteint. Le pro
essus de 
al
ul d'un nouveau 
�ne
ommen
e alors à nouveau à partir de 
e point (voir Figure 3.19d).Quand le dernier pavé de la 
ourbe est atteint, et dans le 
as d'une 
ourbe fermée, il estné
essaire de véri�er si le dernier 
�ne de visibilité 
al
ulé 
ontient le premier point �xé dans la
ourbe, i.e. P0. Si 
'est le 
as, la 
ourbe polygonale est entièrement re
onstruite, sinon, un pointest �xé dans le pavé pré
édant P dans la 
ourbe, et un segment est ajouté entre les deux pavés.71



Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets
P0 e 0

C0(a)
P0

e 1

C1(b)
P0

(
)
P0

P1

(d)Fig. 3.19 � Illustration de l'algorithme de polygonalisation de 1-
ourbe irrégulière : (a) Premier
�ne 
al
ulé, (b) Rédu
tion du 
�ne de visibilité en fon
tion du pavé suivant, (
) Exemple de
�ne de visibilité vide, (d) Choix d'un nouveau point et 
al
ul d'un nouveau 
�ne.
(a) (b)Fig. 3.20 � Traitement parti
ulier. (a) Un surfel 
ontenant trois voxels 
ontraints. (b) Ajout dedeux fa
ettes adja
entes.3.3.4.2 Ensemble de solution de surfels videSi l'ensemble solution est vide, 
ela signi�e qu'au
un plan ne 
ontient toutes les 
ontraintesdu premier surfel devant être re
onnu. Il s'agit d'un surfel 
ontenant trois voxels 
ontraints.La re
onstru
tion d'un tel surfel S est e�e
tuée en ajoutant deux fa
ettes adja
entes (voir Fi-gure 3.20). Dans 
e but, un point eu
lidien est �xé dans 
haque voxel de S qui n'est pas 
ontraintpar un sommet. Si le voxel est 
ontraint par une arête, le 
entre du segment résultant de l'inter-se
tion entre l'arête et le voxel est 
hoisi. Si le voxel n'est pas 
ontraint, le 
entre du voxel est
hoisi 
omme point �xé. Puis, deux fa
ettes sont ajoutées entre les quatre 
ontraintes de sommet.3.3.5 RésultatsNous pouvons voir sur la �gure 3.21 quelques résultats obtenus ave
 notre méthode de re-
onstru
tion (voir Figures 3.25, 3.26, 3.27 et 3.28 pour plus d'exemples).Dans un premier temps, nous pouvons tout d'abord 
onstater que quelle que soit la mé-thode de propagation utilisée, les surfa
es polygonales re
onstruites ne sont pas visuellement detrès bonne qualité. En e�et, la méthode de re
onnaissan
e utilisée étant fortement 
ontrainte,la surfa
e obtenue est très �a

identée�. Cet état de fait était 
ependant prévisible puisque la72
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Fig. 3.21 � Exemples d'objets obtenus ave
 notre méthode de re
onstru
tion.méthode de re
onstru
tion sans joint (voir Se
tion 3.2.1.2), dont notre méthode est fortementinspirée, génère des 
ourbes polygonales de qualité similaire, là en
ore à 
ause de l'utilisationd'un algorithme de re
onnaissan
e fortement 
ontraint.De plus, nous pouvons 
onstater que les fa
ettes re
onstruites sont de formes et de taillesextrêmement variées et présentent dans la plupart des 
as de très nombreuses 
on
avités (voirFigure 3.22). L'in
onvénient majeur de la présen
e de 
es dernières est que les fa
ettes devantêtre re
onstruites à partir de 
es 
on
avités sont souvent de très petite taille. En e�et, le surfel
ontenant le sommet intérieur de la 
on
avité est 
ontraint par deux 
ontraintes d'arêtes iden-tiques (les deux arêtes sont 
ontenues dans le même plan). En�n, les fa
es re
onstruites peuventdans 
ertains 
as 
ontenir un trou, 
omme nous pouvons le voir sur le �gure 3.22b, 
e qui làen
ore génère des fa
ettes de petite taille, et pose de sur
roît un problème d'ordre topologique.Ensuite, il semble que la méthode de propagation 
hoisie ait un impa
t non négligeable sur lenombre de fa
ettes générées par notre algorithme. En e�et, nous pouvons voir sur les �gures 3.23et 3.24 deux exemples de re
onstru
tions obtenues à l'aide des quatre méthodes de propagationtestées (voir Se
tion 3.3.2.1). En parti
ulier, les nombres de fa
ettes les plus faibles sont donnéspar les méthodes 1, 2 et 3, et sont de plus relativement pro
hes les uns des autres, la méthode3 donnant 
ependant un nombre de fa
ettes légèrement plus élevés. Par 
ontre, la méthode 4,
onsistant à 
hoisir systématiquement un des surfels les plus 
ontraints, génère un nombre defa
ettes nettement plus important. Les méthodes 1 et 2 semblent don
 être les méthodes plusappropriés parmi les quatre méthodes évaluées pour notre algorithme de re
onstru
tion.En�n, nous avons 
omparé, pour quelques objets, le nombre de fa
ettes obtenues ave
 laméthode de propagation 1 par rapport au nombre de triangles obtenus pour les mêmes objetsave
 la méthode des Mar
hing Cubes. Ces résultats sont présentés dans le tableau 3.2. Nouspouvons 
onstater que nous obtenons approximativement 70% de fa
es en moins que la méthodedes Mar
hing Cubes. 73



Chapitre3.
Re
onstru
tio

nanalytique
inversiblede


ourbesetvo
lumesdis
ret

s Tab. 3.2 � Résultats : 
omparaison entre la méthode 
lassique des Mar
hing Cubes (MC) et notre méthode de re
onstru
tion analytiquedis
rète (RAD). Données Dimensions # points dis
rets MC MC RAD RADfournies du volume dis
ret de la surfa
e # sommets # triangles # sommets # fa
es

333 4824 5212 10420 3013 3472

80× 79× 62 22056 23105 46204 14037 16456

206 × 146 × 94 110938 114552 229096 73649 87182

95 × 231 × 251 135902 134503 268658 89659 105469

310× 218 × 140 246992 252506 505012 163540 194989
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(a) (b)Fig. 3.22 � Exemple de fa
ettes re
onstruites 
on
aves (en rouge sur les �gures (a) et (b). Surla �gure (b), nous pouvons voir le 
as d'une fa
ette 
ontenant un trou.
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 3.23 � Exemple d'objet dis
ret re
onstruit à l'aide de quatre méthodes de propagationdi�érentes : (a) Méthode 1 : 4358 fa
es, (b) Méthode 2 : 4494 fa
es, (
) Méthode 3 : 4603 fa
es,(d) Méthode 4 : 4850 fa
es.
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 3.24 � Exemple d'objet dis
ret re
onstruit à l'aide de quatre méthodes de propagationdi�érentes : (a) Méthode 1 : 7661 fa
es, (b) Méthode 2 : 7646 fa
es, (
) Méthode 3 : 7950 fa
es,(d) Méthode 4 : 9176 fa
es.
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Chapitre 3. Re
onstru
tion analytique inversible de 
ourbes et volumes dis
rets3.3.6 Con
lusion et perspe
tivesDans 
ette se
tion, nous avons présenté une nouvelle méthode de re
onstru
tion du bord devolumes 2-
onnexe en dimension 3.Cette méthode fournit un résultat inversible pour le modèle Standard et topologiquement
ohérent ave
 l'objet dis
ret de départ. Cette méthode 
orrespond à l'extension de la méthodesans joints à la dimension 3. Elle s'e�e
tue en un seul par
ours, les fa
ettes étant re
onnues etre
onstruites les unes après les autres grâ
e à l'utilisation d'un algorithme de re
onnaissan
e
ontrainte, et d'un algorithme de polygonalisation de 2-
ourbes dis
rètes planaires.L'algorithme de re
onnaissan
e 
ontrainte utilise l'algorithme de re
onnaissan
e de plansdis
rets Standard basé sur le 
al
ul de la préimage généralisée des voxels, qui a été présenté dansle 
hapitre 4.Nous avons de plus proposé un nouvel algorithme de polygonalisation de 
ourbes 2-
onnexesplanaires de 
omplexité linaire.Les surfa
es générées ave
 
ette méthode, bien qu'inversibles pour le modèle Standard ettopologiquement 
orre
tes, sont visuellement peu satisfaisantes. Plusieurs améliorations peuvent
ependant être apportées a�n d'obtenir de meilleurs résultats. Tout d'abord, l'algorithme dere
onnaissan
e pourrait être modi�é de manière à re
onnaître des mor
eaux de plans dis
retsplus réguliers. Des méthodes de segmentations en mor
eaux de plans dis
rets telles que 
ellesproposées par I. Sivignon dans sa thèse [Siv04℄ pourraient par exemple être appliquées.De plus, il serait intéressant d'essayer de déte
ter des voxels, ou des ensembles de voxelsappartenant à plusieurs plans dis
rets, et 
e à l'aide d'une étude des 
on�gurations lo
ales devoxels.En�n, 
omme nous l'avons souligné, l'algorithme de polygonalisation de 
ourbes dis
rèteplanaires pourrait être amélioré en appliquant notre méthode étendue à la polygonalisation des
ourbes irrégulières obtenues lors de 
ette deuxième phase de notre algorithme.Une dernière perspe
tive à 
es travaux serait d'essayer d'appliquer notre méthode étendu àla dimension 3, et 
e a�n de réduire les 
ontraintes de notre algorithme de re
onnaissan
e demor
eaux de plans dis
rets a
tuel.L'algorithme de re
onstru
tion de 2-
ourbes dis
rètes planaires et son appli
ation à la re-
onstru
tion de volumes dis
rets ont été publiés dans [DCA06℄.
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Fig. 3.25 � Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objet dis
retest 
onstituée de 4824 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient 3472 fa
es. La méthode depropagation utilisée est la méthode 2.
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3.3. Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 3

Fig. 3.26 � Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objet dis
retest 
onstituée de 2648 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient 336 fa
es. La méthode depropagation utilisée est la méthode 1.
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3.3. Re
onstru
tion de 
ourbes et volumes dis
rets en dimension 3

Fig. 3.27 � Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objet dis
retest 
onstituée de 86516 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient 63247 fa
es. La méthodede propagation utilisée est la méthode 1.
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3.4. Con
lusion du 
hapitre3.4 Con
lusion du 
hapitreDans 
e 
hapitre, nous avons tout d'abord proposé un nouvel algorithme de re
onstru
tionanalytique inversible de 1-
ourbes dis
rètes 
lassiques ouvertes ou fermées, basé sur notre algo-rithme de re
onnaissan
e de droites Standard. Cet algorithme améliore en parti
ulier les résultatsobtenus ave
 les méthodes ave
 et sans joint proposées dans [Bre03℄. Nous avons de plus proposéune méthode de re
onstru
tion de 
ourbes non simples.Nous avons de plus proposé une méthode de re
onstru
tion analytique en dimension 3 per-mettant la re
onstru
tion du bord d'un volume dis
ret 2-
onnexe. La surfa
e polygonale généréeest en parti
ulier inversible pour le modèle Standard et est topologiquement 
ohérente ave
 levolume dis
ret d'origine. Cette méthode, tout 
omme la méthode de re
onstru
tion proposéeen dimension 2 est basée sur l'algorithme de re
onnaissan
e de plans Standard présenté dans le
hapitre 4. Diverses perspe
tives à 
es travaux ont de plus été proposées.Les di�érents algorithmes présentés ont été implantés et testés, et 
e en parti
ulier au sein dulogi
iel de modélisation d'objets géométriques dis
rets en dimensions 2 et 3 que nous présentonsdans le 
hapitre suivant.
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Fig. 3.28 � Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objet dis
retest 
onstituée de 110940 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient 87182 fa
es. La méthodede propagation utilisée est la méthode 2.86



Chapitre 4Un modeleur géométrique à basetopologique d'objets dis
rets
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lusion et perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1154.1 Introdu
tionLes travaux présentés dans les 
hapitres pré
édents ont été e�e
tués dans le 
adre de la
on
eption et du développement d'un logi
iel de modélisation d'objets dis
rets, baptisé SpaMod9.Ce logi
iel possède deux parti
ularités qui le distinguent des logi
iels de modélisation 
lassiques.9A
ronyme de Spatial Modeler. 87



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
retsLa première parti
ularité est qu'il autorise la 
réation, la manipulation et le traitement d'objetsgéométriques représentés soit sous forme dis
rète, soit sous forme 
ontinue (ou eu
lidienne).La deuxième parti
ularité est que 
es objets peuvent être 
onsidérés soit dans un espa
e dedimension 2, soit dans un espa
e de dimension 3.Les opérations relatives aux objets eu
lidiens, à savoir la 
réation et la manipulation de
es objets, est assurée par un logi
iel de modélisation à base topologique d'objets géométriqueseu
lidiens appeléMoka10. Ce logi
iel, a
tuellement en 
ours de développement dans le laboratoireSIC11 de Poitiers, autorise à l'heure a
tuelle la manipulation d'objets eu
lidiens sous formespolygonale (dimension 2) ou polyédrique (dimension 3). Un ensemble important d'opérations de
réation, telles que la 
réation de sphères ou de maillages, ainsi que des opérations géométriquesélémentaires, telles que la rotation, l'homothétie ou en
ore la translation y sont intégrées.Notre logi
iel se présente don
 
omme une extension du modeleur Moka. Ave
 
e logi
iel,notre but est de fournir un large 
hoix d'opérations tant dis
rètes que 
ontinues a�n de pou-voir manipuler des objets géométriques fournis sous l'une ou l'autre de 
es deux formes. Noussouhaitons de plus pouvoir travailler à un moment donné et de manière préférentielle soit sur lareprésentation dis
rète, soit sur la représentation eu
lidienne d'un même objet géométrique. Lareprésentation qui n'a pas été modi�ée peut alors, a�n de 
onserver les di�érentes représentations
ohérentes, être mise à jour en 
onséquen
e en appliquant soit un algorithme de dis
rétisation(voir Chapitre 1), soit un algorithme de re
onstru
tion (voir Chapitre 3). Cependant, une miseà jour des objets dans leur intégralité peut s'avérer parti
ulièrement 
oûteuse en terme de tempsde 
al
ul. Ainsi, nous souhaitons pouvoir e�e
tuer des mises à jour lo
ales de nos objets lorsque
elles-
i sont possibles.A�n de représenter et manipuler nos objets, nous avions besoin d'une stru
ture de données re-groupant les di�érentes représentations, et établissant une relation 
on
rète entre elles. Dans unepremière version de SpaMod [ABL01℄, la stru
ture proposée regroupait plusieurs représentations,à la fois dis
rètes et 
ontinue, du même objet géométrique. Cependant, seule la représentation
ontinue pouvait être modi�ée, et dans 
e 
as, l'ensemble des représentations de l'objet devaitêtre entièrement re
al
ulé.Cette stru
ture de données ne répondant pas à nos attentes, nous nous sommes alors intéressésà l'étude d'une nouvelle stru
ture adaptée aux deux problèmes suivants :� La stru
ture doit autoriser la modi�
ation des di�érentes représentations.� Les di�érentes représentations doivent être reliées12 a�n de pouvoir éventuellement réper-
uter lo
alement aux autres représentations une modi�
ation de l'une d'entre elles.A�n de 
on
ilier 
es di�érentes 
ontraintes, nous avons 
hoisi d'intégrer les di�érentes repré-sentations dans une même stru
ture de données hiérar
hique. Ce type de stru
ture 
onsiste enplusieurs niveaux ordonnés, 
haque niveau étant physiquement relié aux niveaux le pré
édant etle suivant dans la stru
ture. Plusieurs exemples d'utilisation d'une stru
ture hiérar
hique dansle 
adre de la manipulation d'images sont dé
rits dans [GS06℄. De même, un exemple d'utilisa-tion d'une telle stru
ture dans un 
adre di�érent, la modélisation de 
omplexes ar
hite
turaux,est dé
rit dans [Fra04℄. Dans notre 
as, 
haque niveau de la stru
ture 
orrespond à une repré-sentation parti
ulière, eu
lidienne ou dis
rète, d'un même objet géométrique. De plus, toutes10Site web de Moka : http ://www.si
.sp2mi.univ-poitiers.fr/moka/.11Signal, Image, Communi
ations - Université de Poitiers12Nous entendons par �reliées� l'existen
e de relations entre les di�érentes représentations nous permettant demettre en 
orrespondan
e les divers éléments 
omposant 
haque représentation. Ce
i est en e�et possible puisque
es représentations sont 
onstruites à partir d'un même objet eu
lidien.88



4.2. Le modèle topologique des 
artes généraliséesles représentations peuvent être modi�ées, et re
al
ulées à partir des autres représentations, enutilisant notamment tout ou partie des pro
essus de dis
rétisation et de re
onstru
tion. En�n,notons qu'il est né
essaire de garantir une 
ohéren
e entre les di�érents niveaux puisque toutesles représentations sont basées sur un unique objet.A�n de modéliser les représentations 
onstituant les quatre niveaux de la stru
ture, nousavons 
hoisi d'utiliser le modèle topologique des 
artes généralisées. Il s'agit d'un modèle dereprésentation par les bords, dé�ni en toute dimension, qui nous permet de disposer pour 
haquereprésentation d'informations à la fois topologiques et géométriques. Le 
hoix de 
e modèle esten grande partie lié au fait que la stru
ture de données interne au modeleur Moka est elle-mêmebasé sur 
e modèle. Ainsi, dans un sou
i d'homogénéité entre les di�érentes représentations, nousavons 
hoisi de 
onserver 
e modèle de représentation.En�n, dans le but de résoudre le se
ond problème posé, à savoir la possibilité de propagerlo
alement à toutes les représentations des modi�
ations appliquées à l'une d'entre elles, nousétablissons des liaisons entre elles. Ces liaisons sont situées au niveau topologique de 
haquereprésentation.Ce dernier 
hapitre est organisé 
omme suit. Tout d'abord, dans la se
tion 4.2, nous fai-sons quelques rappels 
on
ernant le modèle topologique des 
artes généralisées. Puis, dans lase
tion 4.3, nous détaillons notre stru
ture hiérar
hique en pré
isant de plus de quelle manièreelle a été mise en ÷uvre au sein de SpaMod. En�n, la se
tion 4.4 est quant à elle 
onsa
rée àla des
ription de plusieurs opérations basées sur la stru
ture dé
rite. Dans les deux dernièresse
tions, nous nous limitons à l'étude du problème en dimension 2. Cependant, la stru
ture etles opérations peuvent tout aussi bien être dé
rites en dimension 3, 
omme nous le verrons dansla 
on
lusion de 
e 
hapitre.4.2 Le modèle topologique des 
artes généraliséesUn modèle topologique permet de représenter des subdivisions de R
n en 
ellules de dimension

i ∈ J0, nK (sommets, arêtes, fa
es et volumes pour les dimensions 0, 1, 2 et 3). Il permet de plus dereprésenter expli
itement les relations d'in
iden
e et d'adja
en
e entre les di�érentes 
ellules. Unmodèle topologique peut alors être 
omplété par diverses informations, telles que des informationsgéométriques. Ces informations sont appelées des plongements.A�n de disposer d'informations topologiques au sein de notre stru
ture, nous avons 
hoiside représenter nos objets géométriques, qu'ils soient sous forme dis
rète ou eu
lidienne, à l'aidedu modèle topologique des 
artes généralisées ou G-
artes [Lie89, Lie94℄. Ce modèle, introduitpar P. Lienhardt, est un modèle 
ombinatoire qui permet de représenter la topologie de quasi-variétés 
ellulaires, orientables ou non orientables, ave
 ou sans bords. De manière informelle,une quasi-variété 
orrespond à un assemblage deux à deux de 
ellules de dimension i le long de
ellules de dimension i-1, i ∈ J1, nK. Ce modèle fait partie des modèles dits de représentation parles bords ou B-rep [Lie91℄.Dans 
e qui suit, nous donnons plusieurs dé�nitions et notations relatives aux 
artes géné-ralisées. Nous présentons de plus les trois opérations fondamentales permettant la 
onstru
tiond'une 
arte généralisée. 89



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
rets4.2.1 Dé�nition d'une 
arte généraliséeUne 
arte généralisée de dimension n est 
omposée d'un ensemble d'éléments abstraits appelésbrins, et d'un ensemble d'opérations sur 
es brins, notées αi, i ∈ J0, nK.Dé�nition 23 (n-G-
arte) Soit n ∈ N. Une 
arte généralisée de dimension n est une algèbre
G = (B,α0, . . . , αn), où :� B est un ensemble �ni de brins ;� Pour tout i tel que 0 ≤ i ≤ n, αi est une involution13 sur B ;� Pour tout 
ouple (i, j) tel que 0 ≤ i < i + 2 ≤ j ≤ n, αi ◦ αj est une involution.La �gure 4.1 illustre la dé
omposition topologique d'un objet en dimension 2 à l'aide d'une2-G-
arte. L'objet topologique de la �gure 4.1a est dé
omposé en fa
es topologiques reliées pardes involutions α2 (voir Figure 4.1b). De la même manière, les fa
es sont dé
omposées en arêtestopologiques reliées par des involutions α1 (voir Figure 4.1
). En�n, les arêtes sont dé
omposéesen deux brins qui sont reliés par des involutions α0 (voir Figure 4.1d).

(a) α2 (b)
α1

(
)
α0

brin

(d)Fig. 4.1 � Exemple de dé
omposition topologique d'un objet en 2-G-
arte : (a) Un objet eu
lidienen dimension 2, (b) Sa dé
omposition en fa
es topologiques, (
) Dé
omposition des fa
es en arêtestopologiques, (d) Dé
omposition des arêtes en brins.Une n-G-
arte peut soit 
ouvrir une partie de l'espa
e dans lequel elle est dé�nie, soit latotalité de 
elui-
i. On parle alors soit de n-G-
arte ave
 bord, soit de n-G-
arte sans bord (voirFigure 4.2).Dé�nition 24 Soit G = (B,α0, . . . , αn) une n-G-
arte. G est dite sans bord si et seulement si
∀i ∈ [0, n] et ∀b ∈ B, αi(b) 6= b.4.2.2 Cellules topologiquesA partir de la notion de brins, nous pouvons dé�nir la notion d'orbite. De manière informelle,une orbite est un sous-ensemble de brins qui peut être obtenu en appliquant une 
ompositiondonnée d'involutions sur un brin donné. Par exemple, si nous 
onsidérons un brin b, l'orbite
< α0, α1 > (b) est l'ensemble des brins obtenu par n'importe quelle 
ombinaison des involutions
α0 et α1 appliquée au brin b (voir Figure 4.3
).13Une involution f sur un ensemble �ni E est une bije
tion de E dans E telle que f = f−1.90



4.2. Le modèle topologique des 
artes généralisées

(a) (b)Fig. 4.2 � Exemple de 2-G-
arte ave
 bord (a), et sans bord (b).Dans une n-G-
arte, 
haque 
ellule topologique de dimension i ∈ J0, nK, appelée aussi i-
ellule ,
orrespond à une orbite parti
ulière. Cette orbite, notée < α0, ..., αi−1, αi+1, ..., αn > est l'en-semble de brins qui peut être atteint en partant d'un brin donné, et en utilisant n'importe quelle
ombinaison d'involutions, ex
eption faite de l'involution αi.Dé�nition 25 (i-
ellule) Soient G = (B,α0, . . . , αn) une n-G-
arte, b un brin de B et
i ∈ J0, nK. La i-
ellule in
idente à b est l'orbite < α0, . . . , αi − 1, αi + 1, . . . , αn > (b).Par exemple, dans une 2-G-
arte, les orbites < α1, α2 >, < α0, α2 > et < α0, α1 > 
orres-pondent respe
tivement aux sommets, arêtes et fa
es topologiques (voir Figure 4.3).

(a) (b) (
)Fig. 4.3 � Exemples de i-
ellules d'un objet topologique (en gras sur la �gure) : (a) Sommetstopologiques, (b) Arêtes topologiques, (
) Fa
es topologiques.Notons que, pour i ∈ J0, nK, l'ensemble des i-
ellules d'une n-G-
arte G 
onstitue une partitionde l'ensemble des brins de G.4.2.3 Opérations de baseUne n-G-
arte peut être 
onstruite à l'aide de trois opérations de base.La première d'entre elles est l'ajout de brin, 
haque brin ajouté étant invariant14 par toutesles involutions.La deuxième est la 
outure par l'involution αi, ou i-
outure, de deux orbites
< α0, . . . , αi−2, αi+2, . . . , αn >. Par exemple, une 3-G-
arte peut être 
onstruite par assemblage14Soit b un brin de B, αi, i ∈ J0, nK, un involution. b est invariant par αi si αi(b) = b. 91



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
retsde deux volumes topologiques (orbites < α0, α1, α2 >) en reliant deux fa
es (une fa
e de 
haquevolume) par des involutions α3. Ce
i n'est possible qu'en assemblant deux fa
es topologiquespossédant la même stru
ture, 
'est-à-dire en 
ousant par α3 deux orbites < α0, α1 > qui sontisomorphes (voir Figure 4.4).Dé�nition 26 (i-
outure) Soit G = (B,α0, . . . , αn) une n-G-
arte, b et b' deux brinsde B tels que b et b' sont invariants par αi. La 
outure par αi de b et b' peutêtre réalisée si et seulement si < α0, . . . , αi−2, αi+2, . . . , αn > (b) est isomorphe à <
α0, . . . , αi−2, αi+2, . . . , αn > (b′) par une appli
ation φ. Le résultat de 
ette opération est don
une n-G-
arte G′ = (B,α0, . . . , αi−1, α

′
i, αi+1, . . . , αn) telle que :� ∀b′′ ∈< α0, . . . , αi−2, αi+2, . . . , αn > (b) et ∀b′′′ ∈< α0, . . . , αi−2, αi+2, . . . , αn > (b′),

b′′α′
i = b′′φ et b′′′α′

i = b′′′φ−1,� ∀b′′ 6∈< α0, . . . , αi−2, αi+2, . . . , αn > (b)∪ < α0, . . . , αi−2, αi+2, . . . , αn > (b′), b′′α′
i = b′′αi.

α3

Fig. 4.4 � Exemple de 3-
outure possible entre deux volumes topologiques. Les deux fa
es topo-logiques 
ousues sont isomorphes.La dernière opération est l'opération de dé
ousure par une involution αi, i ∈ J0, nK, ou i-dé
ousure. Celle-
i est e�e
tuée en supprimant une liaison αi existant entre deux brins. Au
unepré
ondition sur les brins à dé
oudre n'est né
essaire.Remarque 8 Dans la suite de 
e mémoire, et dans le but de simpli�er les �gures, nous repré-senterons une 2-G-
arte 
omme sur la �gure 4.5.4.3 Une stru
ture hiérar
hiqueDans 
ette se
tion, nous dé
rivons la stru
ture de données que nous avons 
onçue a�n depouvoir modéliser et modi�er des objets géométriques représentés soit sous forme eu
lidienne,soit sous forme dis
rète.Il s'agit d'une stru
ture hiérar
hique 
onstituée de quatre niveaux di�érents (voir Figure 4.6),
haque niveau 
orrespondant à une représentation parti
ulière, eu
lidienne polygonale ou dis-
rète, d'un même objet géométrique. Plus pré
isément, le niveau le plus élevé dans la stru
ture92



4.3. Une stru
ture hiérar
hique
α2

α1

α0

brin

Fig. 4.5 � Représentation simpli�ée d'une 2-G-
arte.
orrespond à la représentation eu
lidienne de l'objet, et 
ha
un des trois autres niveaux 
orres-pond à une représentation dis
rète de 
e même objet. Parmi les représentations dis
rètes, le niveaule plus bas est la représentation des objets sous forme de pixels (ou de voxels en dimension 3).Les deux niveaux intermédiaires, quant à eux, 
orrespondent à deux représentations dis
rètesdes frontières, ou 
ontours, délimitant les di�érentes régions15 
omposant l'objet eu
lidien : unereprésentation impli
ite de 
es 
ontours, dite analytique, et une représentation expli
ite. Nousverrons par la suite que 
es deux représentations possèdent des propriétés intéressantes qui leursont propres.Dans 
haque niveau, l'objet géométrique 
orrespondant est topologiquement modélisé par une2-G-
arte (voir Chapitre 4.2). De plus, divers types d'informations, prin
ipalement géométriques,sont éventuellement asso
iées à la 2-G-
arte de 
haque niveau sous la forme de plongements, a�nnotamment de pouvoir visualiser les di�érentes représentations.Dans le but de permettre la propagation lo
ale d'éventuelles modi�
ations appliquées à unniveau, des liaisons sont instaurées entre 
haque 2-G-
arte 
onstituant un niveau et les 2-G-
artesla suivant et la pré
édant à l'intérieur de la stru
ture. Con
rètement, 
es liaisons 
orrespondentà des involutions supplémentaires établies entre 
ertains brins 
onstituant les di�érentes 2-G-
artes. Nous nommerons 
es liaisons des liaisons γ. Ces liaisons sont aussi établies de manière àrendre �a

essibles� aux autres niveaux les données géométriques sto
kées dans un niveau donné,et 
e de manière à limiter la redondan
e d'information à l'intérieur de la stru
ture.En�n, nous avons opté dans 
e travail pour l'ajout de deux niveaux en sus des deux niveauxextrémités. Il s'agissait d'obtenir une évolution �progressive� entre les di�érentes représentations.Nous entendons par progressif le fait de passer d'une représentation à une autre la suivant ou lapré
édant dans la stru
ture sans engendrer de fortes modi�
ations géométriques et topologiquesde l'objet représenté. Notre stru
ture a 
ependant été 
onçue de manière à pouvoir aisémentajouter ou supprimer un niveau donné, et 
e en fon
tion des besoins.Dans la suite de 
ette se
tion, nous dé
rivons tout d'abord 
haque niveau de notre stru
ture,
'est à dire les di�érentes représentations des objets, tant au niveau topologique que géomé-trique. Puis nous donnons les di�érentes 
ontraintes de 
ohéren
e devant être véri�ées au seinde la stru
ture. En�n, nous expliquons de quelle manière 
ette stru
ture a été mise en ÷uvre àl'intérieur de SpaMod.15Une région d'un objet géométrique est un ensemble de fa
es 
onnexes possédant le même label. 93
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continue

Représentation

analytique discrète
Représentation

des contours discrets
Représentation

Représentation
discrète

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 3

Niveau 2

Fig. 4.6 � Illustration de la stru
ture hiérar
hique en dimension 2. Chaque niveau 
orrespond àune représentation spé
i�que, dis
rète ou 
ontinue, d'un même objet géométrique. De plus, desliaisons bidire
tionnelles sont instaurées entre deux niveaux 
onsé
utifs dans la stru
ture.4.3.1 Les niveauxChaque niveau de notre stru
ture est une 2-G-
arte sans bord (voir Dé�nitions 23 et 24), à la-quelle sont éventuellement asso
iées des informations géométriques sous la forme de plongements.Toutes les 2-G-
artes 
orrespondent à une subdivision de l'espa
e en fa
es topologiques. Notonsque nous avons 
hoisi de travailler ave
 des 2-G-
artes sans bord a�n d'éviter le traitement de
as parti
uliers inhérents à l'existen
e d'un bord.Dans 
e qui suit, nous dé
rivons 
ha
un des quatre niveaux en pré
isant tout d'abord dequelle représentation il s'agit, puis en détaillant les di�érents plongements asso
iés à la 2-G-
arte
orrespondante.4.3.1.1 Niveau 3 : la représentation eu
lidienneCe niveau 
orrespond à la représentation eu
lidienne polygonale des objets. Chaque régionest dé
rite par un polygone eu
lidien auquel peut par exemple être asso
iée une 
ouleur (voirFigure 4.7a). L'objet de 
e niveau peut être soit importé, soit obtenu par 
onstru
tion, à l'aidedes outils présents dans le modeleur Moka.A�n de pouvoir modéliser l'objet géométrique 
orrespondant à 
e niveau, deux types d'infor-mations sont né
essaires : les 
oordonnées des sommets de l'objet géométrique et le 
as é
héantla 
ouleur asso
iée à 
ha
une des fa
es le 
omposant. Ainsi, des points à 
oordonnées réelles sont94



4.3. Une stru
ture hiérar
hiqueasso
iés à 
haque sommet topologique de la 2-G-
arte, et une 
ouleur est éventuellement asso
iéeà 
haque fa
e topologique (voir Figure 4.7b).

(a) (b)Fig. 4.7 � Le niveau eu
lidien. (a) Visualisation : objet 
omposé de deux fa
es 
olorées adja
entes.(b) 2-G-
arte : une 
ouleur et des 
oordonnées à 
oe�
ients réels sont respe
tivement asso
iéesaux fa
es et sommets topologiques.4.3.1.2 Niveau 2 : la représentation dis
rète analytiqueL'objet de 
e niveau est une des
ription analytique dans le modèle dis
ret Standard des
ontours d'un objet eu
lidien (voir Figure 4.8a). Plus pré
isément, 
haque élément du 
ontour(segment de droite) est dé
rit par un polygone analytique dis
ret 
al
ulé suivant le modèleanalytique dis
ret Standard. L'intérêt de 
ette représentation est qu'il s'agit d'une représentationimpli
ite de la dis
rétisation des 
ontours. Elle ne dépend pas du nombre de points dis
retsla 
omposant, 
ontrairement à la représentation dis
rète 
lassique (niveau 0). Ainsi, l'espa
emémoire né
essaire au sto
kage de 
ette représentation est amoindri.A�n de modéliser 
e niveau, nous devons 
onnaître les inéquations 
orrespondant à la des
rip-tion analytique dis
rète Standard des segments des 
ontours. Ces inéquations sont 
al
ulées pour
haque sommet et 
haque arête de l'objet eu
lidien, et sont ensuite sto
kées dans les sommetset arêtes topologiques de la 2-G-
arte du niveau (voir Figure 4.8b). Plus pré
isément, deux in-équations, 
orrespondant à la des
ription analytique Standard de la droite porteuse d'une arête,sont asso
iées à 
haque arête topologique. De même, quatre inéquations, 
orrespondant à la des-
ription analytique de la dis
rétisation Standard d'un point eu
lidien, sont asso
iées à 
haquesommet topologique.4.3.1.3 Niveau 1 : les 
ontours dis
retsCe niveau 
orrespond aux frontières entre les régions dis
rètes 
ontenues dans une image (voirFigure 4.9a). Nous entendons par région tout sous-ensemble de pixels 1-
onnexes possédant unemême 
ouleur. Le modèle que nous utilisons pour modéliser 
es 
ontours est le modèle interpixels[KKM90a, Kov89℄. Ave
 
e modèle, 
haque point dis
ret du 
ontour est modélisé par un pointel,et les relations adja
en
e entre deux pointels sont modélisées par un lignel. L'avantage de 
ettereprésentation est de nous permettre de disposer d'informations topologiques de haut niveau
on
ernant la représentation dis
rète, 
omme les voisinages entre régions.A�n de modéliser 
et objet, il est né
essaire de 
onnaître les 
oordonnées des pointels le
omposant. Or, 
es 
oordonnées sont déjà sto
kées au niveau 0, puisque les mêmes points dis
rets95
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(a) (b)Fig. 4.8 � Le niveau dis
ret analytique. (a) Visualisation : un objet eu
lidien (en pointillés) etla représentation analytique dis
rète Standard de ses 
ontours (zones grisées). (b) 2-G-
arte :quatre (resp. deux) inéquations sont asso
iées à 
haque sommet (resp. arête) topologique.y sont aussi présents. Il est alors possible d'a

éder à 
es 
oordonnées en exploitant les liaisonsexistant entre le niveau 1 et le niveau 0. Ainsi, a�n de ne pas sur
harger la stru
ture ave
des informations redondantes, au
un plongement n'est asso
ié à la 2-G-
arte de 
e niveau (voirFigure 4.9b). Ce
i est possible 
ar les informations géométriques né
essaires à la modélisation de
e niveau, à savoir les 
oordonnées des sommets de pixels et voxels sont situées au niveau 0 etsont a

essibles à partir du niveau 1.

(a) (b)Fig. 4.9 � Les 
ontours dis
rets : (a) Visualisation : 
haque point dis
ret est représenté par unpointel, et deux pointels su

essifs sont reliés par un lignel. (b) 2-G-
arte : au
un plongementn'est asso
ié.4.3.1.4 Niveau 0 : représentation dis
rète 
lassique dualeCe niveau 
orrespond à la représentation dis
rète 
lassique des objets, 
'est à dire sous formede pixels (voir Figure 4.10a). Nous nous plaçons i
i dans l'espa
e dis
ret dual, 
'est à dire l'espa
edans lequel les points dis
rets se trouvent non pas au 
entre des pixels mais à leurs sommets.Les objets de 
e niveau peuvent être des images importées ou 
réées grâ
e aux outils disponiblesdans le modeleur.La visualisation de 
e niveau se fait en a�
hant les pixels 
omposant l'objet dis
ret. Un96



4.3. Une stru
ture hiérar
hiquepixel étant uniquement déterminé par une position dans l'espa
e et un label (par exemple, une
ouleur), deux types de plongements sont asso
iés à la 2-G-
arte de 
e niveau (voir Figure 4.10b).Le premier est une 
ouleur que nous asso
ions à 
haque fa
e topologique. Les autres plongementssont des 
oordonnées entières que nous asso
ions à 
haque sommet topologique.

(a) (b)Fig. 4.10 � Le niveau dis
ret : (a) Visualisation : une image en niveaux de gris. (b) 2-G-
arte :un point de 
oordonnées entières et une 
ouleur sont respe
tivement asso
iés à 
haque sommetet fa
e topologiques.4.3.1.5 Mise en ÷uvreLa stru
ture 
omplète, à savoir les di�érents niveaux, ainsi que les liaisons entre les niveauxont été mis en ÷uvre grâ
e au noyau de 
artes généralisées présent dans le modeleur Moka.Cependant, l'espa
e mémoire né
essaire au sto
kage du niveau 0 sous la forme d'une G-
arteétant très important, et notamment en dimension 3, 
e niveau a été implémenté de façon plusé
onomique16.En e�et, l'espa
e mémoire né
essaire au sto
kage d'une image 
onstituée de 5122 pixels sousla forme d'une G-
arte est de l'ordre de 100 Mo, alors que pour une image en dimension 3
onstituée de 5123 voxels, l'espa
e né
essaire est pro
he de 300 Go.Ainsi, dans le but de minimiser l'espa
e mémoire né
essaire, la 2-G-
arte du niveau 0 estsimulée à l'aide de deux matri
es :� La première matri
e simule les sommets topologiques du niveau 0. Plus pré
isément, 
haque
ase de la matri
e simule un sommet topologique du niveau (voir Figure 4.11), 
e qui su�tà simuler l'intégralité de la 2-G-
arte, puisque l'ensemble des sommets topologiques formeune partition de l'ensemble de ses brins. De plus, a�n de diminuer d'autant plus l'espa
emémoire utilisé, seul un brin sur deux est simulé. Plus pré
isément, pour tout 
ouple debrins 
ousus par une liaison α2, seul un brin est simulé. Ainsi, 
haque 
ase de la matri
e
ontient un tableau de quatre 
ases, 
haque 
ase étant dédiée à un brin du même sommet.Les liaisons α0 et α1 entre les brins sont déduites des positions respe
tives des 
ases de lamatri
e par rapport à leurs voisines (alpha0), ainsi que des positions des 
ases des tableaux(alpha1).Les plongements 
orrespondant aux 
oordonnées des points dis
rets sont dire
tementdéduits des indi
es des 
ases de la matri
e. Leur sto
kage n'est don
 pas né
essaire.16Ce travail a été e�e
tué en 
ollaboration ave
 A. Fousse, Maître de 
onféren
es, Laboratoire SIC. 97
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(a) (b)Fig. 4.11 � Exemple de 2-G-
arte simulée : (a) 2-G-
arte. (b) Chaque 
ase de la matri
e (traitspointillés) simule quatre brins (en gras sur la �gure) d'un sommet topologique.� La deuxième matri
e 
ontient uniquement les 
ouleurs asso
iées aux fa
es topologiques dela 2-G-
arte.Ces améliorations permettent de réduire de manière 
onséquente la taille de l'espa
e mémoirené
essaire au sto
kage du niveau 0. Par exemple, une image de dimension 2 
onstituée de 5122pixels sera sto
kée dans 1 Mo, alors qu'une image de dimension 3 
omposée de 5122 voxels nené
essitera plus que 300 Mo.4.3.2 Contraintes de 
ohéren
eCette stru
ture hiérar
hique a été 
onçue a�n de pouvoir manipuler un même objet géomé-trique représenté sous di�érentes formes. Les di�érents niveaux de la stru
ture doivent don
véri�er plusieurs 
ontraintes a�n de rester 
ohérents entre eux. Ces 
ontraintes sont les suivantes :� Le niveau 1 
orrespond aux frontières entre les régions du niveau 0 (voir Figure 4.12).

(a) (b)Fig. 4.12 � Illustration de la première 
ontrainte de 
ohéren
e : (a) Niveau 0. (b) Niveau 1.� Le niveau 2 
orrespond à la des
ription analytique dis
rète Standard des 
ontours duniveau 3 (voir Figure 4.13).98



4.4. Opérations dans la stru
ture

(a) (b)Fig. 4.13 � Illustration de la deuxième 
ontrainte de 
ohéren
e : (a) Niveau 3. (b) Niveau 2.� La dis
rétisation Standard des 
ontours de l'objet eu
lidien doit 
ontenir les points dis-
rets du niveau 1. Cette propriété est équivalente à la propriété suivante : la des
riptionanalytique du niveau 2 
ontient tous les points dis
rets du niveau 1 (voir Figure 4.14).Nous verrons dans le 
hapitre suivant que la propriété ré
iproque n'est pas né
essairementvéri�ée.

Fig. 4.14 � Illustration de la troisième 
ontrainte de 
ohéren
e : tous les points dis
rets duniveau 1 sont 
ontenus dans l'objet dé
rit analytiquement au niveau 2.Remarque 9 Nous nous sommes limités à la présentation de notre stru
ture en dimension 2.La dé�nition de 
ette stru
ture peut 
ependant être aisément étendue aux dimensions supérieures,et en parti
ulier à la dimension 3. En e�et, notre stru
ture est uniquement basée sur le modèledes 
artes généralisées qui, nous l'avons vu, est dé�ni en toutes dimensions.4.4 Opérations dans la stru
tureLes di�érents niveaux de notre stru
ture ayant été dé�nis dans le 
hapitre pré
édent, nousnous intéressons à présent aux opérations né
essaires à la 
onstru
tion et la modi�
ation de 
esniveaux.En e�et, dans un premier temps, les di�érents niveaux de la stru
ture doivent être 
onstruits.Pour 
ela, nous avons supposé que nous disposions d'un objet géométrique sous une 
ertaineforme, et avons 
her
hé à en déduire les autres représentations. Nous avons don
 développé un99



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
retsensemble d'opérations de 
onstru
tion nous permettant d'obtenir l'ensemble des niveaux de lastru
ture à partir d'un niveau donné. Ces opérations permettent de plus l'établissement desliaisons entre les di�érents niveaux. Dans 
e travail, nous nous sommes prin
ipalement pen
héssur la 
onstru
tion des niveaux à partir d'un objet eu
lidien (niveau 3), ou à partir d'un objetdis
ret (niveau 0). En e�et, nous verrons dans la se
tion suivante que la 
onstru
tion d'un niveaupeut se faire soit à partir du niveau le suivant, soit à partir du niveau le pré
édant à l'intérieur dela stru
ture. Ainsi, la 
onstru
tion de la stru
ture à partir de l'un des deux niveaux intermédiairespeut être e�e
tuée en exploitant 
ertaines étapes des pro
essus de 
onstru
tion appliqués auxniveaux extrémités.Dans un deuxième temps, la stru
ture doit pouvoir être modi�ée tout en 
onservant la 
o-héren
e des quatre niveaux (voir Se
tion 4.3.2). Nous nous sommes don
 intéressés à la manièredont les di�érentes représentations peuvent être mises à jour suite à la modi�
ation de l'uned'entre elles. Nous nous sommes notamment pen
hés sur le problème de la mise à jour lo
ale desniveaux, 
'est à dire une mise à jour e�e
tuée suite à une modi�
ation n'a�e
tant qu'une partiede la représentation. L'intérêt d'une mise à jour lo
ale est de 
onserver les détails présents dansla partie non modi�ée de la représentation d'origine, alors que 
es détails peuvent être altéréslors d'une re
onstru
tion 
omplète de la stru
ture. Nous verrons de quelle manière 
ette mise àjour peut être e�e
tuée en exploitant les liaisons topologiques existant entre les niveaux.Dans 
ette se
tion, nous présentons tout d'abord les opérations de 
onstru
tion de la stru
-ture, que 
e soit à partir d'un objet eu
lidien, ou à partir d'un objet dis
ret. Nous dé
rivons lesétapes né
essaires à la 
onstru
tion des di�érents niveaux de la stru
ture, tant au niveau topolo-gique, que géométrique. Nous expliquons en parti
ulier de quelle manière les liaisons sont misesen pla
e entre les niveaux. Nous abordons ensuite le problème de la mise à jour de la stru
tureen 
as de modi�
ation d'un niveau. Dans la suite, nous dé
rirons les opérations sans prendre en
ompte la modi�
ation du niveau 0 que nous avons mise en ÷uvre. Nous 
onsidérerons don
 quele niveau 0 de la stru
ture est une 2-G-
arte (voir Se
tion 4.3.1.1).4.4.1 Constru
tion des niveaux et mise en pla
e des liaisonsNous nous intéressons i
i à la 
onstru
tion des di�érents niveaux de la stru
ture, que 
e soit àpartir d'un objet eu
lidien ou à partir d'un objet dis
ret. En parti
ulier, nous dé
rivons la manièredont 
haque niveau est 
onstruit à partir d'un niveau voisin. Nous détaillons prin
ipalement lesopérations topologiques né
essaires à la 
onstru
tion du niveau ainsi que la manière dont lesliaisons sont mises en pla
e durant la 
onstru
tion. La 
onstru
tion topologique des niveaux estbasée sur l'utilisation d'opérations appliquées aux 
artes généralisées des di�érents niveaux. Cesopérations, appelées 
ontra
tion et suppression de 
ellules ont été spé
i�ées par G. Damiandet P. Lienhardt dans [DL03℄. Nous ne les détaillerons pas i
i, mais nous 
ontenterons de lesdé
rire de manière intuitive.Dans la suite, nous dé
rivons en premier lieu la 
onstru
tion de la stru
ture à partir d'unobjet eu
lidien, puis à partir d'un objet dis
ret.4.4.1.1 Dis
rétisation d'un objet eu
lidienLa 
onstru
tion des niveaux de notre stru
ture à partir d'un objet eu
lidien s'e�e
tue en troisétapes : le 
al
ul de la représentation dis
rète analytique, la dis
rétisation Standard des 
ontours,et en�n, le 
al
ul de la représentation dis
rète sous forme de pixels de l'objet eu
lidien.100



4.4. Opérations dans la stru
tureDans toute 
ette se
tion, nous illustrons nos propos en nous appuyant notamment sur l'objeteu
lidien présent sur la �gure 4.15.
(a) (b)Fig. 4.15 � Exemple d'objet eu
lidien : (a) Représentation géométrique. (b) Représentationtopologique.La représentation dis
rète analytique des 
ontoursLe niveau 2 de la stru
ture est obtenu en déterminant un ensemble d'inéquations dé
rivant ladis
rétisation Standard des 
ontours de l'objet eu
lidien (voir Figure 4.16), puis en les asso
iant àla 2-G-
arte du niveau. L'ensemble de 
es inéquations, que nous appellerons des
ription dis
rèteanalytique, est 
al
ulé à partir des 
oordonnées des sommets de l'objet eu
lidien.
(a) (b)Fig. 4.16 � (a) Objet eu
lidien. (b) Représentation dis
rète analytique 
orrespondante.Les 2-G-
artes présentes aux niveaux 2 et 3 sont en règle générale topologiquement identiques(voir Figure 4.17). Seuls les plongements asso
iés di�èrent. La 
onstru
tion du niveau 2 se limitedon
 essentiellement à re
opier la 2-G-
arte du niveau 3, et à sto
ker par la suite les di�érentsplongements. De plus, des liaisons sont établies entre les brins 
orrespondants dans 
ha
une des2-G-
artes, 
omme nous pouvons le voir sur la �gure 4.17. Tous les brins des deux 2-G-
artessont alors reliés.Cependant, nous avons remarqué que dans 
ertains 
as de �gure, la 2-G-
arte du niveau 2 peutéventuellement être simpli�ée, et 
e dans le but de diminuer le nombre de 
al
uls. En e�et, nouspouvons voir sur l'exemple de la �gure 4.18a que les huit sommets de l'objet eu
lidien (en gris 
lairsur la �gure) situés dans le pixel 
oloré en gris fon
é possèdent la même dis
rétisation Standard101



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
rets
1

2

4

3(a)
1

2

4

3(b)Fig. 4.17 � 2-G-
artes et liaisons entre le niveau 2 et le niveau 3. Les brins en gras sont reliés.Par exemple, les brins numérotés 1 (resp. 2, 3 et 4) dans les deux représentations sont reliés. Sur
et exemple, il y a exa
tement 20 liaisons entre les deux niveaux.(i
i, le pixel gris fon
é). Ainsi, il est possible d'obtenir une des
ription dis
rète analytique de toutl'objet (voir Figure 4.18b) sans né
essairement 
al
uler une des
ription dis
rète analytique desarêtes 
ontenues dans le pixel. Nous voyons alors que si nous simpli�ons l'objet de la �gure 4.18aen l'objet de la �gure 4.18
, la dis
rétisation Standard du nouvel objet obtenu est identique à
elle de l'objet initial.Nous avons don
 
hoisi de simpli�er la 2-G-
arte du niveau 2 (voir Figure 4.19a) de la manièresuivante : dès lors que plus de deux sommets géométriques 
onsé
utifs de l'objet eu
lidien pos-sèdent la même dis
rétisation Standard, tous les sommets topologiques 
orrespondants, ex
eptéesles deux extrémités, sont supprimés. Pour 
e faire, pour 
haque sommet intermédiaire (voir Fi-gure 4.19b), nous appliquons une opération de suppression de sommet topologique [DL03℄, et 
ejusqu'à obtenir une arête unique entre les deux sommets extrémités, 
omme nous pouvons le voirsur la �gure 4.19
.Dans l'exemple de la �gure 4.19, la suppression du sommet se fait en dé
ousant les quatrebrins du sommet par α0, puis en 
ousant les brins dé
ousus n'appartenant pas au sommet par
α1, 
omme nous pouvons le voir sur la �gure 4.20.Notons que dans le 
as où la G-
arte du niveau 2 a été simpli�ée, 
ertains brins de la G-
artedu niveau 3 ne sont pas reliés (voir Figure 4.21).En�n, la 2-G-
arte du niveau étant 
onstruite, les di�érents plongements sont asso
iés. Ainsi,pour 
haque sommet et arête topologique du niveau 2, les inéquations 
orrespondantes sont
al
ulées à partir des 
oordonnées sto
kées dans les sommets topologiques du niveau 3. Pour
haque sommet, 
elles-
i sont obtenues en utilisant les liaisons existant entre un brin du sommetau niveau 2 et le brin 
orrespondant au niveau 3.La dis
rétisation Standard des 
ontoursLa 
onstru
tion du niveau 1 est réalisée en e�e
tuant une dis
rétisation in
rémentale suivantle modèle Standard des 
ontours de l'objet eu
lidien (voir Figure 4.22).La 
onstru
tion de la 2-G-
arte du niveau 1 se fait à partir de 
elle du niveau 2. Toutd'abord, la G-
arte du niveau 2 est re
opiée, et des liaisons sont mises en pla
e entre les brins
orrespondants des deux 2-G-
artes (voir Figure 4.23).Puis, la dis
rétisation in
rémentale Standard de 
haque arête géométrique est e�e
tuée enpartant d'un des deux sommets extrémités de l'arête. Les 
oordonnées des sommets géométriques102



4.4. Opérations dans la stru
ture
(a) (b)
(
) (d)Fig. 4.18 � Simpli�
ation du niveau 2 : (a) Objet eu
lidien, (b) Dis
rétisation Standard de l'objet(a), (
) Simpli�
ation de l'objet (a). (d) Dis
rétisation de l'objet (
).né
essaires au 
al
ul des points dis
rets, présentes au niveau 3, sont obtenues en utilisant lesliaisons existant entre les niveaux 1, 2 et 3. Dès qu'un nouveau point dis
ret est 
al
ulé, unsommet topologique est inséré sur l'arête séparant le sommet auquel est asso
ié le point dis
retpré
édemment 
al
ulé et le sommet extrémité de l'arête topologique (voir Figure 4.24b).L'insertion d'un sommet topologique se fait de la manière suivante : tout d'abord, les quatrebrins de l'arête dans laquelle doit être inséré le sommet sont dé
ousus par α0. Puis, quatrenouveaux brins sont 
réés et 
ousus par des liaisons α0 et α2. En�n, 
es brins sont 
ousus auxbrins de l'arête à l'aide d'une liaisons α1.Nous pouvons voir sur la �gure 4.24
 un exemple de 2-G-
arte niveau 1 obtenu. Suite àl'insertion des sommets topologiques, les liaisons existant entre les 2-G-
artes des niveaux 1 et 2

(a) (b) (
)Fig. 4.19 � Simpli�
ation du niveau dis
ret analytique. (a) 2-G-
arte du niveau 3. (b) Lessommets en gras sont supprimés. (
) 2-G-
arte du niveau 2 obtenue. 103



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
retsFig. 4.20 � Suppression d'un sommet topologique.

(a) (b)Fig. 4.21 � Liaisons entre le niveau 2 et le niveau 3 (
as d'une simpli�
ation). Les brins en grassont reliés, alors que les brins en pointillés ne le sont pas.sont 
onservées. Les autres brins du niveau 1 ne sont pas reliés.Cependant, les objets obtenus suite à la dis
rétisation Standard des 
ontours de l'objet eu-
lidien peuvent parfois poser problème. En e�et, 
omme nous pouvons le voir sur la �gure 4.25,le fait que 
ertains points de la dis
rétisation soient identiques génère des parti
ularités géo-métriques et topologiques que nous appellerons des fa
es dégénérées. Ces fa
es peuvent être soitentièrement dégénérées (voir Figure 4.25d), soit partiellement (voir Figures 4.25a, 4.25b et 4.25
),faisant alors apparaître des parti
ularités que nous nommerons des étranglements.Deux options se sont don
 posées à nous quant à la 
onservation de 
es fa
es et de 
esétranglements tant du point de vue géométrique que topologique de la représentation. Le fait desupprimer 
es parti
ularités peut éventuellement entraîner une perte d'information. Par exemple,
omme nous pouvons le voir sur la �gure 4.26, si nous supprimons l'étranglement, nous obtenonsdeux fa
es distin
tes. Nous avons alors perdu l'information relative à l'origine de 
es deux fa
es.Cependant, le fait de 
onserver 
es informations peut tout autant poser des problèmes d'inter-prétation et d'exploitation de l'information. Par exemple, nous pouvons voir sur la �gure 4.26
(a) (b)Fig. 4.22 � Dis
rétisation Standard des 
ontours : (a) Objet eu
lidien. (b) Dis
rétisation obtenuereprésentée à l'aide de pointels et lignels.104



4.4. Opérations dans la stru
ture
1

2

4

3(a)
1

2

4

3(b)
1

2

4
3(
)Fig. 4.23 � 2-G-
artes et liaisons entre les niveaux 1 et 2.

(a) (b) (
)Fig. 4.24 � Constru
tion de la G-
arte. Niveau 1 en 
ours de 
onstru
tion après la dis
rétisationStandard d'une arête.un exemple d'étranglement topologiquement di�
ilement exploitable. Nous avons alors 
hoisi desupprimer 
es parti
ularités du niveau 1.Pour 
e faire, les sommets topologiques 
orrespondant à des points dis
rets identiques sontdéterminés. Puis, les arêtes 
omprises entre 
es sommets sont 
ontra
tées [DL03℄.Suite à la disparition des étranglements, 
ertaines liaisons préexistantes ont parfois de mêmedisparues. Nous avons alors 
hoisi, a�n de 
onserver 
es liaisons, de les dépla
er préalablement.Celles-
i sont dépla
ées le long de l'étranglement, jusqu'à atteindre une arête ne devant pas être
ontra
tée. Dans le 
as d'une fa
e entièrement dégénérée, les liaisons existant entre les brins de
ette fa
e et le niveau 2 ne sont pas 
onservées. Cela nous permet de 
onserver une informationsur le provenan
e des sommets supprimés. Une illustration de 
ette opération est montrée sur la�gure 4.27.En�n, des plongements 
orrespondant aux 
oordonnées entières des points dis
rets sont mo-mentanément asso
iés à 
haque sommet topologique de la G-
arte.Des 
ontours à l'objet dis
retLe niveau 0 est obtenu en déterminant quels sont les pixels se trouvant à l'intérieur des
ontours du niveau 1. Ceux-
i peuvent par exemple être obtenus en appliquant un algorithme deremplissage à une matri
e représentant le niveau 1. Les points dis
rets se trouvent alors pla
éssur les sommets des pixels (voir Figure 4.28).La 
onstru
tion de la 2-G-
arte de 
e niveau est e�e
tuée en deux étapes. Tout d'abord, la105



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
rets
(a)
(b)
(
)(d)Fig. 4.25 � Exemples de fa
es dégénérées : (a), (b) et (
) Divers étranglements possibles. (d)Fa
e entièrement dégénérée.

2-G-
arte du niveau 1 est re
opiée et les liaisons mises en pla
e entre les brins 
orrespondantsdes deux 2-G-
artes.Puis, pour 
haque pixel déterminé, une fa
e topologique 
omposée de quatre arêtes et 
ousuepar des liaisons α2 à la 2-G-
arte du niveau. Les plongements 
orrespondants, à savoir la 
ouleurdu pixel, ainsi que les 
oordonnées des sommets sont ensuite asso
iés. Notons que la 
ouleur dupixel doit 
orrespondre à la 
ouleur asso
iée à la fa
e dont le pixel appartient à la dis
rétisation.De plus les 
oordonnées des sommets sont ré
upérées en a

édant aux 
oordonnées sto
kées dansle niveau 1 via les liaisons γ entre les deux niveaux. Ces dernières sont alors supprimées duniveau 1, puisque déjà sto
kées au niveau 0 et a

essibles à partir de n'importe quel niveau viales liaisons γ.106



4.4. Opérations dans la stru
ture
(a) (b)
(
) (d)Fig. 4.26 � Exemple de dé
onnexion de fa
es.
1 2 1 2Fig. 4.27 � Exemple de dépla
ement des liaisons avant la suppression de brins reliés.4.4.1.2 Re
onstru
tion d'un objet dis
retNous nous intéressons à présent à la 
onstru
tion de notre stru
ture à partir d'un objetdis
ret. Nous détaillons les deux étapes né
essaires, la première pour 
onstruire le niveau 1,et la deuxième pour 
onstruire les niveaux 2 et 3 simultanément. Le niveau 1 est obtenu enextrayant les 
ontours de la représentation dis
rète du niveau 0. Les niveau 2 et 3 sont obtenusen e�e
tuant une re
onstru
tion (voir Partie 2) des 
ontours du niveau 1, 
ette re
onstru
tiondevant être inversible pour le modèle Standard.Extra
tion des 
ontours de l'objet dis
retLe niveau 1 est obtenu en extrayant les 
ontours du niveau 0 se trouvant entre deux ensemblesde pixels 1-
onnexes possédant la même 
ouleur.La 2-G-
arte du niveau 1 peut être obtenue de la manière suivante : tout d'abord, la 2-G-
artedu niveau 0 est re
opiée et des liaisons γ mises en pla
e entre les brins des deux 2-G-
artes. Puis,les fa
es topologiques adja
entes auxquelles est asso
iée la même 
ouleur sont fusionnées. 107



Chapitre 4. Un modeleur géométrique à base topologique d'objets dis
rets
(a) (b)Fig. 4.28 � Exemples de niveaux 0 et 1.La fusion de deux fa
es topologiques est obtenue en appliquant une opération de suppressionsur l'arête 
ommune aux deux fa
es.Suite à la fusion des diverses fa
es, 
ertaines liaisons γ sontalors supprimées.La re
onstru
tion d'un objet 
ontinuLes niveaux 2 et 3 se 
onstruisent lors de la même opération. En e�et, lorsque l'objet initialest un objet dis
ret, les niveaux 2 et 3 sont topologiquement identiques. Il s'agit d'utiliser uneméthode de re
onstru
tion, telles que 
elles que nous avons dé
rites dans la partie 2, sur les
ontours dis
rets du niveau 1, et 
e de façon à obtenir une représentation polygonale de 
es
ontours.La 
onstru
tion de la G-
arte du niveau 2 peut être fait de la manière suivante :tout d'abord,la G-
arte du niveau 1 est re
opiée, et des liaisons γ sont mises en pla
e entre les brins 
orres-pondants des deux 2-G-
artes. Puis, lors du pro
essus de re
onnaissan
e des segments dis
rets,les sommets topologiques 
orrespondants aux points dis
rets re
onnus sont supprimés. Ce
i s'ef-fe
tue de la même manière que dans le 
as de la simpli�
ation du niveau 2 (voir Se
tion 4.4.1.1).Les liaisons entre les deux niveaux sont don
 les liaisons qui ont été 
onservées lors du pro-
essus de suppression des sommets topologiques, 
'est à dire les liaisons ave
 les brins extrémitésdes segments re
onnus. Les autres brins du niveau 1 ne sont pas reliés.Le niveau 3 est obtenu en re
opiant la 2-G-
arte du niveau 2 et en établissant des liaisons γentre les 2-G-
artes des deux niveaux.En�n, des plongements sont asso
iés aux 2-G-
artes des niveaux 2 et 3. Plus pré
isément, les
oordonnées des sommets de l'objet eu
lidien 
al
ulé sont asso
iées aux sommets topologiques dela 2-G-
arte du niveau 3. De plus, les 
ouleurs des fa
es de l'objet eu
lidien, déduites des 
ouleursdes pixels 
orrespondants du niveau 0 via les liaisons γ sont asso
iées aux fa
es topologiques dela 2-G-
arte du niveau 3. En�n, les inéquations 
onstituant la des
ription dis
rète analytiquedu niveau 2 sont 
al
ulées et asso
iées aux arêtes et sommets topologiques de la 2-G-
arte duniveau 2.4.4.2 Modi�
ation et mise à jour des niveauxDans 
ette se
tion, nous abordons le problème de la mise à jour de la stru
ture en 
as demodi�
ation d'un niveau.Nous présentons tout d'abord des diverses opérations de modi�
ation que nous souhaitonspouvoir appliquer aux niveaux de notre stru
ture. Puis, nous dis
utons de la propagation desmodi�
ations d'un niveau aux autres niveaux de la stru
ture. Nous verrons en parti
ulier de108



4.4. Opérations dans la stru
turequelle manière les liaisons entre les niveaux peuvent être exploitées de façon à mettre à jourlo
alement les di�érents niveaux.4.4.2.1 Manipulation des représentationsAve
 notre logi
iel de modélisation, nous souhaitons pouvoir 
réer et modi�er des objetseu
lidiens ou dis
rets.Diverses opérations géométriques et topologiques permettant la manipulation d'objets eu
li-diens sont déjà intégrées à notre modeleur par le biais du modeleur Moka. Parmi 
es opérations,nous trouvons des opérations de 
réation d'objets (polygones, maillages, sphères, tores, ...), desopérations topologiques de bas niveau (
outure, dé
ousure, suppression de brins) et de haut ni-veau (fusion, 
ontra
tion, insertion de 
ellules), ou en
ore des opérations géométriques simples(rotation, translation, homothétie).Au niveau dis
ret, les opérations fondamentales permettant la manipulation des images estl'ajout ou la suppression d'un pixel (
e qui revient à un 
hangement de 
ouleur du pixel). Cetteopération n'est à l'heure a
tuelle pas implémentée, mais il s'agit de l'une des premières opérationsqu'il faudra implémenter dans le futur.En�n, nous souhaitons à plus long terme développer des opérations permettant la 
réationet la modi�
ation des niveaux 1 et 2 de la stru
ture.4.4.2.2 Mise à jour de la stru
tureLorsque l'une des quatre représentations est modi�ées, il est né
essaire, a�n de maintenirune 
ohéren
e entre les représentations, de mettre à jour les autres niveaux. Pour 
ela, deuxpossibilités s'o�rent à nous : re
onstruire la totalité des trois autres niveaux en utilisant lesopérations dé
rites dans la se
tion 4.4.1, ou re
onstruire lo
alement les di�érentes représentations.Pour 
e faire, notre idée est d'utiliser les liaisons γ. En e�et, 
es liaisons peuvent être exploitéesà plusieurs �ns. Tout d'abord, nous avons vu que les informations géométriques sont sto
kées uneseule fois au sein de la pyramide et 
e pour éviter la redondan
e d'information. Ce
i est possible
ar les liaisons γ permettent l'a

ès aux diverses informations 
ontenus dans les niveaux, et 
e àpartir de n'importe quel niveau. De plus, 
es liaisons nous permettent de 
onnaître la �provenan
e�d'un segment topologique à un niveau donné. Ainsi, si un niveau de la pyramide est modi�é, ilest possible de 
onnaître les brins des autres niveaux 
on
ernés par la modi�
ation. Les liaisonsseront don
 utilisées dans le 
adre des mises à jour de la stru
ture.Il y a 
ependant des situations pour lesquelles une mise à jour lo
ale ne sera pas possible,
omme par exemple suite à la translation de l'objet dis
ret. La re
onstru
tion lo
ale des niveauxn'est 
ependant pas toujours faisable. En e�et, l'appli
ation de 
ertaines opérations à une re-présentation impliquent né
essairement une re
onstru
tion 
omplète de la stru
ture. C'est parexemple le 
as de la rotation eu
lidienne.De la même manière, 
ertaines modi�
ations d'un objetdis
ret peuvent amener à la re
onstru
tion totale des niveaux.
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4.4. Opérations dans la stru
ture

(a) (b)

(
) (d)Fig. 4.29 � Une image 
ouleur segmentée : (a) Représentation dis
rète, (b) Représentation ana-lytique dis
rète, (
) Représentation dis
rète des 
ontours, (d) Représentation eu
lidienne.
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4.4. Opérations dans la stru
ture

(a) (b)

(
) (d)Fig. 4.30 � Une image segmentée en niveaux de gris
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4.5. Con
lusion et perspe
tives4.5 Con
lusion et perspe
tivesDans 
e 
hapitre, nous avons tout d'abord rapidement présenté le modèle topologique des
artes généralisées à l'aide duquel les di�érents objets manipulés dans notre modeleur sont re-présentés, 
e qui nous permet de disposer d'informations topologiques.Nous avons ensuite dé
rit la stru
ture hiérar
hique que nous avons 
onçue a�n de pouvoirsto
ker et manipuler les di�érentes représentations de nos objets. Cette stru
ture permet notam-ment d'établir un ensemble de liaisons entre les di�érentes représentations de nos objets, tant auniveau topologique que géométrique.En�n, nous avons dé
rit les opérations fondamentale de 
onstru
tion de la stru
ture, toutd'abord à partir d'un objet eu
lidien, puis à partir d'une image. Nous avons ensuite abordé leproblème de la mise à jour des di�érents niveaux suite à une modi�
ation de l'un d'entre eux endonnant quelques idées sur le problème posé et sur les solutions envisageables.Le développement de la partie SpaMod du logi
iel de modélisation, à savoir la mise en ÷uvrede la stru
ture hiérar
hique et des opérations de 
onstru
tion, ainsi que l'intégration de 
es tra-vaux au sein du logi
iel de modélisation d'objets eu
lidiens Moka, ont été entièrement e�e
tuéesdurant 
ette thèse. Quelques 
aptures d'é
rans sont montrées sur les �gures 4.29, 4.30 et 4.31.Ce logi
iel de modélisation est a
tuellement toujours en 
ours de développement, et de nom-breuses fon
tionnalités peuvent en
ore lui être asso
iées, tant pour le traitement et la manipula-tion d'images en dimension 2 que pour le traitement de volumes en dimension 3.Tout d'abord, en dimension 2, les opérations de mises à jour des di�érentes représentationssont en
ore en 
ours d'étude.De même, 
ertaines opérations annexes peuvent éventuellement être ajoutées. Quelques opé-rations telles que des opérations l'homothétie dis
rète [LSA06℄, ainsi qu'un algorithme de seg-mentation par ligne de partage des eaux ont déjà été intégrées.En�n, l'extension à la dimension 3 de 
e logi
iel est elle aussi en 
ours développement. Lastru
ture ayant été 
onçue de manière générique, elle est utilisable en toutes dimensions.Les travaux présentés dans 
e 
hapitre ont fait l'objet de plusieurs publi
ations [DDGAL05,DA05, DA06b℄, dont un arti
le de revue.
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rets

(a) (b)

(
) (d)Fig. 4.31 � Une partie de l'image Lena
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Con
lusion et perspe
tivesDans 
ette se
tion de 
on
lusion, nous passons en revue les di�érents points que nous avonsabordés dans 
e travail de thèse, à savoir, la re
onnaissan
e de primitives dis
rètes, la re
ons-tru
tion analytique d'objets dis
rets et en�n la 
on
eption d'un logi
iel de modélisation d'objetsdis
rets.Pour 
ha
un de 
es points, nous ré
apitulons nos di�érentes 
ontributions et donnons quelquesperspe
tives à 
es travaux.Re
onnaissan
e de primitives dis
rètesDans 
ette thèse, nous avons tout d'abord dé�ni la notion de Super
ouverture universelle d'unhyperplan eu
lidien 
omme étant l'ensemble des pavés d'un espa
e dis
ret quel
onque 
oupés parl'hyperplan (voir Chapitre 1).Nous avons ensuite dé
rit, dans le 
hapitre 2 de 
e mémoire, la préimage généralisée d'unensemble de polytopes. Cette préimage est un polytope d'un espa
e de paramètres que nousavons dé�ni dans le même 
hapitre. En parti
ulier, 
haque point de 
ette préimage est asso
ié àun hyperplan 
oupant les polytopes donnés.A partir de 
ette préimage, nous avons proposé un nouvel algorithme de re
onnaissan
ed'hyperplans dis
rets U-Super
ouverture. Cet algorithme détermine si un ensemble de pavésappartient à un hyperplan dis
ret U-Super
ouverture en 
al
ulant la préimage généralisée despavés. Il fournit de plus l'ensemble des hyperplans solutions. Cet algorithme est in
rémental,indépendant de la position et de la 
onnexité des pavés.En�n, nous avons vu que 
et algorithme pouvait par exemple être très aisément appliqué à lare
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets dans les espa
es 
lassiques, tels que les hyperplans Super-
ouverture, Standard ou Naïfs, ainsi qu'à la re
onnaissan
e de droites dans une grille irrégulièreisothétique.Re
onstru
tion analytique inversible d'objets dis
retsUne deuxième partie de notre travail a 
onsisté en l'étude de méthodes analytiques de re-
onstru
tion d'objets dis
rets. Nous voulions en parti
ulier que les re
onstru
tions obtenues àl'aide de 
es méthodes soient inversibles pour le modèle Standard (
'est à dire que la dis
réti-sation Standard de l'objet obtenu soit identique à l'objet di
ret d'origine) et topologiquement
ohérentes ave
 l'objet dis
ret de départ.Nous avons proposé dans le 
hapitre 3 de 
e mémoire deux méthodes de re
onstru
tionrépondant à nos 
ritères en dimensions 2 et 3.117



Con
lusion et perspe
tivesRe
onstru
tion en dimension 2Nous avons proposé un algorithme de re
onstru
tion inversible de 1-
ourbes dis
rètes 
las-siques, ouvertes ou fermées, simples ou non simples. Cette algorithme est en parti
ulier basé surl'algorithme de re
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets présenté dans 
e mémoire et appliqué à lare
onnaissan
e de droites Standard.Les résultats obtenus ave
 
et algorithme sont visuellement de très bonne qualité et sontnotamment meilleurs, en terme de nombre de segments re
onstruits, que les résultats obtenunsave
 les deux méthodes proposées par R. Breton dans sa thèse [Bre03℄.Une première perspe
tive à 
e travail est l'amélioration de la méthode de re
onstru
tion en re-
her
hant par exemple des points parti
uliers de la 
ourbe (tels que les points de rebroussementsdé�nis dans [Bre03℄) a�n de guider la re
onnaissan
e des segments dis
rets pour obtenir des ré-sultats visuellement plus pro
hes de l'objet dis
ret d'origine (par exemple essayer de re
onstruireun �
arré dis
ret� en un 
arré eu
lidien).Une deuxième perspe
tive à 
es travaux est l'extension de 
et algorithme à la re
onstru
tionde 
ourbes dis
rètes dans un espa
e dis
ret quel
onque, tel que les grilles irrégulières isothétiques.De part la dé�nition de la préimage généralisée, 
ette extension est quasi-immédiate.Re
onstru
tion en dimension 3Nous avons présenté un nouvel algorithme de re
onstru
tion analytique de volumes dis
rets
2-
onnexes fournissant une surfa
e polygonale répondant à nos 
ritères. Cet algorithme est, tout
omme l'algorithme de re
onstu
tion de 
ourbes en dimension 2, basé sur notre algorithme dere
onnaissan
e d'hyperplans dis
rets appliqué 
ette fois-
i à la re
onnaissan
e de plans Stan-dard. De plus, 
haque fa
ette de la surfa
e polygonale générée est obtenue en deux étapes : uneétape de re
onnaissan
e 
ontrainte (
haque fa
ette devant être générée peut éventuellement êtreadja
ente à une autre fa
ette déjà générée), et une étape de polygonalisation. Cette dernièreétape est e�e
tuée en appliquant un algorithme de polygonalisation de 2-
ourbes dis
rètes pla-naires ouvertes ou fermées que nous avons proposé dans 
e même 
hapitre. Cet algorithme esten parti
ulier basé sur une méthode de re
onstru
tion de 1-
ourbes irrégulières.Les surfa
e générées ave
 
ette méthode, bien que répondant à nos 
ritères, sont visuellementpeu satisfaisantes. Cela est prin
ipalement du au 
ara
tère fortement 
ontraint de l'étape dere
onnaissan
e. De même, le nombre de fa
ettes générées est nettement inférieur au nombre defa
ettes générées par la méthode des Mar
hing Cubes, mais reste 
ependant pro
he des résultatsobtenus ave
 des méthodes de simpli�
ations de Mar
hing Cubes répondant aussi à nos 
ritères.Plusieurs améliorations peuvent 
ependant être apportées à notre méthode de manière à obtenirde meilleurs résultats.Une première perspe
tive à 
es travaux est don
 l'amélioration d'un ensemble d'étapes denotre algorithme. En e�et, les fa
ettes générées ont des formes très variées et présentent demultiples 
on
avités induisant la génération de petites fa
ettes. Une première amélioration seraitd'essayer d'obtenir des fa
ettes de forme plus régulière, et 
e de manière à obtenir un nombreinférieur de petites fa
ettes.Une deuxième amélioration serait d'utiliser notre algorithme de re
onstru
tion de 
ourbes
1-
onnexes étendu au 
as des grilles irrégulières pour re
onstruire le 
ontour des fa
ettes de lasurfa
e. En e�et, l'algorithme utilisé a
tuellement génère un nombre important de segments, 
arfortement 
ontraint.118



Con
lusion et perspe
tivesA plus long terme, une dernière perspe
tive serait d'essayer d'étendre notre méhode de re
ons-tru
tion de 
ourbes dis
rètes en dimension 2 à la re
onstru
tion de volumes dis
rets en dimension3, 
'est à dire, essayer de moins 
ontraindre l'étape de re
onnaissan
e de plans dis
rets.Le logi
iel de modélisation SpaModDans le dernier 
hapitre de 
e mémoire, nous avons dé
rit l'ar
hite
ture de notre logi
ielde modélisation géométrique à base topologique d'objets dis
rets en dimensions 2 et 3. Nousavons tout d'abord dé
rit la stru
ture hiérar
hique que nous avons 
onçue a�n de permettrela manipulation d'objets géométriques représentés aussi bien sous forme dis
rète que 
ontinue.Nous avons de plus dé
rit les opérations de 
onstru
tion de 
ette stru
ture et donné quelquesidées 
on
ernant le manière de mettre à jour la stru
ture dans le 
as de la modi�
ation d'un desniveaux.Ce logi
iel de modélisation est a
tuellement en
ore en 
ours de développement, et de nom-breuses fon
tionnalités peuvent en
ore lui être asso
iées, tant pour le traitement et la manipula-tion d'images en dimension 2 que pour le traitement de volumes en dimension 3.Tout d'abord, en dimension 2, les opérations de mises à jour des di�érentes représentationssuite à la modi�
ation de l'une d'entre elles, dis
rète ou eu
lidienne, sont en
ore en 
ours d'étude.De même, 
ertaines opérations annexes peuvent éventuellement être ajoutées. Certaines ontdéjà été ajoutées telles que des opérations d'homothétie dis
rète [LSA06℄, ainsi qu'un algorithmede segmentation par ligne de partage des eaux.En�n, l'extension à la dimension 3 de 
e logi
iel est elle aussi en 
ours développement.
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tion d'une 1-
ourbe dis
rète : (a) Résultat de l'étape de re
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onstru
tion ave
 joints : (a) Ensemble des droites solutions (en grisfon
é sur la �gure) pour le segment dis
ret re
onnu, (b) Choix d'une droite solu-tion, (
) Résultat du pro
essus de re
onnaissan
e, (d) Courbe polygonale obtenueaprès l'ajout de joints. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483.5 Exemple de re
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) Résultat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.6 Prin
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e du premier seg-ment. Le pixel de départ est en gris fon
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onnaissan
e. (b) Re
onnaissan
e des segments suivants. (
) Étape de polygo-nalisation. La �è
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tion de polygonalisation. . . . . . . . . 513.7 Illustration du pro
essus de re
onnaissan
e. (a) Contrainte de la re
onnaissan
edu premier segment (I sur la �gure). Pixel de départ (P ). (b) Contrainte de la re-
onnaissan
e du deuxième segment. (
) Ensemble de droites eu
lidiennes résultantdu pro
essus de re
onnaissan
e de 
ourbe dis
rète. . . . . . . . . . . . . . . . . . 523.8 Résultat du pro
essus de polygonalisation (en pointillés sur la �gure). Le sens dere
onstru
tion est indiqué par la �è
he noire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 563.9 Résultat du pro
essus de re
onstru
tion : (a) Image originale, (b) Objet obtenu,(
) La 
ourbe polygonale obtenue 
oupe bien tous les pixels de la 
ourbe dis
rète. 563.10 Exemple de 
ourbe dis
rète re
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rets, (b) Image résultante : la frontière entre les régions noire et blan
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onstituée de 38 segments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 583.11 Exemple de 
ourbe dis
rète re
onstruite ave
 la méthode étendue : (a) Imaged'origine : la frontière entre les régions noire et blan
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rets, (b) Image résultante : la frontière entre les régions noire et blan
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onstituée de 38 segments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.12 Exemple de 
ourbe dis
rète re
onstruite ave
 la méthode étendue : (a) Imaged'origine : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 302 pointsdis
rets, (b) Image résultante : la frontière entre les régions noire et blan
he est
onstituée de 64 segments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613.13 Exemple de 
ourbe dis
rète re
onstruite ave
 la méthode étendue : (a) Imaged'origine : la frontière entre les régions noire et blan
he est 
onstituée de 305 pointsdis
rets, (b) Image résultante : la frontière entre les régions noire et blan
he est
onstituée de 39 segments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623.14 Données traitées : (a) Objet dis
ret d'origine V . (b) et (
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omposéde points dis
rets. (d), (e) et (f) Objets dis
rets équivalents à BV . L'objet eu
lidienobtenu doit 
ouper 
haque voxel de (e). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.15 Illustration de la méthode de re
onstru
tion : (a) Surfels re
onnus, (b) Extra
tiondu bord de la 
ourbe dis
rète (en gras), (
) Une 
ourbe dis
rète 2-
onnexe planaire
C et le plan eu
lidien 
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tion entre P et C. . . . . 653.16 Surfel de départ et ordre de re
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e. (a) Surfel de départ 
hoisi pour lapremière re
onnaissan
e de plan. (b) Ordre d'ajout des surfels pendant le pro
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onnaissan
e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 663.17 Exemple de polygonalisation de 
ourbe : (a) Une 
ourbe dis
rète, (b) Un plan
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) Interse
tion entre le plan et la 
ourbe, (d) Un résultatpossible. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69131



Table des �gures3.18 Illustration de l'algorithme d'interse
tion : (a) Opération d'interse
tion entre leplan et les arêtes, (b) Création de nouvelles arêtes, (
) Création de nouvelles fa
es. 713.19 Illustration de l'algorithme de polygonalisation de 1-
ourbe irrégulière : (a) Pre-mier 
�ne 
al
ulé, (b) Rédu
tion du 
�ne de visibilité en fon
tion du pavé suivant,(
) Exemple de 
�ne de visibilité vide, (d) Choix d'un nouveau point et 
al
ul d'unnouveau 
�ne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 723.20 Traitement parti
ulier. (a) Un surfel 
ontenant trois voxels 
ontraints. (b) Ajoutde deux fa
ettes adja
entes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 723.21 Exemples d'objets obtenus ave
 notre méthode de re
onstru
tion. . . . . . . . . . 733.22 Exemple de fa
ettes re
onstruites 
on
aves (en rouge sur les �gures (a) et (b). Surla �gure (b), nous pouvons voir le 
as d'une fa
ette 
ontenant un trou. . . . . . . 753.23 Exemple d'objet dis
ret re
onstruit à l'aide de quatre méthodes de propagationdi�érentes : (a) Méthode 1 : 4358 fa
es, (b) Méthode 2 : 4494 fa
es, (
) Méthode3 : 4603 fa
es, (d) Méthode 4 : 4850 fa
es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 763.24 Exemple d'objet dis
ret re
onstruit à l'aide de quatre méthodes de propagationdi�érentes : (a) Méthode 1 : 7661 fa
es, (b) Méthode 2 : 7646 fa
es, (
) Méthode3 : 7950 fa
es, (d) Méthode 4 : 9176 fa
es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 773.25 Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objetdis
ret est 
onstituée de 4824 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient 3472fa
es. La méthode de propagation utilisée est la méthode 2. . . . . . . . . . . . . 793.26 Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objetdis
ret est 
onstituée de 2648 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient 336fa
es. La méthode de propagation utilisée est la méthode 1. . . . . . . . . . . . . 813.27 Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objetdis
ret est 
onstituée de 86516 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient 63247fa
es. La méthode de propagation utilisée est la méthode 1. . . . . . . . . . . . . 833.28 Exemple de re
onstru
tion obtenue ave
 notre méthode : la surfa
e de l'objetdis
ret est 
onstituée de 110940 points dis
rets, et l'objet re
onstruit 
ontient87182 fa
es. La méthode de propagation utilisée est la méthode 2. . . . . . . . . . 864.1 Exemple de dé
omposition topologique d'un objet en 2-G-
arte : (a) Un objeteu
lidien en dimension 2, (b) Sa dé
omposition en fa
es topologiques, (
) Dé
om-position des fa
es en arêtes topologiques, (d) Dé
omposition des arêtes en brins. 904.2 Exemple de 2-G-
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estopologiques 
ousues sont isomorphes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 924.5 Représentation simpli�ée d'une 2-G-
arte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 934.6 Illustration de la stru
ture hiérar
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orres-pond à une représentation spé
i�que, dis
rète ou 
ontinue, d'un même objet géo-métrique. De plus, des liaisons bidire
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ture. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944.7 Le niveau eu
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es 
olorées ad-ja
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oe�
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Ar
hite
ture d'un modeleur géométrique à base topologiqued'objets dis
rets et méthodes de re
onstru
tionen dimensions 2 et 3Résumé :Dans 
ette thèse nous nous intéressons à la question suivante : 
omment obtenir un objet
ontinu à partir d'un objet dis
ret ? Dans un premier temps, nous nous intéressons au problème dela re
onnaissan
e de primitives dis
rètes, en proposant une notion de préimage généralisée. Cettepréimage est un objet géométrique qui fournit l'ensemble des hyperplans dis
rets 
ontenant lespoints dis
rets 
onsidérés. Nous en déduisons un nouvel algorithme in
rémental de re
onnaissan
ed'hyperplans dis
rets et de re
onstru
tion inversibles en dimensions 2 et 3. Dans un deuxièmetemps, nous avons abordé la modélisation d'objets dis
rets sous la forme d'un outil de modé-lisation géométrique à base topologique permettant la manipulation d'objets tant sous forme
ontinue que dis
rète. Les di�érentes représentations d'un même objet géométrique 
oexistentà l'intérieur d'une unique stru
ture hiérar
hique. Chaque niveau de la stru
ture ainsi que lesopérations internes sont dé
rites.Mots-
lés : géométrie dis
rète, re
onnaissan
e, re
onstru
tion inversible, modélisation géomé-trique et topologique, 
artes généralisées.Design of a topology based geometri
al dis
rete modeler andre
onstru
tion methods in 2D and 3DAbstra
t:Digital geometry provides tools to manipulate digital data su
h as digital images. Espe
ially,relations between dis
rete and Eu
lidiean obje
ts are of interest. For instan
e, we try to answerthe following questions : How to obtain digital obje
ts from Eu
lidean ones, and in the sameway, how to obtain Eu
lidean obje
ts from digital ones ? In this thesis, we study these twoproblems. First, we are interested in the digital hyperplane re
ognition problem whi
h 
onsistsin determining if a digital point set belongs to a same digital hyperplane. In order to solve thisproblem, we propose the de�nition of a generalized preimage, de�ned in a parameter spa
e, whi
hprovides the set of digital hyperplanes that 
ontain all given digital points. We dedu
e a newin
remental digital hyperplane re
ognition algorithm. We propose two digital obje
ts invertiblere
onstru
tion methods in dimensions 2 and 3. In the se
ond part of this work, we present thekernel of a modeling software that handles geometri
 obje
ts represented in 
ontinuous and digitalforms. Di�erent representations of a same obje
t 
oexist in an unique hierar
hi
al stru
ture. Ea
hlevel of this stru
ture as well as 
onstru
tion operations are detailed.Keywords: Dis
rete geometry, re
ognition, invertible re
onstru
tion, geometri
al and topologi-
al modeling, G-maps.




