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Fia. 1 Happy Buddha
image composée de 372 x 935
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Introduction

Les images numériques sont constituées d’un ensemble de don-
nées discrétes appelées pizels en dimension 2 (voir Figure 1) et
vozels en dimension 3. Ces images sont le plus souvent le résul-
tat d’un processus d’acquisition (imagerie médicale, photographie
numérique, .. .). Elle peuvent par ailleurs étre créées (assemblages
de pixels ou de voxels) par le biais de logiciels dédiés a la création
et & la manipulation de telles données.

Dans le domaine du traitement d’images, un probléme impor-
tant est celui de la reconnaissance des formes percues dans une
image, et en particulier la reconnaissance de formes linéaires, telles
que les droites. Essayer de faire le rapprochement entre les infor-
mations discrétes présentes dans une image et les informations
“continues” dont elles sont éventuellement issues est ici primor-
dial.

Plusieurs questions se posent alors naturellement a nous, telles
que : qu’est-ce qu’une droite discréte? Comment détecter une
droite discréte dans une image ? Comment obtenir une droite dis-
créte a partir d'une droite euclidienne ? Ou le probléme inverse :
comment obtenir une droite euclidienne & partir d’une droite dis-
créte ?

Afin de répondre a ces différentes questions, le domaine de la
géométrie discréte fournit un ensemble d’outils adaptés a la nature
discréte des images.

Dans ce domaine, diverses définitions de primitives discrétes
telles que des droites, plans, ou plus généralement hyperplans ont
été proposées [Bre65, Rev9l, Rev95, And00, COK95, And03]. Les
premiéres droites discrétes ont tout d’abord été décrites de ma-
niére algorithmique par J. BRESENHAM [Bre65]|, puis une descrip-

tion analytique des hyperplans discrets a été proposée par J.P. REVEILLES [Rev91], fournissant
ainsi une description en compréhension des objets discrets plutot qu’en extension (énumération

des données discrétes).

A partir de ces définitions, un ensemble de méthodes de reconnaissance de primitives discrétes
a été proposé [FST96, Kim84, Buz03, KS91, GDRZ05, DR95, Siv04, VC99, BD05, ST91, Vit99|.
L’objectif de ces méthodes est d’indiquer s’il existe des primitives discrétes contenant un en-
semble de données discrétes données, et le cas échéant déterminer les différents parameétres de

ces primitives.

“Image extraite de la page web http ://graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/.
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Enfin, de nombreux travaux visant a établir des relations entre le domaine discret et le
domaine continu (ou euclidien), concernant notamment 'obtention d’une description discréte
d’un objet euclidien et inversement, ont été effectués. Ces deux procédés appelés discrétisation et
reconstruction sont un sujet important de recherche en géométrie discréte.

De nombreux modéles et méthodes de discrétisation associant & une primitive euclidienne
une unique primitive discréte ont été proposés, principalement pour 'obtention d’hyperplans
discrets |[Rev95, And00, And03|, et de droites discrétes en dimension 3 [And00, Kim83, DR95|,
mais aussi plus récemment, pour U'obtention de cercles discrets [And92, Coeu02, FJT06], sphéres
et hyperpshéres discrétes [FT06], ou encore de courbes polynomiales discrétes |[FT07].

Le probléme de la reconstruction de données discrétes a lui aussi fait l'objet de nombreux
travaux, exclusivement en dimensions 2 et 3 [BF94, SBDA05, FP99, SDC05, Bre03, Siv04], et
notamment dans le but d’obtenir une reconstruction inversible pour un modéle donné, c’est a dire
telle que la discrétisation de I’'objet obtenu suivant ce modéle est identique aux données discrétes
d’origine. L’obtention d'une reconstruction inversible est un probléme crucial en géométrie dis-
créte. En effet, non seulement, 'objet reconstruit est “proche” de I'objet discret d’origine, mais
nous sommes de plus assurés qu’il n’y a ni ajout, ni perte d’information entre l'objet discret
d’origine et la discrétisation de l'objet euclidien obtenu.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés & la fois au probléme de la reconnaissance et
au probléme de la reconstruction de données discrétes.

Nous avons tout d’abord proposé une nouvelle méthode de reconnaissance d’hyperplans dis-
crets. Cette méthode est basée sur le calcul d’un objet géométrique particulier, que nous avons
baptisé préimage généralisée. Cet objet est défini dans un espace euclidien adapté appelé es-
pace de parameétres, et fournit I’ensemble des paramétres des hyperplans reconnus. De plus, cette
méthode présente I'avantage de permettre la reconnaissance d’hyperplans discrets obtenus avec
diverses méthodes et modéles de discrétisation.

Nous avons ensuite développé deux algorithmes de reconstruction inversible d’objets discrets
en dimensions 2 et 3. Ces deux algorithmes sont basés sur ’algorithme de reconnaissance d’hy-
perplans discrets présenté dans ce mémoire, et fournissent une reconstruction inversible pour le
modele de discrétisation Standard [And03, And00].

Le premier algorithme permet la reconstruction de courbes discrétes en dimension 2, ouvertes
ou fermées, simples ou non simples, et améliore notamment les résultats obtenus par R. BRETON
dans sa these [Bre03] .

Le deuxiéme algorithme permet la reconstruction de la surface de volumes discrets en une
surface polygonale. Le principal intérét de cette méthode est qu’elle fournit un résultat topo-
logiquement cohérent avec l'objet discret d’origine et constitue par la méme une réponse aux
problémes de non cohérence topologique ou de non réversibilité de la reconstruction rencontrés
par I. SIVIGNON dans sa these [Siv04], et corrigé ensuite dans [CGS04]| gréace a 'utilisation d’une
méthode basée sur 1'algorithme des Marching Cubes [LC87].

Parallélement & ces travaux sur la reconnaissance et la reconstruction de données discrétes,
nous nous sommes intéressés aux problémes de la modélisation, de la manipulation et du traite-
ment des objets discrets. Notre but était de mettre en ceuvre nos différents algorithmes au sein
d’un logiciel de modélisation d’objets géométriques, ces objets devant étre représentés aussi bien
sous forme discréte qu’euclidienne.

La motivation principale de ce travail provient du constat suivant : les lois applicables en
géométrie euclidienne ne le sont généralement pas en géométrie discrete. Par exemple, deux
droites discrétes n’ont pas obligatoirement de point d’intersection discret (voir Figure 2a). De
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méme, deux droites discrétes paralléles peuvent avoir une intersection non vide (voir Figure 2b).
Ou encore, deux points discrets ne définissent a priori pas une seule et unique droite discréte
(voir Figure 2c¢).

(a) (b) ()

F1G.2 Quelques propriétés du monde discret : (a) Deux droites discrétes séquantes sans intersec-
tion, (b) Deux droites discrétes paralléles avec intersection, (c¢) Deux droites discrétes différentes
contenant les deux mémes pixels.

De méme, la mise en ceuvre de certaines opérations, telles que la rotation, s’avére étre rela-
tivement simple dans ’espace euclidien, alors qu’elle présente de réelles difficultés dans 1’espace
discret [And96]. A contrario, I'intersection de deux objets est aisément mise en ceuvre dans le
monde discret, alors qu’elle ’est nettement moins dans le monde euclidien.

Ainsi, il nous a semblé qu’afin de pouvoir manipuler plus aisément un objet géométrique,
disposer d’une représentation discréte et d’une représentation continue de cet objet présentait
un intérét certain.

Dans cette optique, nous avons développé un logiciel de modélisation permettant la création,
I'importation et le traitement d’objets géométriques représentés a la fois sous forme discréte et
polygonale (dimension 2) ou polyédrique (dimension 3). Une des particularités de ce logiciel est
que les représentations discréte et continue d’un méme objet coexistent a l'intérieur d’une méme
structure. Il est ainsi possible, en fonction de 'opération que ’on souhaite effectuer, de choisir
la représentation la mieux adaptée. De plus, le noyau de ce logiciel est basé sur un modéle topo-
logique : les cartes généralisées [Lie89, Lie94|. Ainsi, nous pouvons représenter topologiquement
aussi bien les objets euclidiens que les objets discrets. Cette propriété est particuliérement intéres-
sante au niveau discret car habituellement, nous disposons uniquement des relations d’adjacence
entre pixels (ou voxels), ce qui dans de nombreux cas de figure n’est pas suffisant. En effet, nous
pouvons rapidement savoir si un pixel se trouve "a co6té" d’un autre pixel, mais nous ne pouvons
pas aisément déterminer quels sont les pixels qui sont contenus dans un méme objet discret. La
représentation topologique des pixels (ou voxels) permet alors de pallier ce type probléme.

Organisation du mémoire

Ce mémoire de thése est constitué de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré & des rappels de géométrie discréte. Nous donnons tout
d’abord quelques définitions relatives aux espaces discrets, ainsi qu’aux primitives discrétes.
Nous donnons ensuite les définitions de plusieurs modéles de discrétisation existants.
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Dans les deuxiéme et troisiéme chapitres, nous abordons les problémes de la reconnaissance
et de la reconstruction de données discrétes. Dans le chapitre 2, nous présentons tout d’abord
I'espace de paramétres sur lequel sont basées nos méthodes de reconnaissance et de reconstruction
d’objets discrets. Nous présentons ensuite notre algorithme de reconnaissance. Enfin, dans le
chapitre 3, nous décrivons nos méthodes de reconstruction d’objets discrets en dimensions 2 et
3.

Le quatriéme et dernier chapitre de ce mémoire consiste en une rapide description de notre
logiciel de modélisation d’objets géométriques. Nous faisons tout d’abord quelques rappels concer-
nant le modéle topologique des cartes généralisées. Nous présentons ensuite la structure de don-
nées que nous avons congue, et détaillons les opérations internes a cette structure, notamment
les opérations permettant sa construction.

Enfin, nous concluons et donnons plusieurs perspectives a ces travaux.




Chapitre 1

Rappels de géométrie discréte
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons différentes notions de géométrie discréte qui seront utilisées
dans la suite de ce mémoire.

Nous donnons tout d’abord un ensemble de définitions élémentaires relatives aux objets dis-
crets tels que espaces discrets, les points discrets, ou encore les courbes discrétes. Nous présentons
ensuite plusieurs modéles de discrétisation existants auxquels nous ferons référence par la suite.



Chapitre 1. Rappels de géométrie discréte

1.2 Notions élémentaires

Cette section est consacrée a I'introduction de différentes notions que nous utiliserons tout au
long de ce mémoire. Nous définissons tout d’abord les différents espaces discrets dans lesquels nous
seront amenés a travailler, puis les relations topologiques entre les différents éléments composant
ces espaces.

1.2.1 Notations et définitions

Dans toute la suite de ce mémoire, n € N* désignera la dimension de I’espace dans lequel nous
nous plagons. De plus, pour tout k € N*, [1, k] désignera le sous-ensemble des entiers naturels
compris entre 1 et k. Enfin, nous définissons un a-hypercube, a € R, de la maniére suivante :

Définition 1 (a-Hypercube) L’hypercube (ou  cube de dimension mn) de centre
(c1y...,¢q) ER™, et de taille « € Ry, est Uensemble des points p = (p1,...,pn) € R

vérifiant
@

ViE[[l,n]], ci—%ﬁpi§6i+2

Nous pouvons voir sur la figure 1.1 quelques illustrations d’a-hypercubes en dimensions 2, 3,
4 et 5. Nous appelons hypervozel tout hypercube de taille unitaire (o« = 1). En particulier, les
hypervoxels de dimensions 2 et 3 sont respectivement appelés pizels et vozels.

Fic. 1.1  De gauche a droite : projections symétriques en dimension 2 des hypercubes de
dimensions respectives 2 (un carré), 3 (un cube), 4 (un tesseract) et 5. Notons que sur certains
exemples, telle que la deuxiéme figure, plusieurs sommets de 'objet coincident.

Définition 2 (Boule fermée) Soit d une distance sur R™. Alors, la boule fermée Bg(c,r) de
centre ¢ € R™ et de rayon r € R est définie par

By(e,r) = {p € R"[d(c,p) <r}

1.2.2 Espaces discrets

Ces espaces sont constitués de points isolés® de 'espace euclidien R™, appelés points discrets de
dimension n, auxquels sont associés des pavages de R™, tels que par exemple les zones de Voronoi.
nous appellerons pavé tout élément d’un tel espace. De multiples espaces discrets peuvent étre

5S0it d une distance sur R™. Les points d’un ensemble £ C R™ sont dits isolés si pour tout point p € F il
existe € € RY tel que la boule fermée Bg(p, €) ne contient que p.
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(b) (c)

Fi1Gg. 1.2 Espaces discrets classiques en dimensions 2 et 3 : (a) et (b) Deux pavages possibles
de l'espace par des pixels; chaque point discret est matérialisé par un point noir. (c) Pavage de
I’espace par des voxels.

considérés et utilisés. Dans cette thése, nous nous intéressons principalement aux pavés formeés
d’unions de polytopes, de tailles et de formes variées.

Nous distinguons en particulier deux types d’espaces : les espaces correspondant & un pavage
régulier de R™, et les espaces correspondant & un pavage irrégulier.

1.2.2.1 Pavages réguliers

Une premiére catégorie d’espaces discrets correspond aux pavages réguliers de R™, c’est a
dire composés de pavés convexes ou concaves, mais tous identiques. Nous pouvons voir quelques
exemples de tels espaces sur les figures 1.2, 1.3a et 1.3b. Nous parlons alors d’espace discret
réqulier.

Parmi, ces espaces, nous trouvons les espaces discrets qui sont étroitement liés a la représen-
tation discréte des images. Ces espaces, que nous qualifierons de classiques, sont a ’heure actuelle
les espaces les plus étudiés et utilisés en infographie. Dans tout ce mémoire, nous assimilerons
I’espace discret classique de dimension n a ’ensemble Z".

Il existe plusieurs représentations de cet espace discret telles que celles décrites sur la fi-
gure 1.2. La représentation la plus utilisée correspond & un pavage de l'espace réel R™ & 1'aide
d’hypervoxels dont le centre est un point discret (voir Figures 1.2a et 1.2c). Une autre représen-
tation, duale de la premiére, consiste a paver 'espace a l'aide d’hypervoxels dont le centre est un
point & coordonnées demi-entiéres. Nous appelons cet espace 1'espace discret classique dual (voir

Figure 1.2b).

1.2.2.2 Pavages irréguliers

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons aussi & d’autres types d’espaces discrets peu uti-
lisés jusqu’a présent, mais qui connaissent actuellement un intérét grandissant. Cette deuxiéme
catégorie d’espaces correspond a des pavages irréguliers de R™, c’est & dire des pavages de 1’espace

7
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FHH D

—H -

(a) (b) (c) (d)

Fiag. 1.3 Exemples de pavages réguliers et irréguliers en dimension 2 : (a) Pavage régulier
par des hexagones. (b) Pavage régulier par des pavés concaves. (c¢) Pavage irrégulier. (d) Grille
irréguliere isothétique.

a laide de pavés de formes différentes. Nous appelons ces espaces des espaces discrets irréguliers
(voir Figures 1.3c et 1.3d). Parmi ces derniers, nous distinguons les pavages en dimension 2 formeés
de rectangles dont les arétes sont paralléles aux axes du repére de I'espace euclidien [SB01, SB02],
aussi appelés grilles irréguliéres isothétiques |Coeu05, CZ06| (voir Figure 1.3d). Notons que ces
pavages incluent notamment les espaces discrets classiques et peuvent pas exemple étre utilisés
dans le cadre de la segmentation multi-echelle d’images [GS06|, ainsi que pour représenter des
structures telles que les quad-trees [FB74].
Dans la suite, nous noterons D™ un espace discret quelconque de dimension n.

1.2.3 Topologie discréte
Dans cette section, nous introduisons les notions de voisinage et de connexité entre points
discrets afin d’établir des relations d’adjacence et d’incidence entre les pavés d’un espace discret.

1.2.3.1 Voisinage

Dans le cadre des espaces discrets classiques (voir Section 1.2.2.1), nous utilisons la définition
de woisinage entre points discrets suivante :

Définition 3 (k-voisinage [And00]) Soit k& € [0,n — 1]. Deuz points discrets
p=P1,...s0n) EZ" et ¢ = (q1,...,qn) € Z" sont dits k-voisins si

et

n
kSn_Z‘pi_qi’
i=1

Autrement dit, deux points discrets p et ¢ en dimension 2 sont 0-voisins si les pixels P et @,
de centres respectifs p et ¢ ont au moins un sommet commun. De méme, p et g sont 1-voisins
si P et @ ont au moins une aréte commune. La figure 1.4 illustre la notion de k-voisinage en
dimension 2.

Si nous appliquons la définition de k-voisinage a la dimension 3, nous obtenons la caractéri-
sation suivante : deux points discrets p et ¢ sont 0-voisins si leurs voxels respectifs P et () ont
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H B
HEE
(b)

FiG. 1.4 Exemples de voisinages en dimension 2 : (a) Un pixel gris et ses quatre 1-voisins (en
noir). (b) Le méme pixel avec ses huit 0-voisins.

(a)
au moins un sommet commun. De méme, p et ¢ sont 1-voisins si P et (Q ont au moins une aréte

commune. Enfin, p et ¢ sont 2-voisins si P et () ont au moins une face commune. La figure 1.5
illustre la notion de k-voisinage en dimension 3.

(a) (b) ()

Fi1G. 1.5 — Exemples de voisinages en dimension 3 : (a) Un voxel (au centre) et ses six 2-voisins.
(b) Le méme voxel et ses dix-huit 1-voisins. (¢) Le méme voxel et ses vingt-six 0-voisins.

Remarque 1 Nous pouvons remarquer que cette définition de voisinage est directement liée
aux relations d’adjacence entre les hypervoxels. Elle présente de plus l'intérét d’étre homogéne
en toutes dimensions, contrairement o d’autres définitions du voisinage classiquement utilisées,
telles que celles présentées dans le tableau 1.1.

Notations utilisées | Notations classiques
Dimension 2 1—Vo%s%nage 4—V0%S%nage
0-voisinage 8-voisinage
2-voisinage 6-voisinage
Dimension 3 1-voisinage 18-voisinage
0-voisinage 26-voisinage

TaB. 1.1 — Correspondance entre les notations de k-voisinage en dimensions 2 et 3 que nous
utilisons et les notations classiques.

Dans le cadre d’espaces discrets non plus classiques, mais quelconques (voir Section 1.2.2),
nous pouvons suite a la remarque 1 donner une autre définition du k-voisinage :
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Définition 4 (Généralisation du k-voisinage) Soit k € [0,n — 1]. Deux points discrets p et
q d’un espace discret D™ sont dits k-voisins si leurs pavés associés P et Q sont adjacents par au
moins une cellule topologique de dimension k.

1.2.3.2 Connexité

A partir de la définition de voisinage précédemment donnée, nous déduisons les notions de
courbe et de connezité discrétes.

Définition 5 (k-chemin) Soient k € [0,n — 1], et C = {p1,...,pm} C D" une suite de m
points discrets, m € N*.. Alors, C est un k-chemin si

Vi € [1,m — 1], p; et piy1 sont k-voisins

Définition 6 (k-connexité) Soit O un ensemble de points discrets. O est dit k-conneze si et
seulement si il existe un k-chemin entre deux éléments quelconques de O.

Définition 7 (k-courbe) Soient k € [0,n—1], et C = {p1,...,pm} C D™ une suite de m points
discrets, m € N Alors, C est une k-courbe discrete si C est un k-chemin tel que

Vi € [2,m — 2], pi a exactement deux k-voisins
De plus, C est une k-courbe fermée si p1 et p,, sont k-voisins. Dans le cas contraire, C est dite
ouverte.
Enfin, si D™ est un espace discret régulier, nous parlerons de k-courbe réguliére. En par-

ticulier, une k-courbe dans l'espace discret classique sera appelée une k-courbe classique. De
maniére similaire, si D™ est un espace discret irrégulier, nous parlerons de k-courbe irréguliére.

La figure 1.6 montre quelques exemples de k-courbes dans les espaces discrets classiques de
dimensions 2 et 3. La figure 1.7, quant a elle, illustre deux 1-courbes irréguliéres.

(a) (b)

Fig. 1.6  Exemples de k-courbes : (a) Une l-courbe en dimension 2. (b) Une 0-courbe en
dimension 2. (c) Une 2-courbe en dimension 3.

()
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é/\/\/ \/é
L S WAWAY,

(a) (b)

Fia. 1.7 Exemples de 1-courbes irréguliéres : (a) 1-courbe fermée dans un espace irrégulier. (b)
1-courbe ouverte dans une grille irréguliére isothétique.

1.3 Modéles de discrétisation

Un objet discret peut étre obtenu de diverses maniéres, telles que la construction (assemblage
de paveés tels que les pixels), 'acquisition (photographie numeérique, Imagerie par Résonance
Magnétique) ou la discrétisation d'un objet continu. Ce dernier processus s’effectue grace a
I'utilisation de méthodes ou modeles de discrétisation.

Parmi les modeles existants, nous en distinguons trois, largement utilisés, appelés modéles
Naifs [Rev95, And00], Supercouverture [COK95]| et Standard [And03|, que nous présentons dans
ce chapitre. Chacun de ces modéles autorise la discrétisation de certaines classes de primitives
euclidiennes, et par la méme, d'une maniére plus générale, la discrétisation d’objets euclidiens.
Ils s’appliquent en particulier aux espaces discrets classiques, et sont définis en toute dimension.
Le modéle Supercouverture a de plus été étendu aux espaces discrets irréguliers [Coeu05|, comme
nous le verrons par la suite.

Dans cette section, nous donnons tout d’abord les définitions analytiques des primitives dis-
crétes élémentaires que sont les hyperplans discrets. Nous abordons ensuite le probléme de la
discrétisation de primitives euclidiennes, en présentant les modeéles de discrétisation Naif, Super-
couverture et Standard. Nous illustrons nos propos en appliquant chacun de ces modéles & des
droites ou plans euclidiens.

Pour chacun de ces modéles, nous nous limitons & la présentation de quelques notions aux-
quelles nous ferons référence dans la suite de ce mémoire. Nous ajoutons par ailleurs plusieurs
références bibliographiques afin que le lecteur puisse s’y référer pour obtenir des détails supplé-
mentaires.

1.3.1 Description analytique des hyperplans discrets

Dans I'espace discret, tout comme dans 1’espace euclidien, de nombreux objets géométriques
discrets élémentaires. Nous pouvons par exemple définir une droite ou un plan discret (objet
infinis), ou encore un segment discret (objet fini). De plus, la description de ces objets peut
étre faite soit en utilisant une représentation dite en extension, par énumération des pavés les
constituant, soit une représentation dite en compréhension ou analytique. Cette derniére consiste
a décrire un objet discret a 'aide d’un ensemble d’inéquations qui doivent étre vérifiées par les
points discrets le constituant. Cette représentation présente ’avantage d’étre indépendante du

11
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nombre de points discrets de I'objet décrit, contrairement a la représentation en extension.

La définition analytique d'un hyperplan analytique discret a été introduite par J.-P. RE-
VEILLES en 1991 [Rev91] dans le cadre des espaces discrets classiques. Elle permet de définir
I’ensemble des points discrets d’'un hyperplan & l'aide d'une double inéquation. Nous rappelons
ici cette définition, ainsi que celle d’un hyperplan discret fermé.

Définition 8 (Hyperplan analytique discret [Rev91]|) L’hyperplan analytique discret de
parameétres A € R, B € R et C € R", est l'ensemble des points discrets p = (p1,...,pn) € Z"
vérifiant

A< Z?:l Cipi < B

Définition 9 (Hyperplan analytique discret fermé [And00]) L hyperplan analytique dis-
cret fermé de paramétres A € R, B € R et C € R", est l'ensemble des points discrets
p=(p1,...,pn) € Z" vérifiant

A< Z?:l Cipi < B

Soit H un hyperplan analytique discret. L’épaisseur arithmétique w de H est définie par
w = B — A. En fonction de son épaisseur arithmétique, un hyperplan analytique peut étre
qualifié de diverses maniéres.

Définition 10 (JAnd00]) Soit H un hyperplan analytique discret de parameétres A € R, B € R
et C € R". Alors
H est un hyperplan Naif si w = max;<;<n |Cil ;
— H est un hyperplan Standard si w =Y, |Ci|;
- H est dit mince si w < maxj<i<y |Cil;
H est dit épais siw > ;| |Cyl.

La figure 1.8 montre quatre exemples en dimension 2 de droites discrétes Naive, Standard,
mince et épaisse.

(c) (d)

F1G. 1.8 — Segments de droites discrétes de parametres C' = (1, —3) et d’épaisseur variable : (a)
Une droite mince. (b) Une droite Naive. (¢) Une droite Standard. (d) Une droite épaisse.

12
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1.3.2 Le modéle Naif

Dans cette section, nous définissons les hyperplans Naif et Naif fermé. Nous donnons ensuite
une caractérisation géométrique de la discrétisation Naive d’un hyperplan euclidien.

Un hyperplan Naif [Rev95, AAS97| est défini de la fagon suivante :

Définition 11 (Hyperplan Naif [Rev95]|) L’hyperplan Naif de paramétres (co,...,c,) €
R+ est I'ensemble des points p = (p1,...,pn) € Z" vérifiant

_ maxlgign |CZ|
2

maxlgign |CZ|

n
§60+Zcipi< 9

1=1

Un exemple de droite Naive en dimension 2 est montré sur la figure 1.9.

|

RN

F1G. 1.9 — Droite Naive de parameétres (1,3, —7). Le pixel coloré en noir est le pixel de centre
(0,0).

Définition 12 (Hyperplan Naif fermé [And00]) L’hyperplan Naif fermé de paramétres
(co,...,cn) € R™ est I'ensemble des points p = (p1,...,pn) € Z" vérifiant

_ maxi<i<n ¢ <Co+§n:C'p' < maxi<i<n |Ci
2 - = 2
i1

Remarque 2 Soit By, (c,7) la boule fermée de centre ¢ = (c1,...,¢,) € Z" et de rayon v € R
définie par

n
Ba, (c,r) = {p = (P15---,pn) € Rn|Z|Pz‘ —¢l < 7"}

=1
La discrétisation d’un hyperplan euclidien a l’aide du modéle Naif fermé peut étre obtenue géomé-
triguement de la maniére sutvante : considérons l'espace discret pavé par des boules By, de rayon
%. Alors, la discrétisation Naive fermée d’un hyperplan euclidien H est l’ensemble des points dis-
crets dont la boule associée B[’i1 est coupée par H. Il en est de méme dans le cas du modéle Naif,
excepté lorsque 'hyperplan euclidien contient un sommet de boule. Dans ce cas, seuls certains
points discrets associés a une boule contenant ce sommet sont conservés. La figure 1.10 monire
un exemple de discrétisation a la fois Naive et Naive fermeée.

13
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(b)

F1G. 1.10 — Exemple de discrétisation Naive et Naive fermée d'une droite euclidienne en dimen-
sion 2. (a) Pavage de 'espace par des losanges réguliers (boules By, de rayon 3). (b) Droite Naive
et Naive fermée obtenue.

1.3.3 Le modéle Supercouverture

Dans cette section, nous nous intéressons au modéle Supercouverture [COK95|. Nous donnons
tout d’abord la définition d'un hyperplan Supercouverture dans I'espace discret classique. Puis
nous abordons le cas des espaces non classiques, en indiquant notamment de quelle maniére le
modéle Supercouverture a été étendu dans le cadre des grilles irréguliéres isothétiques.

1.3.3.1 Supercouverture dans les espaces discrets classiques

Un hyperplan discret Supercouverture [ANF97a, ANF97b| est défini de la fagon suivante :

Définition 13 (Hyperplan Supercouverture [And00]) L’hyperplan Supercouverture de pa-
rameétres (co, ..., cp) € R™L est ’ensemble des points p = (p1,...,pn) € Z™ vérifiant

anl il - anl |ci
= e Y s 2

FiG. 1.11  Droite Supercouverture de paramétres (0,3, —7). Le pixel coloré en noir est le pixel
de centre (0,0). Nous pouvons remarquer la présence d'une 2-bulle (pixels gris foncés).

Remarque 3 La discrétisation Supercouvverture d’un hyperplan euclidien peut étre, a l'instar de
la discrétisation Naive , caractérisée géométriquement. En effet, la discrétisation Supercouverture
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d’un hyperplan euclidien dans ’espace discret classique consiste simplement en l’ensemble des
hypervoxels qui sont coupés par cet hyperplan. Un exemple de droite Supercouverture en dimension
2 est montré sur la figure 1.11.

De par sa définition, un hyperplan Supercouverture peut éventuellement présenter des par-
ticularités appelées k-bulles, k € [1,n], et ce dans le cas ou I’hyperplan euclidien contient un
sommet d’hypervoxel. Nous voyons sur la figure 1.11 un exemple de 2-bulle.

1.3.3.2 Supercouverture dans d’autres espaces discrets

Dans le cadre de grilles irréguliéres isothétiques, D. C@®URJOLLY définit formellement
dans [Ceeu05] la discrétisation Supercouverture d’une droite euclidienne. De maniére similaire a
la définition de la discrétisation Supercouverture dans les espaces discrets classiques, la discrétisa-
tion Supercouverture d’une droite dans une grille irréguliére isothétique est ’ensemble des pavés
de la grille coupés par la droite. Nous pouvons voir un exemple de discrétisation Supercouverture
d’une droite dans une grille irréguliére isothétique sur la figure 1.12.

Fiag. 1.12  Discrétisation Supercouverture d’une droite euclidienne dans une grille irréguliére
isothétique (figure inspirée de [Coeu05]).

Remarque 4 Le modéle de discrétisation Supercouverture peut de maniére similaire étre appli-
qué a tout espace discret régulier ou non. Dans ce cas, la discrétisation Supercouverture d’un
hyperplan euclidien sera décrite par 'ensemble des pavés de 'espace discret considéré qui sont
coupés par Uhyperplan. Dans la suite, nous appellerons cette méthode de discrétisation la méthode
de discrétisation Supercouverture universelle. De plus, la discrétisation d’un hyperplan eu-
clidien a laide de cette méthode sera appelé un hyperplan U-Supercouverture.

1.3.4 Le modéle Standard

Dans cette section, nous nous intéressons au modele Standard |[And03|. La discrétisation
Standard d’une primitive euclidienne est trés proche de sa discrétisation Supercouverture, a ceci
prés qu’elle ne présente pas de bulles. De plus, tout comme avec le modéle Supercouverture, il
est possible de décrire analytiquement la discrétisation Standard des objets euclidiens linéaires.

Dans la suite, nous donnons tout d’abord les définitions analytiques des points et hyperplans
Standard. Nous donnons ensuite la description d’une droite Standard en dimension 3. Enfin,
nous donnons la description analytique d’un segment de droite discréte Standard.
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1.3.4.1 Points et hyperplans Standard
Définition 14 (Point Standard [And03]) Soit p un point de coordonnées (pi,...,pn) € R™.

La discrétisation Standard de p est 'unique point discret de coordonnées (x1,...,x,) € Z™ véri-
fiant
1 1 1 1 1 1
p1—§§3:1 <p1—|-§, p2—§§3:2 <p2—|—§, ceey etpn—§§$n<pn+§

Un hyperplan Standard dans ’espace discret classique de dimension n est défini de la maniére
suivante :

Définition 15 (Hyperplan Standard [And03]) L’hyperplan  Standard de  paramétres
(co,...,cn) € R" est 'ensemble des points p = (p1,...,pn) € Z"™ vérifiant

Z?: Z?=1 il

n
c:
—%SCO~|—;C¢P¢< 5

ot c1 >0, 0ouci=0¢€etco>0,0u..,0uci=c=---=c,-1=0¢tc, >0.

Deux exemples de droite et de plan Standard sont montrés sur la figure 1.13.

(a) (b)

FiGc. 1.13 — Hyperplans Standard en dimensions 2 et 3 : (a) Droite Standard de para-
métres (0,3, —7). Le pixel coloré en noir est le pixel de centre (0,0). Notons que le pixel blanc
n’appartient pas a la droite Standard. (b) Plan Standard de parameétres (0,3, —1,2).

1.3.4.2 Droite Standard en dimension 3

Définissons & présent un droite Standard en dimension 3. De maniére informelle, une droite
Standard en dimension 3 (voir Figure 1.14) est une droite discréte 2-connexe dont les trois
projections orthogonales sont des droites Standard en dimension 2 (voir [And03] pour plus de
détails).

Remarque 5 La discrétisation Standard d’un hyperplan euclidien, ainsi que celle d’une droite
euclidienne en dimension 3, consiste en tous les hypervoxels qui sont coupés par [’hyperplan,
excepté quand 'hyperplan passe par un sommet d’hypervozel. Dans ce cas, certains hypervozels
ne font pas partie de la discrétisation Standard de ’hyperplan, et ce puisque une inégalité dans
la définition 15 est stricte.
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Fia. 1.14 Exemple de droite Standard en dimension 3 et ses trois projections orthogonales.

1.3.4.3 Description analytique Standard d’un segment

A T’aide du modéle Standard, il est possible d’obtenir une description analytique de divers
objets discrets [And00]. Nous donnons ici un exemple de discrétisation Standard d’un segment
S en dimension 2 (voir Figure 1.15). Cette description nous sera en particulier utile dans le
chapitre 4 de ce mémoire.

P, (7,3)

CRA)
// -

// .. ro;)/
~Ts o5

o« o —

P, (0,0)

FiG. 1.15 — Exemple de segment Standard et sa description analytique (matérialisée par le
polygone en traits continus gras). Les pixels en gris correspondent a la discrétisation Standard
de S (trait pointillé).

La description analytique de la discrétisation Standard de S est déduite de celles de ses
extrémités P1 et P2, ajoutées a celle de la droite contenant S. Ces inéquations sont les suivantes :
Pour la droite : =5 < 3x — Ty <5
- PourPl:—%§x<%et —%§y<%
~Pour P2:7-1<z<7+5et3-4<y<3+3
La description analytique de la discrétisation Standard de .S est alors composée des 6 inéqua-
tions suivantes (suite a la suppression de 4 inéquations) :

—5<3x—-Ty<5
Ll
iz

33y
m<7+%
y<3+§
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait quelques rappels concernant le domaine de la géométrie
discréte. Nous avons en particulier présenté diverses notions relatives a différents types d’espaces
discrets, réguliers et irréguliers, dans lesquels nous serons amenés a évoluer dans la suite de ce
mémoire.

Nous avons de plus rapidement présenté quelques modéles de discrétisation existants a la
fois pour les espaces discrets classiques et pour les espaces irréguliers. Nous y ferons notamment
référence dans les chapitres 2 et 3 de ce mémoire. Dans le chapitre 4, nous nous intéresserons
exclusivement au modeéle Standard, qui est le modéle avec lequel nous avons travaillé dans le
cadre de la conception de notre logiciel de modélisation.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la reconnaissance de primitives discrétes. Ce pro-
bleme est le suivant : étant donné un ensemble de points discrets, existe-t-il une primitive discréte
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

contenant cet ensemble ?

De nombreuses méthodes de reconnaissance de primitives discrétes ont été proposées de-
puis quelques dizaines d’années. En particulier, le probléme de la reconnaissance d’hyperplans
discrets [DRR95, Kim84, DR95| a été largement étudié, principalement en dimensions 2 et 3
(voir [KR04b, BCKO07| pour un panorama des algorithmes de reconnaissance), avec plusieurs
approches, telles que la programmation linéaire [Buz02, FST96, Buz03|, des méthodes issues de
la géométrie algorithmique |[KS91, GDRZ05|, ou des algorithmes basés sur le calcul d’une pré-
image [VC00, Siv04, VC99, Vit99|. Enfin, trés peu d’articles traitent le probléme en dimension
quelconque |[BD05, ST91|. Une étude de la complexité de certains de ces algorithmes est proposée
dans [CBO6].

Les diverses méthodes proposées peuvent se classer dans deux grandes catégories : les mé-
thodes de décision simple, qui répondent uniquement a la question suivante : “les points discrets
donnés appartiennent-ils & une primitive discréte 7", et les méthodes fournissant en sus les para-
meétres des primitives reconnues. Elles sont de plus spécifiques a un modéle de discrétisation ou a
un espace discret particulier. Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes fournissant
les paramétres des primitives reconnues.

Parmi ces méthodes, nous distinguons les méthodes basées sur le calcul d’'une préimage.
De maniére simplifiée, cette préimage [DS84, McI85| est un objet géométrique défini dans un
espace de paramétres dans lequel chaque point de la préimage est associé a un hyperplan de
I'espace euclidien, et qui fournit I'ensemble des paramétres des primitives reconnues. Dans la
suite, nous appellerons cette préimage la préimage classique. Quelques algorithmes de calcul de
cette préimage ont été proposés en dimensions 2 et 3 [Coeu02, VCO00, Vit99, VC99, Siv04|, pour
les modéles Naif et Standard. Ils sont incrémentaux, indépendants de la connexité et de 'ordre
d’ajout des points discrets.

L’inconvénient majeur de cette préimage, telle qu’elle est définie classiquement est que celle-ci
peut étre calculée pour des primitives situées dans une certaine portion de ’espace, typiquement
un octant en dimension 2 et un 48éme d’espace en dimension 3. La reconnaissance de primitives
non situées dans ces portions d’espace se fait donc moyennant une succession d’opérations géo-
métriques simples, telles que des symétries. De plus, ceci induit un autre probléme lorsque 1’'on
souhaite déterminer et représenter dans un méme espace les primitives solutions de plusieurs
primitives discrétes.

Nous proposons ici un nouvel algorithme de reconnaissance de primitives discrétes. Cet al-
gorithme permet la reconnaissance d’hyperplans discrets U-Supercouverture et est en particulier
basé sur le calcul d'une préimage particuliére, que nous appelons préimage généralisée. Cette pré-
image est, tout comme la préimage classique, calculée dans un espace de paramétres, et fournit a
partir d’un ensemble de polytopes donnés I’ensemble des hyperplans coupant 1’ensemble de poly-
topes. L’algorithme de reconnaissance est de plus incrémental, indépendant de ’ordre d’ajout et
de la connexité des polytopes. Enfin, nous verrons que cet algorithme peut étre aisément appliqué
a la reconnaissance de diverses primitives discrétes, telles que les hyperplans Standard, Naif ou
Supercouverture, ainsi que dans le cadre des grilles isothétiques irréguliéres.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord 1’espace de parameétres dans lequel est défi-
nie notre préimage généralisée, et décrivons en particulier la représentation d’un polytope dans
cet espace. Nous introduisons ensuite la notion de préimage généralisée d’'un ensemble de poly-
topes. Nous en déduisons notre algorithme de reconnaissance d’hyperplans U-Supercouverture,
et expliquons de quelle maniére il peut étre étendu a divers modéles de discrétisation.
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2.2. Représentation par dualité : un espace de parametres

2.2 Représentation par dualité : un espace de parameétres

Les espaces de paramétres sont souvent utilisés dans le domaine du traitement d’images, afin
notamment de détecter des droites, ou plus généralement des formes paramétriques, dans une
image. Ces espaces sont définis & partir de transformations associant un point P de I’espace image
de paramétres. Chaque point de cet objet est alors associé par le biais d’'une deuxiéme transfor-
mation, & une primitive de l’espace image. Par exemple, dans le cadre de la détection de droites,
tout point de O est associé a une droite euclidienne contenant le point P. Ainsi, les alignements
de points dans une image sont détectés en recherchant des régions d’intersections entre plusieurs
objets de 'espace de paramétres. Les transformations les plus connues sont les transformations
(ou transformées) de Hough [Hou62, DH72|. Un apercu de différentes transformées de Hough
existantes est donné par H. MAITRE dans [Mai85|.

Dans cette thése, nous avons utilis¢é un espace de parameétres de dimension n,
Pn = (Op,Y1,...,Y,) CR" et défini deux transformations nous permettant d’associer un point
de V’espace euclidien & un hyperplan de ’espace de paramétres et vice et versa. Tout au long
de la partie 2 de ce mémoire, nous désignerons par &, = (Og, X1, ..., X,,) l'espace euclidien de
dimension n. Dans la suite, les espaces P, et &, seront appelés espace duauz, chacun d’entre eux
étant l’espace dual de 'autre.

Dans cette section, nous définissons tout d’abord les deux transformations qui nous per-
mettent d’associer a tout point de &, (resp. P,) un hyperplan dans son espace dual. Nous
définissons ensuite ce qu’est le dual d’un objet de &, ou P, et décrivons en particulier le dual
d’un polytope. Nous appliquons ensuite cette définition aux espaces discrets classiques en décri-
vant plus précisément le dual d’un hypervoxel. Enfin, nous nous intéressons au cas particulier
des droites en dimension 3 en décrivant, dans ’espace dual, I’'objet auquel est associé I’ensemble
des plans contenant une droite donnée. Nous verrons que cet objet est aussi une droite.

2.2.1 Représentation duale d’un point

Dans cette section, nous définissons les relations entre points et hyperplans que nous avons
utilisées, en donnant de plus quelques propriétés qui leur sont liées.

2.2.1.1 Définitions

Dans ce travail, nous utilisons deux fonctions associant un point de &£, & un hyperplan de P,
et inversement. Ces deux fonctions sont notées D¢ : &, — ©(Py) et Dp : P, — p(&,), ou p(&)
désigne l'ensemble des parties d’un ensemble £. Nous les définissons de la maniére suivante :

Définition 16 Soient ps = (z1,...,2n) €&y et pp = (Y1, -+, Yn) € Py. Alors,

n—1
De(pe) = {(yh e sYn) € Pulyn = oy — Z:Ezyz}

i=1
et

n—1
Dp(pp) = {(1’1, ey ) € EplTn = Yn + Zyzxz}

i=1
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Notations : Dans la suite, nous utiliserons la notation Dual a la place des notations Dg et
Dp, lorsque les deux fonctions peuvent étre indifféremment utilisées.

Remarque 6 Plusieurs autres transformations associant un point de &, (resp. Pn) a un hy-
perplan dans Uespace dual, comme par exemple, celle qui associe un point p = (p1,...,pn) @
Uhyperplan d’équation Y 1 ¢;X; =0 (resp. >, ¢;Y; = 0) auraient pu étre choisies.

Pas les droites verticales (contrairement a Veelaert) ! Notre choix s’est tout de méme porté
sur les transformations de la définition 16 car ’espace de parameétres associé a déja fait ’objet de
nombreuses études, principalement en dimension 2, et ce notamment par P. VEELAERT [Vee99).
De plus, la préimage classique [DS84] que nous avons évoquée dans l'introduction de cette partie,
et a laquelle nous avons comparé nos travaur (voir Chapitre 2) est définie dans un espace de
parameétres similaire.

2.2.1.2 Propriétés

Une conséquence directe de la définition 16 est la suivante :

Propriété 1 Soient p un point de €, ou Py, et p' un point de Dual(p). Alors, Dual(p') est un
hyperplan contenant p.

Preuve : Soit p = (p1,...,pn) un point de &, (le cas ou p est un point de P,, se démontre de
maniére similaire). Soit p’ = (p),...,p),) un point de Dual(p). Puisque p’ € Dual(p) = Dg(p),
nous avons pl, = p, — Z?;ll pip;. D'ou p, = pl, + Z;:ll pip;. Nous déduisons alors de cette

derniére équation que p appartient & Dual(p’). O

Dans la suite, nous appellerons objet d’un espace & C R™ tout sous-ensemble de points de
cet espace.

Définition 17 (Dual d’un objet) Soit O un objet de &, (resp. Pyn). Le dual de O, noté
Dual(O), est un objet de l'espace de paramétres P, (resp. E,) défini par

Dual(0) = U Dual(p)

peO

Remarque 7 Nous pouvons déduire de la propriété 1 que chaque point du dual d’un objet O est
associé a un hyperplan contenant au moins un point de O. 1l s’agit la d’une propriété géoméltrique
trés importante sur laquelle nous nous appuierons souvent dans la suite de [’exposé de nos travauz.

Proposition 1 Soient O1 et Oy deux objets de &, ou Py, vérifiant O1 C Os. Alors,

Dual(O1) C Dual(O2)

Preuve : Puisque  O1 € Oz, nous avons Dual(O2) = Uyep, Dual(p)
[Up601 Dual(p)} U [Up602\01 Dual(p)]. D’ott Dual(O1) € Dual(O2). O
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2.2. Représentation par dualité : un espace de parametres

Proposition 2 Soient Oy et Oy deux objets de €, ou Py. Alors,
Dual(O1 U O2) = Dual(O1) U Dual(O3).

Preuve : Dual(Oy U O2) = U,eo,00, Dual(p) = |U,co, Duaz(p)} U [Upeoz Dual(p)| =
Dual(O1) U Dual(O3). O

Proposition 3 Soient Oy et Oy deux objets de &, ou Py. Alors,
Dual(O1 N Oz) € Dual(O1) N Dual(O2).

Preuve : Puisque O1 N O C O7 et O N Oy C Oy, mnous en dédui-
sons que Dual(O1NO2) C Dual(O1) et Dual(O; N O2) C  Dual(Oz). Dlon,
Dual(O1 N O2) C Dual(O1) N Dual(O3).

]

2.2.2 Objets duaux

Dans ce travail, nous nous sommes fortement appuyés sur la description du dual d’un polytope.
Nous donnons dans cette section une description géométrique du dual d’un polytope en dimension
n. Cette définition est en particulier uniquement basée sur les coordonnées des sommets du
polytope. Mais avant cela, nous introduisons les notions d’extrusions positive et négative d’un
point.

2.2.2.1 Définitions et propriétés

Nous définissons ici les extrusions positive et négative d’un point de R™, et donnons quelques
propriétés relatives a ces définitions.

Définition 18 (Extrusions positive et négative d’un point) Soit p = (x1,...,2,) un
point de R™. L’extrusion positive de p dans R" est définie par

pt={p = (2},...,2)) e R"Wi e [1,n—1],2; =z} et x, <z}
De la méme maniére, l'extrusion négative de p dans R™ est définie par
p={p = (2},...,2)) e R"Wi e [l,n—1],z; =z} et x,, > z),}.

Définition 19 (Extrusions positive et négative d’un objet) Soit O un objet de R™.
L’extrusion positive de O, notée O, est définie par

ot = U p+
peO
De méme, l'extrusion négative de O, notée O™, est définie par

O_:Up_

peO
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Les propriétés suivantes se déduisent directement de la définition 18 :
Propriété 2 Soient Oy et Oy deuz objets de R™ wvérifiant Oy C Os. Alors,
Of COf
De méme, O] C O, .

Preuve : La preuve de cette propriété est immédiate. ]

Proposition 4 Soient O1 et Oy deux objets de R™. Alors,
(01 U 02)+ = Oii_ U O;_
De méme, (O1 UO2)” =07 UO; .

Preuve : (0O UO9)T = Upeo,u0, pt = |:Up601 p‘ﬂ U |:Up602 pﬂ = Of UO5 . La preuve de
(01 UO2)” = 07 UO; s’obtient de maniére similaire. O

Proposition 5 Soient O1 et Oy deux objets de R™. Alors,
(01 N 02)+ - Oii_ N O;_
De méme, (O1NO2)~ CO; NO; .

Preuve : Nous savons que O1 N Oy C O et O1 N Oy C Oy. Ainsi, puisque (01 NOy)T C Of et
(01N O2)T C OF , nous en déduisons que (01N O2)* C OF NOJ . La seconde inclusion s’obtient
de la méme maniére. U

Enfin, nous avons la relation suivante :
Proposition 6 Soit p un point de R™. Alors,
Dual(p)™ = Dual(p™)
De méme, Dual(p)~ = Dual(p™).

Preuve : Nous nous plagons ici dans I'espace &,. La preuve pour I’espace P, est identique. Soit
donc p = (z1,...,2,) € E,. Alors, Dual(pt) = De(pt) =

n—1
U Dual(p) = U {(y1,---,yn) EPnlynzx%—Zwéyi} =
IS 2 i=1

p'ept p'=(x],....x},

n—1
{(yl, c e Un) € Pulyn = a0 — szyz} = |J " =De(p)" = Dual(p)*.

i=1 p'€De(p)
La preuve de Dual(p)~ = Dual(p~) peut étre obtenue de la méme maniére. O
La proposition 6 est illustrée sur la figure 2.1. Nous pouvons observer que le dual d’une

demi-droite verticale (extrusion positive ou négative d’un point p) est un demi-espace (extrusion
positive ou négative de la droite duale de p).
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2.2. Représentation par dualité : un espace de parametres

Dual(p)
Dual(p)

(a) (b)

Fia. 2.1  Extrusions positive et négative d'un point p (demi-droites) et leur objet dual : un
demi-espace, (a) Extrusion positive de p, (b) Extrusion négative de p.

2.2.2.2 Dual d’un polytope

Nous définissons dans cette section le dual d’'un polytope de £". Le cas d’un polytope de P™
peut étre traité de maniére similaire.

Définition 20 (n-polytope) Soit P. un polytope de dimension n ou n-polytope. Nous suppo-
sons qu’il existe un ensemble fini de k demi-espaces H = {Hy1,...,H}} tel que P, = ﬂle H;, et
tel que si H; est Uhyperplan formant le bord du demi-espace H; (ou hyperplan porteur de H;),
alors Vi € [1,k], H; N Pc # 0.

Notations : Soient P, un n-polytope, et H l’ensemble de demi-espaces correspondant. Nous
définissons trois sous-ensembles de demi-espaces de H, notés Ho, H et H_, de la facon suivante
(+ schémas en 2D et 3D) :

— Ho est l'ensemble des demi-espaces de H définis par une inéquation du type
Cn + Z?z_ll ¢iX; > 0 ou du type ¢, + 2?2_11 i X; <0, avec (c1,...,¢,) € E™

H, est Iensemble des demi-espaces de H définis par une inéquation du type
X, >ec,+ Z?z_ll ciXi, (c1,...,¢) € E™.

H_ est Iensemble des demi-espaces de H définis par une inéquation du type
X, <c,+ Z?:_ll ciXi, (c1,...,¢) € E™.

De plus, nous notons Hg, Hy et H_ les trois ensembles d’hyperplans porteurs correspondant
respectivement aux ensembles de demi-espaces Ho, Hy et H_.

Vérifier 1'utilité des HO'!

Proposition 7 Soit P. un n-polytope. Alors,

P.= PCJr Nne;-
avec
Pf= (| H
He(HoUHL)
et
pr= (| H
He(HoUH-)
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

C

Preuve : Montrons que P = nﬁe(ﬁouﬁ+)ﬁ' L’égalite P = mﬁe(ﬂouﬂ,)ﬁ s’obtient de
maniére similaire.

Soit p = (p1,...,pn) € PF. Alors, il existe p’ = (p},...,pl,) € P. tels que pour tout i €
[[17 n-— 1]];

/ /
ci=c;ete, =c,

Ainsi, pour tout H € Hy et pour tout H € H,, nous avons p € H. Nous en déduisons que
pe ﬂﬁe(ﬂouﬂ,) H.

Soit & présent p = (p1,...,pn) € nﬁe(ﬁouﬁ,) H. Supposons que p ¢ P.F. Alors, pour tout
p = (py,...,p),) € P, il existe i € [1,n — 1] tel que ¢; # ¢, ou ¢, # cj,. Ainsi, il existe H € Hy
ou H € Hy tel que p ¢ H. Nous en déduisons que p ¢ ﬂﬁeﬁouﬂ, H, ce qui contredit notre
hypothése. ]

La figure 2.2 illustre la proposition 7 dans le cas de la dimension 2.

5
5
Pt 6/\
6 4 (3 4 P y 4
1 P~
1
2 3
2 3

(a) (b) (c)
Fia. 2.2 Extrusions positive et négative d'un polytope de dimension 2 : (a) Un 2-polytope P,

(b) Extrusion positive de P,, (¢) Extrusion négative de P..

Décrivons & présent le dual d’un polytope P, a partir de ses sommets.

Notations : Soit S I’ensemble des sommets de P.. Nous définissons deux sous-ensembles de S,
Sy et S_, de la facon suivante :

St ={seS|3H € Hy,se HNF.}

et
S_={seS|3HeH_,s€c HNPF.}

Nous pouvons voir sur ’exemple de la figure 2.2 que les sommets numérotés 1, 2, 3 et 4
appartiennent a ’ensemble de sommets S; du polygone P.. De méme, les sommets numérotés
4, 5 et 6 appartiennent a I’ensemble de sommets S_

Le dual d’un polytope peut alors étre défini de la fagon suivante :
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2.2. Représentation par dualité : un espace de parametres

Théoréme 1 (Dual d’un polytope) Soit P. un n-polytope. Alors,

Dual(P,) = U Dual(s)™| N U Dual(s)~
seESL seS_

Preuve : Démontrons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 1 Soit P. un n-polytope. Alors,
Dual(P,) = Dual(P.)" N Dual(P.)~

Preuve : Nous savons que Dual(P.) C Dual(P.)t et Dual(P.) C Dual(P:)~. D’ou
Dual(P.) C Dual(P.)™ N Dual(P,)~.
Montrons I'inclusion inverse. Soit p = (p1,...,pn) € Dual(P.)" N Dual(P.)~. Alors,

W = (v, ph) € Dual(P)p € p'*
De méme:
W' = (f....p7) € Dual (Po)lp € p'

Nous en déduisons que Vi € [1,n — 1], p; = p, = p!/, et p}, < p, < pli. Le point p appartient donc
au segment vertical [p/,p”]. Or, le dual de tout point de [p/,p”] est par définition un hyperplan
parallele & Dual(p’) et Dual(p”), d’équation X,, = C—Z?:_f piX;, avec p), < ¢ < p!'. Considérons
deux points p; € P. N Dual(p’) et po € P. N Dual(p”). Alors, puisque P. est convexe, nous en
déduisons que pour tout hyperplan H appartenant a Dual([p’,p"]), nous avons H N [p1, pa] # 0.
D’ou, Dual(p) N P. # 0, et donc p € Dual(F,). O

Soient a présent C4 et C_ deux sous-ensembles d’objets définis par
Cy={HNP.,HeH;}

et
C_.={HNP.,HecH_}

Notons que le cardinal de C4 (resp. C_), noté |C4| (resp. |C_|), est égal au cardinal de H
(resp. H_).

En dimension 2, I’'ensemble C (resp. C_) correspond aux segments appartenant au bord de
P. et ayant pour extrémités deux sommets de S (resp. S—). Sur la figure 2.2, C4 est donc
constitué des segments [1,2], [2,3] et [3,4]. De méme, C_ est constitué des segments [4,5] et
[5,6]. En dimension 3, ces deux ensembles sont composés de facettes du bord du polyédre P..

La relation suivante est alors vérifiée :

Lemme 2 Soit P. un n-polytope. Alors,

pf=|J c*
CeCyq

De méme, P7 = Upgee O

C
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Preuve : Nous devons montrer que

pr=|]J ct= U (HiNP)" = U H;NP,
CelCy i€[L,|C4 ], Hi€H i€[L,|C4 ], HieH

Tout d’abord, nous avons
U H;NP.CP.
i€[L,[C+ (], HieH

D’on,

U H;,NP.| CPr
i€[1,|Cx|], Hi€Hy

Soit & présent p € PF. Nous savons que P = mﬁeﬁouﬁ+ H, ce qui est équivalent a
PF =Npenoun, HT- Ainsi, nous en déduisons que pour tout H; € Hy, i € [1,|C4[], il
existe p; = (piy,...,Pin,) € H; tel que p € pF. Soit ' = (piy,...,Pi,_1,P,) le point vérifiant
Vi € [1,|C+|], pl, > pi, - Alors, par définition de P., on a p’ € P.. D’ou le résultat.

La seconde égalité s’obtient de maniére identique. O

Lemme 3 Soient P. un n-polytope. Alors,

Dual(P}) = U Dual(s)™

seSy

De méme, Dual(P;) = J,es Dual(s)™.

Preuve : Démontrons que Dual(PI) C Uses, Dual(s)™.

Par définition, pour tout sommet s de S, il existe C' € Cy tel que s € C. Ainsi,
Uses, 8 € Ucece, C- De plus, (Uses, $)7 € (Ueee, €)F- Do, Uses, 57 € Ugee, €7 Or,
d’apres le lemme 2, Ueoee, C* = PF. Nous en déduisons que Dual(Uses, sT) C Dual(PF), et
donc que ;eg, Dual(s™) C Dual(PF).

Montrons a présent l'inclusion inverse. Soit p € Dual(P;") = Dual(Ucee, C). Alors, il
existe C € Cy tel que Dual(p) N CT # (). Montrons alors qu’il existe un sommet s de C' tel
que Dual(p) N st # ). Pour cela, raisonnons par 1’absurde, et supposons que pour tout s € C,
Dual(p) N'st = (. Nous savons qu'il existe H € Hy tel que C = HN P. = HN [ﬂle E] =

ﬂle(H N H;). Ainsi, si nous considérons I'hyperplan H en tant qu’espace, nous en déduisons
que C' est un polytope, puisque pour tout i, H; N H est un demi-espace dans H, et que donc C
est une intersection de demi-espaces. Puisque C' est ’enveloppe convexe de ses sommets, nous
en déduisons que si Vs € C, Dual(p) N s™ = 0, alors, Vp' € C, Dual(p) Np’ = (. De plus, on a
O+ = Upecer — UpEC,l€R+p + 10X, = UldR+ C+ lO—>Xn. Ainsi, puisque C est un polytope,
C+ lO—Xn> est aussi un polytope et le méme raisonnement peut alors étre appliqué pour montrer
que Vp' € C + lO—Xn),Dual(p) Np' = (. Ce qui contredit notre premiére hypothése. Une preuve
similaire peut étre appliquée pour démontrer que Dual(P;") = Ues, Dual(s)™. O

La preuve du théoréme 1 se déduit directement du lemme 3. O
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2.2. Représentation par dualité : un espace de parametres

Le théoréme 1 nous fournit une description du dual d’un polytope & partir du dual de ses
sommets. Plus précisément, le dual d'un polytope est défini par l'intersection de deux objets,
chaque objet étant une union de demi-espaces (voir Figure 2.3). Chacun de ces demi-espaces
correspond a I’extrusion positive ou négative de I'hyperplan dual d'un des sommets du polytope.
Sur la figure 2.3c, nous pouvons voir la représentation du dual du polygone convexe présent sur
la figure 2.2a.

4 4

Dual(P,") Dual(Py) Dual(Fy)

(a) (b) ()

Fi1G. 2.3  Dual d’un polygone convexe P. : (a) Dual de l'extrusion positive de P, (b) Dual de
I’extrusion négative de P,, (c¢) Dual de P..

2.2.3 Application a I’espace discret classique

Dans le cadre des espaces discrets classiques, nous nous sommes intéressés & la description
du dual des pavés particuliers que sont les hypervoxels. Dans ce qui suit, nous allons voir que le
dual d’un hypervoxel peut aussi étre décrit comme 1'union de plusieurs polytopes infinis®.

2.2.3.1 Description du dual d’un hypervoxel

Nous décrivons ici le dual d'un hypervoxel & partir d’'une union de polytopes. Mais avant
cela, nous introduisons quelques notations.

Notations : Soit £ = {—1,1} et soit R : £L — {R_,R;} la fonction définie par R(—1) = R_
et R(1) = Ry. De plus, soit I = (I1,...,l,_1) € L. Nous notons R' le produit cartésien
R(l1) x -+ X R(lp—1). Une partition de R™ peut donc étre définie par

R"= [J (R'xR)
leLn—1

U le sommet de H

Soit H un hypervoxel de centre (¢1,...,¢,) € Z". Nous notons s
de coordonnées (c; + %ll,...,cn_l + %ln_l,cn — %) et par S_T_l le sommet de coordonnées
Y l _1 1
(1 =3l o1 — 801,60 + 3)-

Avec les notations précédentes, nous pouvons déduire du théoréme 1 la description du dual
d’un hypervoxel suivante :

5Nous appelons polytope infini un polytope possédant au moins un sommet situé a I'infini. Dans le cas contraire,
nous parlerons de polytope fini.
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Corollaire 1 (Dual d’un hypervoxel) Soit H un hypervozel de dimension n. Alors,

Dual(H) = U [(Rl x R) N Dual(s-)* N Dual(sll)_]
leLn—t

Preuve : Soit H un hypervoxel de &,. Nous savons que
vie £ [(R' x R) N Dual(s")* N Dual(s},)~] C Dual(sL)* N Dual(s')~. Ainsi, puisque
Dual(sL.)* N Dual(s, )™ € Dual(S-)* N Dual(S1)~, nous déduisons du théoréeme 1 que
vie £ [(R' x R) N Dual(s")* N Dual(s,)~] C Dual(H).

Prouvons a présent l'inclusion inverse. Soit p = (p1,...,pn) € Dual(H). Alors, il existe
l=(l1,...,ln_1) € L " tel que p € R'. De plus, nous déduisons du théoréme 1 que

n—1

Vs =(S1,...,5n) € S_,pn > Z_Sipi+5n
i=1
et
n—1
Vs =(S1,..-,5n) € S—,pn < Z_Sipi+5n
i=1
1

Cependant, puisque p € R, et donc p; € R(1;), nous en déduisons que —(ci—l—%li)pi < —(ci—s5li)pi.

Ainsi, p vérifie les inéquations suivantes :

n—1
1 1
Pn S _(Ci - ilz)pz + Cn + 5
i=1
et
n—1 1 1
Pn Z Z; _(Ci + §lz)pz + Cp — 5
1=
Nous en déduisons donc que p € Dual(s)T N Dual(S_T_l)_. O

Le corollaire 1 décrit le dual d'un hypervoxel comme I'union de 2”1 polytopes infinis délimités
par les hyperplans duaux des sommets de 'hypervoxel, et par les hyperplans verticaux associés
aux axes du repére de l'espace (par exemple, en dimension 3, ces hyperplans sont les plans
(0,X1,X3) et (O, X2, X3). La figure 2.4 illustre cette propriété en dimensions 2 et 3.

2.2.3.2 Exemples en dimensions 2 et 3

Dans cette section, nous montrons quelques exemples de duaux d’hypervoxels pour les dimen-
sions 2 et 3, en précisant les relations existant entre les sommets des hypervoxels et les hyperplans
délimitant le bord de leur dual.

Dual d’un pixel

Les correspondances exactes entre les sommets d’un pixel et les droites délimitant son dual
sont indiquées dans le tableau 2.1. Nous voyons que pour chaque portion de ’espace de paramétres
(Y1 <0 et Y] > 0), deux droites délimitent la partie du dual du pixel correspondante.

La figure 2.5 montre quelques exemples de duaux de pixels. La correspondance entre les
sommets des pixels et les droites délimitant leur dual est illustrée par la numérotation.
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2.2. Représentation par dualité : un espace de parametres

p g ST S =

~L

}A\\-\
3 UL v
(a)

Fi1G. 2.4 — Exemples de duaux d’hypervoxels en dimensions 2 et 3. La numérotation illustre la
correspondance entre les sommets d'un pixel (resp. voxel) et les droites (resp. plans) constituant
le bord de son dual : (a) Dual du pixel de centre (0,0), (b) Dual du voxel de centre (0,0,0).

Y

(b)

TAB. 2.1 Relations entre le dual d’un pixel de centre ¢ = (c1,¢2) et ses sommets.

Y1 <0 Y1 >0
H_ | (c1 + %,024- %) (1 — %,cz—i- %)
Hi |(a—3.00—3) | (a+3,c0—3)

Dual d’un voxel

Les correspondances entre les sommets d’un voxel et les plans délimitant son dual sont in-
diquées dans le tableau 2.2. Nous voyons que pour chacune des quatre portions de I’espace de
paramétres décrites, deux plans délimitent la partie du dual du voxel correspondante.

Quelques exemples de duaux de voxels sont montrés sur les figures 2.6, 2.7 et 2.8.

2.2.4 Cas d’une droite en dimension 3

Dans le cadre de notre algorithme de reconstruction de volumes discrets (voir Chapitre 3.3),
nous avons eu besoin de déterminer I'ensemble des plans contenant une droite euclidienne d en
dimension 3. Nous appelons cet ensemble les plans solutions de la droite d, et le notons Pg. Nous

TAB. 2.2 Relations entre le dual d’un voxel de centre ¢ = (¢1, ¢, c3) et ses sommets.

Y1 <0, <0 10,220
H_ (Cl+%,02+%,03+%) (Cl—i-%,CQ—%,Cg—i-%)
H+ (Cl_%aCQ_%aC?)_%) (Cl_%a02+%ac3_%)
Y120, <0 Y120,Y2 >0
H_ | (a—3,c0+3,c3+3) | (c1—3,60—3,c3+ %)
H+ (C1+%a02_%ac3_%) (C1+%,CQ+%,C3_%)
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Fi1G. 2.5 — Quelques exemples de duaux de pixels. Le pixel coloré en gris clair, et commun &
toutes les illustrations, est le pixel de centre (1,—1).

le décrivons dans 'espace dual de la maniére suivante :

Définition 21 (Plans solutions) Soit d une droite de E3 ou Ps3. L’ensemble des plans solutions
Pgs de d est défini par
Ps(d) = () Dual(p)
ped

Propriété 3 Les duauz de k points alignés sont k plans sécants en une méme droite.

A partir de la propriété 3, nous déduisons les parameétres de la droite correspondant aux plans
solutions d’une droite en dimension 3.

Proposition 8 Soit d une droite de E5 définie par un point p = (c1, ca,c3) et un vecteur directeur
U = (v1,v2,v3) # (0,0,v3). La droite d' représentant les plans solutions de d est définie en
fonction de U par le point p' et le vecteur directeur ¥ suivants :

Sivy =0 Sivg =0 Sivi #£0 etwvy #0
/ U3 C2V3 / __ (U3 C1V3 / U3 C2V3
p _(076703_ Vo ) p _(Evoacﬁ’»_ 1 ) p _(OaEaCE’»_ Vo )
2 __ (€3 _ C2U3 C2V3 = €3 _ C1v3 C1v3 2 __ (V3 _ V3 C2V3 _ C1U3
v = (Cl c1v2? 77 g 03) v = (0’ co cov1? w1 03) - (1}1’ v2? vy V1 )

Preuve : Soient p; = (c1,c2,c3) et po = (¢1 + v1, 2 + v2,¢3 + v3) deux points appartenant a
d. Le but est de déterminer deux points de d’. Les plans duaux de p; et ps ont pour équations

respectives
Y3 = —c1Y1 — c2Ya +c3 (2.1)
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2.3. La notion de préimage généralisée

et
V3 = —(c1 +v1)Y1 — (c2 + v2)Ya + ¢35 + v3 (2.2)

Nous avons alors la relation suivante :
—Yiv1 — Yovg +v3 =0 (2.3)

Pour obtenir les points recherchés, il suffit de déterminer deux solutions évidentes de ’équation 2.3
tellesque Y1 =0, Y5 = Z—Z et Y5=0,Y) = z—f Une solution pour Y3 peut étre directement déduite
de I'équation 2.1. Ces deux premiers points solutions ne sont valables que dans le cas ot v # 0
et vo # 0. Si vy = 0, on en déduit d’aprés I'équation 2.3 que Yo = 5—2 11 suffit alors de déterminer
deux points qui sont des solutions évidentes de ’équation 2.1, telles que Y7 = 0, Y3 = ¢35 — &8

vz
et Y3=0,Y; = 2—? — % De la méme maniére, deux points solutions peuvent étre trouvés dans
le cas ou vy = 0. O

Proposition 9 Soit d une droite de Ps définie par un point p = (c1, ca, c3) et un vecteur directeur
7 = (v1,v2,v3) # (0,0,v3). La droite d' représentant les plans solutions de d est définie en
fonction de U par le point p' et le vecteur directeur ¥ suivants :

Sivlzo Si?)gzo Sivl#Oetvg#O
!/ __ _v3 _ C2uv3 / __ (__v3 _ cv3 / _v3 _ Cc2v3
p=(0,—2, c5 —=28) p=(-2,0,c5 — %) pr=(0,—2,c5 —25)
7 __ (C2V3 _ C3 c2v3 = €c1v3 _ €3 C€1v3 5 __ (__ V3 V3 (€203 _ C1U3
- (0202 1’ v C3) v = ( ) couy ¢’ 1 C) v = ( v’ V2’ va 1 )
Preuve : La preuve est similaire & celle de la proposition 8. O

2.3 La notion de préimage généralisée

Dans cette section, nous donnons tout d’abord la définition de la préimage généralisée d’un
ensemble de polytopes. Nous illustrons cette définition en décrivant les différentes formes que
peut prendre la préimage généralisée d’un ensemble de pixels, et en montrant succinctement
quelques exemples de préimages généralisées de voxels.

2.3.1 Définition

Dans cette thése, nous avons défini la notion de préimage généralisée d’un ensemble de poly-
topes. Cette préimage est un objet de I'espace de paramétres tel que chaque point de cet objet
est associé & un hyperplan coupant tous les polytopes donnés.

Définition 22 (Préimage généralisée) Soit P = {Py,..., P;} un ensemble de k n-polytopes,
k € N*. La préimage généralisée Gp de l’ensemble de polytopes P est définie par

k
Gp(P) = () Dual(P;)
=1
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Dual du voxel (—1,—-1,0) Dual du voxel (—1,0,0) Dual du voxel (—1,1,0)

Fic. 2.6 Exemples de duaux de voxels.
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2.3. La notion de préimage généralisée

Dual du voxel (0,—1,0) Dual du voxel (0,0,0) Dual du voxel (0,1,0)

Fic. 2.7 Exemples de duaux de voxels.
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Dual du voxel (1,—1,0) Dual du voxel (1,0,0) Dual du voxel (1,1,0)

Fic. 2.8 Exemples de duaux de voxels.
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2.3. La notion de préimage généralisée

(a) (b) (c) (@)

Fia. 2.9 Exemple de préimage généralisée en dimension 3 : (a) Un ensemble V de dix-sept
voxels, (b) Préimage généralisée correspondante Gp()). Son barycentre B est matérialisé par
un point noir, (c) et (d) Résultat de l'intersection entre V et le plan dual de B. Nous pouvons
remarquer que le plan correspondant & Dual(B) coupe bien I'ensemble des voxels de V.

Le dual d'un polytope étant lui-méme un polytope, nous déduisons de la définition 22 que
la préimage généralisée d'un ensemble de polytopes est soit vide, soit elle aussi un polytope,
puisqu’elle est décrite comme l'intersection d’un ensemble de polytopes. Nous pouvons voir un
exemple de préimage généralisée en dimension 3 sur la figure 2.9b. Les voxels considérés sont
représentés sur la figure 2.9a.

De plus, la définition de cette préimage présente plusieurs avantages tels que le fait d’étre
totalement indépendant de la position des polytopes considérées, ainsi que de leurs relations de
connexité ou encore de I'ordre dans lequel ils sont considérés.

2.3.2 Préimage généralisée d’hypervoxels

Nous illustrons ici la définition de la préimage généralisée donnée dans la section précédente
en nous intéressant plus particuliérement aux préimages généralisées d'un ensemble de pixels
1-connexe et d'un ensemble de voxels 2-connexes.

2.3.2.1 Etude de la préimage généralisée d’un ensemble de pixels 1-connexe

Afin de décrire plus précisément la préimage généralisée d’un ensemble de pixels, nous nous
placons dans le cadre du corollaire 1 du chapitre précédent qui décrit le dual d’un pixel comme
I"union de deux polygones infinis.

Lorsqu’elle n’est pas vide, la préimage généralisée d'un ensemble de pixels peut avoir quatre
formes différentes (polygones finis ou infinis), chaque forme dépendant directement de la position
des pixels les uns par rapport aux autres. Les quatre formes possibles sont les suivantes :

— Deux polygones infinis (voir Figure 2.10) : cette forme de la préimage généralisée correspond
a plusieurs cas de figures, tels que deux pixels 1-voisins alignés horizontalement, ou encore
k pixels alignés verticalement, k € N*.

Un polygone infini (voir Figure 2.11) : la préimage généralisée d'un ensemble de pixels
1-connexe sera composée d’'un unique polygone infini dans le cas de deux rangées de pixels
alignés verticalement de part et d’autre d’'une méme droite verticale (hormis dans le cas
de deux pixels alignés horizontalement décrit précédemment).
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Chapitre 2. Une préimage généralisée pour la reconnaissance de primitives discrétes

Fi1G. 2.10 — Préimage généralisée de pixels : deux polygones infinis.

FiG. 2.11 — Préimage généralisée de pixels : un polygone infini.

— Deux polygones finis (voir Figure 2.12) : ce cas de figure correspond & un ensemble de k
pixels alignés horizontalement, k > 3.

— Un polygone fini (voir Figure 2.14) : ce dernier cas de figure correspond a toute configuration
de pixels autre que les trois précédemment décrites. En particulier, dans ce cas précis,
la préimage généralisée d'un ensemble de pixels est exactement identique & la préimage
classique.

2.3.2.2 Cas d’un ensemble de voxels 2-connexe

Tout comme la préimage généralisée de pixels, la préimage généralisée d'un ensemble de
voxels peut avoir différentes formes en fonction des différentes positions des voxels. Cependant,
le nombre de cas possibles étant trés important, nous ne les décrirons pas ici. Nous présentons
simplement quelques exemples de préimages généralisées de voxels sur les figures 2.9 et 2.13.
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2.4. Reconnaissance d’hyperplans discrets

Fig. 2.12 Préimage généralisée de pixels : deux polygones finis.

2.4 Reconnaissance d’hyperplans discrets

Dans cette section, nous présentons notre algorithme de reconnaissance d’hyperplans U-
Supercouverture. Puis, nous donnons quelques exemples d’applications, et notamment dans le
cadre des espaces discrets classiques.

2.4.1 Algorithme de reconnaissance

Soient D™ un espace discret de dimension n et P un ensemble de pavés de cet espace. La
reconnaissance d’un hyperplans discret U-Supercouverture est s’effectue simplement en calculant
la préimage généralisée de P. Si cette préimage est vide, I’ensemble de pavés n’appartient pas
a un hyperplan discret. Dans le cas contraire, 'ensemble de pavés appartient & un hyperplan
discret, et la préimage généralisée fournit I'’ensemble des hyperplans euclidiens solutions.

L’algorithme de reconnaissance est le suivant :

2.4.2 Exemples d’applications

L’algorithme 1 peut étre directement appliqué aux différents modéles de discrétisation clas-
siques, tels que les modéles Supercouverture, Standard ou Naifs. Nous décrivons rapidement dans
cette partie de quelle maniére adapter notre algorithme a ces différents modéles.

2.4.2.1 Hyperplans Supercouverture

Dans le cadre des espaces discrets classiques, la reconnaissance d’hyperplans Supercouver-
ture se fait simplement en utilisant I'algorithme 1 dans lequel les pavés sont remplacés par des
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|- o
by

C

FiG. 2.13 — Exemples de préimages généralisées en dimension 3 : (a) Préimage généralisée de
trois voxels alignés sur 'axe X3, (b) Préimage généralisée de trois voxels alignés sur I'axe Xo,
(c) Préimage généralisée de quatre voxels formant un carré sur le plan (O, X1, X3), (d) Préimage
généralisée de quatre voxels formant un carré sur le plan (O, X9, X3).
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2.5. Conclusion

Algorithme 1 : Reconnaissance d’hyperplans discrets U-Supercouverture
Données : Un ensemble P de k pavés Py, ..., Pg.
début
GP — Dual(Pl) i
1 — 2;
tant que Gp # ) et i < k faire
Gp+— Gpn Dual(P,) ;
L t— 1+ 1;
si Gp # () alors
| P appartient & un hyperplan discret.

sinon
| P n’appartient pas a un hyperplan discret.

fin

hypervoxels. Un exemple de calcul de la préimage généralisée d’un ensemble de pixels est montré
sur la figure 2.14.

De méme, dans le cadre des grilles irréguliéres isothétiques, le reconnaissance de droites
discrétes se fait en appliquant 'algorithme 1 aux pavés correspondant & ces espaces particuliers.

2.4.2.2 Hyperplans Standard

Dans le cas du modeéle Standard, le fait que la préimage généralisée de I’ensemble d’hyper-
voxels considérés soit non vide, et non réduite a son bord, suffit & déterminer I'appartenance des
hypercubes & un hyperplan Standard. En outre, certains points du bord de la préimage générali-
sée ne sont pas associés a un hyperplan solution. Une méthode simple permettant de choisir un
hyperplan solution consiste donc a choisir un point de la préimage généralisée ne se trouvant pas
sur son bord.

2.4.2.3 Modéles Naifs

Enfin, considérons le cas des modeéles Naif et Naif fermé. Pour ces deux modéles, la distance
utilisée est la distance d' (voir Section 1.3.2). Le probléme de la reconnaissance d’hyperplans
Naifs ou Naifs fermés se raméne alors & déterminer s’il existe des hyperplans euclidiens qui
coupent les boules définies pour la distance d' et ayant pour centre un point discret. Ceci peut
étre aisément effectué en calculant la préimage généralisée de ces boules.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par définir I’espace de paramétres dans lequel nous
avons été amenés a travailler durant cette thése. Chaque point de cet espace est associé a un
hyperplan de ’espace euclidien et réciproquement. A partir ce cette définition, nous avons défini
ce que nous appelons le dual d’un objet O, tel que chaque point de ce dual est associé a un
hyperplan passant par au moins un point de O. Nous avons alors donné une description géomé-
trique du dual d’un polytope & partir des duaux de ses sommets, ce dual étant décrit comme
I'intersection de deux unions finies de demi-espaces. Nous en avons ensuite déduit une descrip-
tion du dual d'un polytope particulier, 'hypervoxel, comme étant 'union de plusieurs polytopes
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d o R

L

Fic. 2.14 Exemple de calcul d’une préimage généralisée de pixels.

infinis. Enfin, nous avons abordé le cas des droites en dimension 3 en décrivant ’ensemble des
plans contenant cette droite sous la forme d’une droite dans 'espace dual.

Dans un deuxiéme temps, nous avons défini la préimage généralisée d’un ensemble de po-
lytopes. Cette préimage est définie dans l'espace de paramétre précédemment évoqué & partir
des duaux des polytopes, et correspond a l'ensemble des hyperplans euclidiens coupant tous
les polytopes. Nous avons de plus donné une autre description de la préimage d'un ensemble
d’hypervoxels.

Nous avons alors déduit de cette définition un algorithme de reconnaissance d’hyperplans U-
Supercouverture. Nous avons de plus expliqué de quelle maniére cet algorithme peut étre utilisé
pour la reconnaissance d’hyperplans Supercouverture, Standard et Naifs.

Dans tous les cas, notre algorithme est incrémental puisque la préimage généralisée des poly-
topes associés aux points discrets considérés est calculée au fur et & mesure de 'ajout des points
discrets. De plus, les points discrets peuvent étre ajoutés dans n’importe quel ordre.

La description de la préimage généralisée d'un ensemble d’hypervoxels, ainsi que celle de la
préimage généralisée de polygones ont été présentées dans deux conférences internationales avec
actes [DAO6a, DAO6c, DCAO06].
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Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de la reconstruction de données discrétes.
Il s’agit 14 du probléeme inverse de la discrétisation, & savoir, comment obtenir une représentation
“continue” d’un ensemble discret 7 A titre d’exemple, nous pouvons voir sur la figure 3.1b un objet
en dimension 3 obtenu a ’aide d’un algorithme de reconstruction appliqué sur I’'objet original de
la figure 3.1a’.

Fi1G. 3.1 Exemple d’objet reconstruit a partir d’images : (a) Stanford Bunny, (b) Reconstruction
obtenue a partir de plusieurs clichés de 1'objet original.

Le probléme de la reconstruction de données discrétes est un probléme classique en infor-
matique graphique, auquel plusieurs solutions ont été proposées. La méthode la plus connue
est celle des Marching Cubes |[LC87|. Cette méthode, proposée initialement en dimension 3,
et adaptée ensuite a la dimension 2, est basée sur I’étude de configurations locales de voxels.
Le nombre de facettes générées par cette méthode est en particulier trés élevé, et ce a cause
du caractére local de la reconstruction. Ainsi, cette méthode fournit un résultat visuel de
trés bonne qualité et trés proche de l'objet discret d’origine. En contrepartie, 1'inconvénient
majeur de cette méthode est que la taille mémoire nécessaire au stockage de tels objets est
particulierement importante. De nombreuses méthodes de simplification d’objets de type
Marching Cubes ont donc été proposées [LLVT03, Che95, HHVW96, Nie03, Nie04| dans le but
de diminuer le nombre de facettes de 'objet final. De méme, d’autres méthodes, 1a encore basées
sur I'étude de configurations locales de voxels, ont été proposées [MSS94, HWC05, LM00, KL02].

Notre approche se situe plutdt dans la continuité des approches suivies par la communauté
francaise en géomeétrie discréte ces derniéres années, c’est-a-dire une approche basée non pas sur
I’étude des configurations locales de voxels, mais sur la reconnaissance de morceaux de droites et
plans discrets constituant les objets. L'idée est d’obtenir directement un objet constitué de grands
segments de droites ou facettes sans avoir besoin de recourir & une phase de simplification.Cette
approche aussi pour but d’essayer d’obtenir au final des objets avec un nombre inférieur de

"Image extraite de la page web http ://graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/.
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3.1. Introduction

facettes par rapport aux méthodes basées sur I'étude de configurations locales de voxels.
Dans cette approche, les méthodes proposées, que nous appelons méthodes de reconstruction
discréte analytique, sont en général composées de deux étapes :

Une étape de reconnaissance visant a décomposer 1'objet discret en plusieurs morceaux
discrets (segments de droites en dimension 2 ou morceaux de plans en dimension 3),

Une étape de polygonalisation consistant & obtenir des polygones euclidiens (segments de
droites ou facettes en dimensions 2 et 3) a partir des morceaux discrets reconnus.

Cette méthode est illustrée sur la figure 3.2, pour la dimension 2.

“gi REES

[ I | Tt T T
(a) (b) (c)

FiGg. 3.2  Reconstruction d’une 1-courbe discréte : (a) Résultat de l’étape de reconnaissance
de segments discrets. Les pixels gris foncés appartiennent & deux segments discrets différents,
(b) Une reconstruction possible (chaque segment discret reconnu est remplacé par un segment
euclidien), (¢) Exemple de reconstruction inversible pour le modeéle Standard.

Y

Dans nos travaux, nous nous sommes principalement intéressés a 1’étude de méthodes de
reconstruction discréte analytique. Nous souhaitions en particulier que la reconstruction obtenue
vérifie plusieurs critéres :

Le premier critére est la réversibilité de la reconstruction (voir Figure 3.2c). En effet,
nous souhaitons que la discrétisation de ’'objet obtenu suivant un modéle de discrétisa-
tion donné, dans notre cas le modéle Standard, soit identique & ’objet discret de départ.
La propriété de réversibilité assure alors que notre reconstruction est proche des données
discrétes originelles. C’est une propriété qui est souvent perdue lors des étapes de simpli-
fications qui suivent les méthodes de reconstruction basées sur 1’étude de configurations
locales de voxels, telles que la méthode des Marching Cubes.

Le deuxiéme critére est que l'objet reconstruit doit étre topologiquement cohérent avec
I'objet de départ. Nous désirons en particulier que la reconstruction respecte le genre, le
nombre de composantes connexes, etc ..., des objets euclidiens.

En dimension 2, plusieurs méthodes répondant & nos critéres fournissent des résultats trés
convenables [BSDA03, SBDA05, LI03, CZ06]. Par ailleurs, en dimension 3, seule la méthode de
reconstruction proposée par D. CEURJOLLY ET AL. [CGS04, CDJS06|, qui est une méthode
“hybride” consistant & simplifier un objet de type Marching Cubes a 'aide d’outils de reconnais-
sance discrete, répond a nos critéres.
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Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

Dans cette thése, nous proposons deux nouvelles méthodes de reconstruction analytique dis-
créte en dimensions 2 et 3 fournissant une reconstruction inversible pour le modéle Standard et
topologiquement correcte.

Nous présentons d’une part une nouvelle méthode de reconstruction de 1-courbes discrétes
ouvertes ou fermées, simples ou non simples, qui améliore notamment les résultats obtenus par
les deux méthodes proposées dans [Bre03, BSDA(03, SBDAO05|. En particulier, le nombre moyen
de segments générés est inférieur a ceux générés par les deux méthodes sus-évoquées.

D’autre part, nous proposons une nouvelle méthode qui reconstruit la surface d’un volume
discret 2-connexe en une surface polygonale. Cette méthode est la premiére méthode de recons-
truction analytique vérifiant les deux critéres demandés proposée a ce jour.

3.2 Reconstruction inversible en dimension 2

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme de la reconstruction inversible de
courbes discrétes classiques en dimension 2. Notre but est d’obtenir, & partir d’'une 1-courbe
discréte, une représentation polygonale de cette courbe. De plus, nous souhaitons que la recons-
truction soit inversible pour le modeéle Standard, c’est & dire que la discrétisation suivant le
modéle Standard de la courbe polygonale obtenue soit identique & la courbe discréte d’origine.
D’une maniére simplifiée, cette propriété est équivalente au fait que la courbe polygonale recons-
truite coupe tous les pixels de la courbe discréte. Enfin, nous souhaitons pouvoir reconstruire des
courbes discrétes simples ouvertes ou fermées (voir Figure 3.3a), ou encore des courbes discrétes
non simples, c’est & dire des courbes ayant un ou plusieurs pixels communs avec d’autres courbes
(voir Figure 3.3b).

| /
N \ ? || \ ?

| | 1
(a) (b)

FiG. 3.3 — Exemples de reconstructions inversibles possibles de 1-courbes discrétes simples et
non simples : (a) Courbe simple fermée, (b) Courbe non simple.

Parmi les diverses méthodes de reconstruction en dimension 2 existantes, nous nous sommes
particulierement intéressés aux deux méthodes de reconstruction proposées par R. BRETON
dans sa these [Bre03]. Ces deux méthodes permettent la reconstruction inversible pour le modéle
Standard de 1-courbes discrétes simples. Cependant, la premiére méthode, appelée méthode avec
joints |BSDAOQ3|, présente l'inconvénient de nécessiter deux traitements successifs de la courbe
discréte, ce qui présente un temps d’exécution important. Le probléme majeur de cette méthode
est toutefois qu’elle peut difficilement étre utilisée pour reconstruire des courbes non simples et
qu’elle ne s’étend difficilement aux dimensions supérieures.

Une deuxiéme méthode, appelée méthode sans joint [SBDAO5], a par conséquent été pro-
posée. Cette derniére posséde de nombreux avantages par rapport & la précédente car elle ne
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3.2. Reconstruction inversible en dimension 2

nécessite qu'un seul parcours de la courbe discréte, permet de gérer des courbes non simples et
peut s’étendre aux dimensions supérieures. Néanmoins, cette deuxiéme méthode présente 1’in-
convénient de générer un nombre de segments nettement supérieur a celui généré par la premiere
méthode avec joints.

Pour pallier ce dernier inconvénient, nous avons travaillé sur une nouvelle méthode de re-
construction de courbes discrétes 1-connexes, inspirée de la méthode sans joint, mais qui permet
de limiter le nombre de segments générés. Nous avons de plus cherché une maniére de l'utiliser
pour la reconstruction de courbes non simples.

Dans la suite, nous présentons tout d’abord rapidement les principes des deux méthodes pro-
posées par R. BRETON. Puis, nous décrivons notre méthode de reconstruction, baptisée méthode
étendue. Nous donnons ensuite quelques résultats obtenus avec les trois méthodes et les com-
parons entre eux. Enfin, nous présentons rapidement une méthode de reconstruction de courbes
discrétes non simples.

3.2.1 Meéthodes de reconstruction proposées par R. BRETON [Bre03]

Dans sa theése, R. BRETON propose deux méthodes de reconstruction analytique inversible de
courbes discrétes classiques. Ces deux méthodes, appelées méthode avec joints et méthode sans
joint, reconstruisent des 1-courbes simples, ouvertes ou fermées, et fournissent une reconstruction
inversible pour le modeéle Standard.

Elles sont basées sur les deux processus suivants :

La reconnaissance de segments discrets constituant la courbe. Pour les deux méthodes,
I'algorithme de reconnaissance utilisé est ’algorithme de reconnaissance basé sur le calcul
de la préimage classique de points discrets proposé par J. VITTONE [Vit99]. Initialement,
cet algorithme permet la reconnaissance de droites Naives mais est néanmoins applicable
a la reconnaissance de droites Standard grace a l'utilisation d’une transvection des points
discrets [Via96|. L’algorithme de calcul de la préimage a par ailleurs été étendu au cas des
droites Standard par I. SIVIGNON [Siv04].

— Le remplacement des segments discrets reconnus par un ensemble de segments euclidiens,
de maniére & ce que la discrétisation Standard de la courbe polygonale reconstruite soit
identique & la courbe discréte originale.

Nous présentons rapidement ces deux méthodes dans les sections suivantes.

3.2.1.1 Meéthode avec joints [BSDAO03]

Le but de cette premiére méthode est de tenter de reconstruire une courbe polygonale
constituée d’un trés faible nombre de segments. Cette méthode est appliquée en deux étapes
dont le principe est détaillé ci-aprés.

La premiére étape consiste tout d’abord a effectuer une reconnaissance « au plus loin» de
segments discrets composant la courbe, c’est & dire essayer de reconnaitre des segments de taille
maximale en partant d’un point discret donné. Chaque segment reconnu doit de plus avoir un
pixel commun avec les segments le précédant et le suivant dans la courbe discréte. Pour ce faire,
un premier point discret, ainsi qu'un sens de parcours de la courbe sont arbitrairement choisis.
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Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

Puis, un premier segment est reconnu en ajoutant un & un les points discrets consécutifs au point
de départ, et en calculant la préimage correspondante. Lorsque cette derniére est vide, le dernier
point discret ajouté lors de la reconnaissance ne fait pas partie du segment discret reconnu et
une nouvelle reconnaissance est alors effectuée a partir du dernier pixel du segment reconnu. Le
processus est réitéré jusqu’a atteindre la fin de la courbe (cas d’une courbe ouverte) ou le point
de départ (cas d’une courbe fermeée).

Ensuite, pour chaque segment discret reconnu, une droite euclidienne solution (i.e. dont
la discrétisation Standard contient le segment discret) est déterminée a partir de la préimage
calculée pour le segment. Cependant, le choix des droites solutions effectué avec cette méthode
ne garantit pas la réversibilité de la reconstruction obtenue. En effet, deux droites euclidiennes
solutions choisies pour deux segments discrets consécutifs ne se coupent pas nécessairement a
I'intérieur du pixel commun aux deux segments (voir Figure 3.4c).

Une deuxiéme étape, consistant a ajouter des segments euclidiens (appelés joints) a la courbe
afin d’obtenir une reconstruction inversible, est alors effectuée (voir Figure 3.4d).

Cependant, comme cette méthode effectue les étapes de reconnaissance et de reconstruction
en deux parcours séparés, elle ne permet que difficilement le traitement de courbes non simples,
ce qui est un probléme majeur. De plus, le nombre de segments reconstruits se voit augmenté
par ’'ajout de joints.

N

=S
Valliaes 7
e

(a) (b) (d)

FiGg. 3.4 Exemple de reconstruction avec joints : (a) Ensemble des droites solutions (en gris
foncé sur la figure) pour le segment discret reconnu, (b) Choix d’une droite solution, (c) Résultat
du processus de reconnaissance, (d) Courbe polygonale obtenue aprés ’ajout de joints.

3.2.1.2 Meéthode sans joints [SBDAO5]

Une deuxiéme méthode, appelée méthode sans joints, a donc été proposée afin de pallier
cet inconvénient. Le but de cette méthode était d’effectuer une reconstruction inversible
d’une courbe discréte 1-connexe en ne parcourant qu’une seul fois la courbe, tout en essayant
d’obtenir des segments de grande taille. La reconstruction de la courbe se fait donc en
méme temps que la reconnaissance des segments discrets, et la discrétisation Standard de
chaque segment euclidien reconstruit doit étre identique au segment discret. Autrement dit,
chaque segment reconstruit doit couper tous les pixels du segment discret reconnu correspondant.

Le principe de cette méthode est de « guider» la reconnaissance de chaque segment discret
de maniére a ce que le choix de la droite euclidienne solution garantisse la réversibilité de la
courbe reconstruite. Plus précisément, le but est de s’assurer qu’a chaque reconnaissance de
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3.2. Reconstruction inversible en dimension 2

segment discret, il existe une droite solution qui coupe la droite solution choisie pour le segment
précédemment reconnu & l'intérieur de leur pixel commun.

Pour cela, tout comme pour la méthode avec joints, un point discret de départ est choisi
dans la courbe, ainsi qu’'un sens de parcours. Un point euclidien est alors choisi & l'intérieur
du pixel correspondant. La reconnaissance du premier segment se fait en ajoutant un a un
les pixels consécutifs au pixel de départ et en calculant la préimage des points discrets. Mais
contrairement a la méthode avec joints, la reconnaissance ne s’arréte pas lorsque la préimage est
vide, mais lorsqu’il n’existe plus de droite solution qui passe par le point fixé (voir Figure 3.5a).
Cette vérification est effectuée dans I’espace des parameétres en calculant l'intersection entre la
droite duale du point fixé et la préimage. Si 'intersection est vide, il n’existe plus de droite
solution vérifiant la condition souhaitée, et la reconnaissance s’arréte puisque le dernier point
discret ajouté n’appartient pas au segment reconnu.

Une droite solution passant par le point fixé est alors choisie (voir Figure 3.5b). Dans l'espace
des paramétres, ceci se traduit par le choix d'un point appartenant a I'intersection entre la droite
duale du point fixé et la préimage calculée pour le segment reconnu. Enfin, un segment euclidien
dont une extrémité est le point fixé est calculé pour le segment reconnu. La deuxiéme extrémité
est calculée en faisant l'intersection entre la droite solution et le dernier pixel reconnu, et en choi-
sissant un point sur cette intersection, comme par exemple le milieu du segment correspondant
a l'intersection. La reconnaissance et la reconstruction des segments suivants s’effectuent de la
méme maniére que pour le premier segment.

Un traitement particulier est cependant nécessaire pour reconstruire le dernier segment de la
courbe dans le cas d’une courbe fermée. En effet, le dernier segment reconstruit doit pouvoir étre
raccordé au point fixé dans le premier pixel de la courbe. Il est donc nécessaire, lors de ’'ajout du
dernier point discret, de s’assurer que I'unique droite passant a la fois par les premier et dernier
points fixés de la courbe est une droite solution pour le segment reconnu. Cette contrainte
supplémentaire se traduit dans l’espace des paramétres par le fait que l'intersection entre les
deux droites duales des points fixés doit se trouver a l'intérieur de la préimage calculée. Dans le
cas contraire, le dernier point ajouté n’appartient pas au segment reconnu.

Cette deuxiéme méthode présente ’avantage de ne s’effectuer qu’en un seul parcours de la
courbe discréte. L’avantage principal réside toutefois dans le fait qu’en introduisant le concept de
"contrainte de sommet" (contraignant une droite euclidienne reconstruite a passer par un sommet
fixé) cette méthode permet de gérer le probléme des sommets de degrés supérieurs a 2 et donc de
reconstruire des courbes non simples. Un autre avantage non négligeable est que cette méthode
peut étre étendue aux dimensions supérieures alors que 'extension des "joints" en dimension 3
est trés difficile. Cependant, les résultats obtenus sont peu satisfaisants. En effet, tout d’abord,
le nombre de segments reconstruits est en général nettement supérieur au nombre de segments
obtenus avec la méthode avec joints. De plus, les courbes reconstruites sont visuellement peu
satisfaisantes.

3.2.1.3 Bilan

Les deux méthodes proposées sont aisées & mettre en oeuvre et fournissent des résultats rela-
tivement convenables. Cependant, face au probléme posé par le nombre important de segments
générés par la méthode sans joint, nous avons essayé d’améliorer ce dernier algorithme. Pour
cela, nous nous sommes intéressés au choix du point de départ. En effet, il nous a semblé que
le fait de fixer un point & chaque reconstruction de segment euclidien était en grande partie
responsable du nombre élevé de segments reconstruits, et ce car le nombre de droites solutions
passant par un seul point est trés faible. Ainsi, nous avons tenté de trouver une méthode moins

49



Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

L] e
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FiG. 3.5  Exemple de reconstruction sans joints : (a) Ensemble des droites solutions contenant
le point fixé (en gris foncé sur la figure), (b) Choix d’une droite solution et d’un nouveau point
fixé, (c¢) Resultat.

contraignante que la méthode sans joints, permettant ainsi de diminuer le nombre de segments
reconstruits tout en ne nécessitant qu’un seul traitement de la courbe. Deux approches ont alors
été envisagées, que nous présentons dans la section suivante.

3.2.2 Meéthode étendue

Dans cette section, nous présentons un nouvel algorithme de reconstruction inversible de 1-
courbes discrétes basé sur ’algorithme de reconnaissance de droites Standard présenté dans le
chapitre précédent.

Dans ce qui suit, nous donnons tout d’abord rapidement le principe de notre algorithme, puis
nous détaillons les étapes de reconnaissance et de polygonalisation qui le composent. Enfin, nous
comparons les résultats obtenus avec notre méthode avec ceux obtenus en utilisant les méthodes
avec joint [BSDAO3] et sans joint [SBDA05]| présentées dans la section précédente.

3.2.2.1 Principe

Le principe de cette méthode est tout comme la méthode sans joints de contraindre la recon-
naissance. Cependant, lors de la reconnaissance des segments discrets, non pas une solution mais
un ensemble de solutions possibles pour le segment reconnu est calculé. Le choix d'une solution
est alors effectué lors d’une deuxiéme étape.

Nous avons suivi le raisonnement suivant : au lieu de considérer uniquement un point fixé a
I'intérieur du pixel de départ de la reconnaissance, considérons & présent ’ensemble des points
du pixel. Ainsi, dans le cas du premier segment discret a reconnaitre, la reconnaissance continue
tant qu'il existe une droite solution coupant le pixel de départ. Il s’agit donc 1a de la méthode
avec joints appliquée au premier segment & reconnaitre. Dans les autres cas de reconnaissance de
segment, l’'ensemble de points considérés dans le pixel se restreint alors aux points atteints par
les droites solutions calculées pour le segment précédemment reconnu.

La méthode que nous utilisons est donc composée de deux phases : une phase de reconnais-
sance contrainte et une phase de polygonalisation.

La phase de reconnaissance (voir Figures 3.6a et 3.6b) consiste a décomposer la courbe discréte
en segments de droite discréte, tout en calculant pour chaque segment reconnu l’ensemble des
droites coupant les pixels du segment. Cependant, I'algorithme de reconnaissance est contraint
car nous souhaitons que les droites coupant les pixels coupent aussi un ensemble de points
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particuliers situes dans le premier pixel du segment a reconnaitre. La nature de ces points, ainsi
que l'algorithme de reconnaissance contraint sont détaillés dans la section 3.2.2.2.

Lorsque la phase de reconnaissance est terminée, la phase de polygonalisation est effectuée
(voir Figure 3.6¢). La méthode utilisée pour reconstruire la ligne polygonale est la suivante :
I’algorithme commence a partir du dernier pixel reconnu de la courbe. Un point euclidien est
choisi dans ce pixel parmi ’ensemble des points coupés par les droites euclidiennes qui ont été
calculées pour ce segment durant la phase de reconnaissance. Puis une droite contenant ce point
est choisie parmi les droites solutions, et un nouveau point est fixé dans Pautre pixel extrémité
du segment reconnu. Le processus est alors répété jusqu’a atteindre le premier pixel de la courbe.
Cette méthode est décrite plus en détails dans la section 3.2.2.3.

o / Be

(a) (b) (c)

F1G. 3.6 Principe de notre méthode de reconstruction. (a) Reconnaissance du premier segment.
Le pixel de départ est en gris foncé. La fleche noire indique la direction de reconnaissance. (b)
Reconnaissance des segments suivants. (c) Etape de polygonalisation. La fleche noire indique la
direction de polygonalisation.

Pixel de départ et sens de reconnaissance

Nous donnons ici les choix effectués concernant le pixel de départ et le sens de parcours de la
courbe discréte. Dans ce travail, nous utilisons les deux conventions proposées pour les courbes
ouvertes et fermées par I. SIVIGNON ET AL. dans [SBDAO5] :

— Pour une courbe simple ouverte : le point discret de départ est 'extrémité de la courbe
ayant la plus petite abscisse et la plus petite ordonnée. Le sens de reconnaissance est alors
induit par le choix du point de départ.

Pour une courbe simple fermée : le point de départ est le point de la courbe ayant la plus
petite abscisse et la plus petite ordonnée. Le sens de reconnaissance est le sens des aiguilles
d’une montre.

Notons que ces choix nous assurent que deux courbes discrétes identiques & une translation
prés, seront reconstruites de maniére identique. Par contre, ce ne sera pas le cas de deux courbes
identiques & une rotation pres.

De plus, nous n’avons pas dans ces travaux fait d’étude poussée concernant ces choix et leur
influence sur les courbes polygonales obtenues. Nous avons simplement constaté, suite & un jeu
de tests, que le nombre de segments reconnus varie fortement en fonction du sens de parcours
adopté. Nous n’avons cependant pas trouvé de méthode permettant de déterminer la direction
de reconnaissance la plus appropriée pour une courbe donnée, i.e. pour laquelle le nombre de
segments reconnus est moindre.
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Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

3.2.2.2 Reconnaissance des segments discrets

Nous détaillons ici la méthode utilisée pour effectuer la premiére étape de notre algorithme.
Le but de celle-ci est d’effectuer la reconnaissance de segments discrets sur une courbe en tenant
compte du segment précédemment reconnu. Pour cela, nous devons nous assurer qu’au moins
une des droites se trouvant dans ’ensemble des droites solutions du segment courant posseéde un
point d’intersection avec au moins une droite solution du segment précédent, et que ce point se
trouve dans le pixel commun au deux segments discrets.

Cependant, au lieu de considérer I’ensemble des droites solutions calculées pour le segment
discret précédemment reconnu, nous considérons ’ensemble des points euclidiens atteints par les
droites solutions dans le dernier pixel reconnu. Nous appelons cet ensemble de points le polygone
solution du segment reconnu. Ainsi, lors de la reconnaissance suivante, le but est de vérifier qu’il
existe au moins une droite solution qui coupe le polygone ainsi obtenu.

Notons de plus que pour chaque segment reconnu, un ensemble de points est aussi atteint
dans le premier pixel reconnu par I’ensemble des droites solutions. Nous appelons cet ensemble le
polygone initial du segment. Notons que ces deux polygones sont des polygones convexes (nous
ne démontrerons pas cette propriété ici).

Dans I’espace des parameétres, cette contrainte se traduit par le fait que l'intersection entre
la préimage généralisée du segment en cours de reconnaissance et le dual du polygone solution
est non vide.

Ainsi, si nous considérons une 1-courbe discréte C' constituée de k pixels Py, ..., P, ordonnés,
k € N*, Ialgorithme se déroule de la maniére suivante (voir Algorithme 2). Nous commengons
pas reconnaitre le premier segment S de C' en considérant comme polygone solution le premier
pixel (voir Figure 3.7a). Ensuite, nous ajoutons les pixels suivants jusqu’a ce que I’ensemble des
droites solutions de S devienne vide. Dans ce cas, I’ajout du dernier pixel implique que S n’est
plus un segment discret Standard. Nous conservons alors ’ensemble des droites solutions calculé
avant cet ajout et nous démarrons une nouvelle reconnaissance a partir du pixel précédent.

Pour effectuer la reconnaissance du segment suivant, nous commengons par calculer le dual
du polygone solution du dernier segment reconnu. Le polygone obtenu est alors utilisé pour ini-
tialiser I’ensemble des droites solutions du nouveau segment (voir Figure 3.7b). La reconnaissance
fonctionne ensuite de la méme maniére que précédemment et s’arréte lorsque tous les segments
ont été reconnus, i.e. lorsque tous les pixels de la courbe C ont été traités (voir Figure 3.7¢).

(a) (b) ()

FiG. 3.7 lustration du processus de reconnaissance. (a) Contrainte de la reconnaissance du
premier segment (I sur la figure). Pixel de départ (P). (b) Contrainte de la reconnaissance du
deuxiéme segment. (¢) Ensemble de droites euclidiennes résultant du processus de reconnaissance
de courbe discréte.
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3.2. Reconstruction inversible en dimension 2

Algorithme 2 : Reconnaissance de segments de droites discretes.

Données : Un ensemble P de n pixels ordonnés Py, ..., P,.
début
17— 1;
I —— P
tant que ¢ < n faire
S —{bi};
Gp «— Dual(I);
tant que Gp # () et i < n faire
1— 1+ 1;
S« SU{R};
GPtemp — GP;
B Gp+— Gpn Dual(H) ;
i Gp =0 alors
Gp — GPiomy;
S—5—{b};
| ie—1i—1;

| I «— Dual(Gp) N P;;

0]

fin

3.2.2.3 Polygonalisation de la courbe

Cette étape correspond au choix d'une reconstruction parmi les différentes courbes poly-
gonales possibles fournies par I'étape de reconnaissance. Nous décomposons cette étape en 3
parties : la reconstruction du premier segment de la courbe, la reconstruction d’un segment
« intermédiaire» et enfin, la reconstruction du dernier segment.

Reconstruction du premier segment euclidien : un premier point euclidien correspondant a
un premier sommet de la courbe polygonale devant étre obtenue est tout d’abord fixé dans le
dernier pixel reconnu. En effet, la reconstruction de la courbe est effectuée dans le sens inverse
de la reconnaissance. Notons que dans le cas d’une courbe ouverte, le dernier pixel reconnu est
le pixel extrémité qui n’est pas le point de départ, alors que dans le cas d’une courbe fermée, il
s’agit du pixel de départ.

Plus précisément, dans le cas d’une courbe ouverte, le point est choisi a 'intérieur du dernier
polygone solution calculé. La position de ce point est choisie arbitrairement, comme par exemple
le barycentre du polygone solution, celui-ci étant convexe. Afin de choisir simplement ce point
et de garantir la réversibilité de la reconstruction pour le modéle Standard, il est cependant
préférable de ne pas choisir ce point sur le bord du polygone solution. Dans le cas d’une courbe
fermée, le point est choisi a intérieur de l'intersection entre le polygone solution du dernier
segment reconnu et le polygone initial du premier segment reconnu si l'intersection n’est pas
vide. Notons que cette intersection est de méme convexe, ce qui nous autorise a choisir son
barycentre pour premier sommet de la courbe.

Ensuite, une droite passant par le point fixé est choisie dans ’ensemble des droites solutions du
dernier segment reconnu. Ceci est effectué en calculant I’intersection entre la préimage généralisée
du segment reconnu et la droite duale du point fixé, puisque nous savons que le dual de n’importe
quel point sur cette intersection est une droite passant par le sommet fixé. Un point est alors
choisi sur cette intersection qui nous fournit la droite solution. Notons qu’en fonction de la forme
de la préimage généralisée, 'intersection entre une droite et la préimage peut étre soit un segment,
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soit une demi-droite, soit deux demi-droites. Un traitement adapté est alors nécessaire afin de
choisir un point sur cette intersection.

Enfin, un nouveau point euclidien est fixé dans l'intersection entre le polygone initial du
segment reconnu et la droite choisie. Nous avons choisi ici le centre du segment résultant de
I'intersection.

Reconstruction des segments intermédiaires : la reconstruction des autres segments, hormis
le dernier segment, se fait simplement en réitérant les processus de choix d’'une droite solution
et de choix d’un point sur cette droite.

Reconstruction du dernier segment : dans le cas d’une courbe ouverte, le dernier segment est
reconstruit de la méme maniére que les segments intermédiaires. Par contre, dans le cas d’une
courbe fermée, la reconstruction de ce segment se fait en vérifiant si la droite passant par le
premier et le dernier sommets fixés fait partie des droites solutions du premier segment reconnu.
Ceci est effectué dans I'espace des paramétres en vérifiant que le point résultant de I'intersection
entre les deux droites duales des deux points se trouve bien & l'intérieur de la préimage généralisée
du segment. Si c’est le cas, le dernier segment peut étre reconstruit entre ces deux points. Sinon,
le segment est reconstruit comme un segment intermédiaire, et un deuxiéme segment doit étre
ajouté entre le dernier et le premier sommet calculé.

La polygonalisation de la courbe C' (voir Algorithme 3) est effectuée en partant du dernier
pixel reconnu P de C dans le sens inverse du sens de reconnaissance (voir Figure 3.8). Notons que
si C est une courbe fermée alors P est le pixel de départ de la reconnaissance. Un premier point
p est choisi a l'intérieur de l'intersection I entre P et ’ensemble des droites L = Dual(Gp(S))
calculé pour le dernier segment discret reconnu S. Si C' est fermée alors p et choisi dans l'inter-
section I" entre I et I'ensemble de droites calculé pour le premier segment reconnu (si I’ n’est
pas vide). Puisque I (resp. I’) est un polygone convexe, nous pouvons par exemple choisir le ba-
rycentre de I (resp. I') comme point p. Puis, une droite [ contenant p est choisie dans L. Ceci est
effectué dans I’espace de paramétres de la fagon suivante : U'intersection entre Dual(L) = Gp(S)
et Dual(p) est calculée. Le dual de chaque point dans cette intersection est une droite contenant
p. Un point est donc choisi dans cette intersection. Enfin, 'intersection entre [ et le premier pixel
reconnu de S est effectuée, et le milieu du segment obtenu est choisi comme le nouveau premier
point de la reconstruction du segment suivant. Le processus est réitéré jusqu’a ce que le point de
départ de la courbe soit atteint.

Dans le cas d'une courbe fermée, la reconstruction du dernier segment est doublement
contrainte, puisque le premier point fixé se trouve & l'intérieur du pixel de départ. Soit p ce
point et p; le premier point fixé du premier segment reconnu. S’il existe une droite contenant p
et py, le dernier segment est reconstruit. Dans le cas contraire, un autre point p; est fixé dans
le pixel de départ et un segment est ajouté entre p; et p. La figure 3.8 montre un exemple de
courbe reconstruite.

3.2.3 Reésultats
Dans cette section, nous présentons tout d’abord les résultats que nous avons obtenus avec
notre méthode. Puis nous les comparons avec les méthodes avec et sans joint.

3.2.3.1 Meéthode étendue

Les résultats obtenus avec la méthode étendue sont visuellement de trés bonne qualité.
Nous pouvons voir sur la figure 3.9 un exemple de reconstruction de courbe discréte dans le
cas d’'une image. La courbe reconstruite est constituée des points discrets situés sur la frontiére
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3.2. Reconstruction inversible en dimension 2

Algorithme 3 : Polygonalisation de la courbe

Données : Un ensemble S de k segments reconnus connexes Sy, ..., S avec
Si = (Pi;,..., P;) et k ensembles de droites solutions Ly, ..., L.
début
1+—k;

fin

Choisir un point réel p;, in P ;

Pf s Digs

tant que ¢ > 1 faire

Choisir une droite [ dans L; contenant p;, ;
s 1INPF,;

Choisir un point réel p;, sur s;

Ajouter un segment entre Pi; et pi;

Pi-1y < Pij;

t— 1 —1;

Chercher une droite [ dans Ly qui contient py, et py;

si [ n’existe pas alors
Choisir une droite [ dans L; qui contient pi, ;

se—1INPk,;
Choisir un nouveau point réel py, sur s;
Ajouter un segment entre P1; et py, et entre py, et py;

sinon
L Ajouter un segment entre pi; et pr;
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Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

(a) (b)

FiG. 3.8 — Reésultat du processus de polygonalisation (en pointillés sur la figure). Le sens de
reconstruction est indiqué par la fléche noire.

entre les deux régions colorées en noir et en blanc. L’espace discret associé a l'image est donc
I’espace discret classique dual. Nous pouvons vérifier sur la figure 3.9¢ que la courbe reconstruite,
correspondant a la frontiére entre les deux régions de la figure 3.9b coupe bien I'ensemble des
pixels associés au points de la courbe discréte (voir Figure 3.9a).

(a) (b)

FiG. 3.9 Résultat du processus de reconstruction : (a) Image originale, (b) Objet obtenu, (c)
La courbe polygonale obtenue coupe bien tous les pixels de la courbe discréte.

D’autres exemples de reconstructions de courbes discrétes obtenues avec la méthode étendue
sont montrés sur les figures 3.10, 3.11, 3.12 et 3.13.

3.2.3.2 Comparaison avec les méthodes avec et sans joints

Le tableau 3.1 montre quelques résultats obtenus par les trois différentes méthodes de recons-
truction (avec joints, sans joint et étendue) en termes de nombre de segments de droite obtenus.
Nous pouvons voir que notre méthode fournit un nombre inférieur de segments que les méthodes
avec et sans joint.

3.2.4 Reconstruction de courbes non simples

Dans cette section, nous proposons une méthode permettant la reconstruction de courbes
non simples. Le principe est le suivant : tout d’abord, un point euclidien est fixé a l'intérieur
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3.2. Reconstruction inversible en dimension 2

TaAB. 3.1 Comparaison entre les trois méthodes de reconstruction. Les nombres de segments
des courbes reconstruites sont donnés.

Image

;
i

Nombre de points discrets Méthode Méthode | Méthode

de la frontiére entre régions | avec joints | sans joint | étendue
116 22 24 13
356 50 62 39
424 57 66 38
574 71 104 57
852 99 130 84

de chaque pixel de la courbe de degré® supérieur ou égal & 3. Comme point fixé, nous avons
arbitrairement choisi le point discret associé & ces pixels. Ensuite, toutes les courbes discrétes
comprises entre deux points fixés sont reconstruites en utilisant la méthode étendue, en prenant
en compte la contrainte matérialisée par les points fixés aux deux extrémités des courbes. Cela
revient a reconstruire une courbe discréte ouverte contrainte par un point a ses deux extrémités.
Nous appelons ces courbes des courbes doublement contraintes. Cette contrainte intervient lors

de la reconnaissance des premier est dernier segments de la courbe de la maniére suivante :

Reconnaissance du premier segment discret : la préimage généralisée des pixels du segment
est calculée tant que son intersection avec la droite duale du point fixé n’est pas vide.
Lorsque celle-ci est vide, la derniére intersection non vide entre la préimage généralisée
calculée et la droite duale correspond aux nouvelles droites solutions permettant le calcul
d’un nouveau polygone solution pour débuter la reconnaissance suivante.

— Reconnaissance du dernier pixel de la courbe : lors de ’'ajout du dernier pixel, la recon-
naissance du dernier segment discret de la courbe est valide si et seulement si I’intersection
entre la préimage généralisée, le dual du polygone solution et la droite duale du point

fixé est non vide. Si ce n’est pas le cas, la reconnaissance du segment s’arréte sur le pixel
précédant le dernier pixel de la courbe.

La reconstruction d'une courbe non simple se fait alors en parcourant les différentes courbes
doublement contraintes constituant la courbe non simple. Un point de départ de la reconnaissance
et un sens de parcours de la courbe ont donc été choisis.

— Le pixel de départ est le pixel de degré supérieur ou égal & trois dont le point discret associé
est d’abscisse le plus petit et d’ordonnée la plus petite.

8Nous appelons degré d’un pixel P le nombre de pixels 1-voisins de P.
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Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

Le parcours de la courbe se fait par propagation a l'intérieur de la courbe a partir du pixel
de départ (parcours en largeur de la courbe). Les courbes & reconstruire sont considérées
dans l'ordre suivant : tout d’abord, la courbe située a droite, puis en haut, puis & gauche,

puis en bas.

Les choix effectués pour le pixel de départ et la direction de propagation sont bien entendus
arbitraires. Le pixel de départ doit tout de méme étre un point de degré supérieur ou égal a trois
pour simplifier la reconstruction.

(a) (b)

Fi1G. 3.10 Exemple de courbe discréte reconstruite avec la méthode étendue : (a) Image d’ori-
gine : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 178 points discrets, (b) Image
résultante : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 38 segments.
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3.2.5 Conclusion et perspectives

Dans cette section, nous nous sommes intéressés au probléme de la reconstruction inversible
de 1-courbes discréetes classiques. Notre but était de fournir une reconstruction de courbe discréte
qui soit en particulier inversible pour le modéle Standard. Nous avons tout d’abord briévement
rappelé les principes des deux algorithmes de reconstruction proposés par R. BRETON|Bre(3]
dans sa thése. Nous avons ensuite présenté une nouvelle méthode de reconstruction, appelée
méthode étendue, qui améliore les deux méthodes précédemment évoquées. En effet, les courbes
polygonales obtenues & ’aide de notre algorithme contiennent en moyenne moins de segments
que les courbes obtenues a I'aide des deux autres méthodes. Enfin, nous avons rapidement abordé
le probléme de la reconstruction de courbes non simples en proposant une méthode résolvant ce
probléme. Cette méthode est notamment utile pour reconstruire les frontiéres entre régions dans
une image.

La reconstruction de la courbe est de plus effectuée au plus loin. Enfin, la reconstruction est
effectuée en deux étapes. Cependant, I'’ensemble des solutions possibles pour la reconstruction
est calculé durant le premier parcours de la courbe, le deuxiéme parcours consistant simplement
a choisir une droite parmi les droites solutions calculées durant le premier parcours.

Une des principales perspectives de ce travail est I’extension de cette méthode a d’autres types
d’espaces, réguliers ou non. En effet, ’étape de reconnaissance de notre méthode est principale-
ment basée sur le calcul de la préimage généralisée. Cette derniére étant définie pour n’importe
quel type de pavé, notre méthode de reconstruction peut étre aisément appliquée a la recons-
truction de 1-courbes dans des espaces discrets quelconques, dés lors que le probléme posé est la
détermination d’une courbe polygonale coupant ’ensemble des pavés de la courbe discréte.

Une deuxiéme évolution de notre algorithme est 1’étude de son extension & la reconstruction
inversible de volumes discrets, et notamment inversible pour le modéle Standard. Nous verrons
dans le chapitre suivant que ce probléme est loin d’étre trivial, mais qu’il mérite une attention
particuliére.

Cet algorithme de reconstruction a en particulier fait 'objet d’une publication [DA06¢].
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(b)

FiG. 3.11 — Exemple de courbe discréte reconstruite avec la méthode étendue : (a) Image d’ori-
gine : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 212 points discrets, (b) Image
résultante : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 38 segments.
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(b)

Fi1G. 3.12 Exemple de courbe discréte reconstruite avec la méthode étendue : (a) Image d’ori-
gine : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 302 points discrets, (b) Image
résultante : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 64 segments.
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(b)

FiG. 3.13 Exemple de courbe discréte reconstruite avec la méthode étendue : (a) Image d’ori-
gine : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 305 points discrets, (b) Image
résultante : la frontiére entre les régions noire et blanche est constituée de 39 segments.
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3.3. Reconstruction de courbes et volumes discrets en dimension 3

3.3 Reconstruction de courbes et volumes discrets en dimension 3

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme de la reconstruction analytique du
bord de volumes discrets 2-connexes en dimension 3. Le probléme posé est le suivant : étant
donné un volume discret en dimension 3, comment obtenir une représentation polygonale de son
bord ?

Dans nos travaux, nous cherchons en particulier & obtenir une reconstruction inversible pour
le modéle Standard, c’est a dire que la discrétisation de I'objet reconstruit suivant le modéle
Standard est identique & ’objet discret initial. De plus, nous souhaitons obtenir un objet qui soit
topologiquement cohérent avec ’objet discret d’origine.

Parmi les méthodes de reconstruction analytique de volumes discrets qui ont été proposées
dans la communauté de géométrie discréte |BF94, Pap99, SDC05, KS01], nous nous sommes plus
particulierement intéressés aux méthodes proposées par I. SIVIGNON dans sa thése [Siv04]. En
effet, hormis une méthode basée sur un algorithme de simplification d’objets de type Marching
Cubes [CGS04], elle a proposé deux méthodes de reconstruction analytique utilisant I'algorithme
de reconnaissance de plans discrets Standard basé sur le calcul de la préimage classique :

— La premiére méthode consiste tout d’abord & segmenter la surface de l'objet discret en
face discrétes. Puis, un plan solution est choisi dans la préimage calculée pour chaque
face reconnue. Enfin, l'intersection entre les différents plans euclidiens définit un polyédre
correspondant a une reconstruction possible de I'objet discret.

L’inconvénient de cette méthode est que la surface obtenue n’est pas nécessairement in-
versible puisque les plans euclidiens choisis peuvent se couper en dehors de "objet discret.

Le principe de la deuxiéme méthode [SDCO05]| est tout d’abord de segmenter la surface
du volume discret en morceaux de plans discrets Standard. Puis chaque morceau discret
obtenu est reconstruit en une face polygonale dont la discrétisation standard est identique
a la face discréte, en utilisant un algorithme de polygonalisation de courbes planaires en
dimension 3.

Contrairement a la premiére méthode proposée, cette méthode fournit bien une reconstruc-
tion inversible. Par contre, la reconstruction obtenue n’est pas topologiquement correcte
puisque les différentes facettes polygonales ne sont pas connexes.

Dans cette section, nous présentons un algorithme de reconstruction du bord d’un volume
discret 2-connexe basé sur la méthode de reconnaissance de plans Standard que nous avons
présentée dans le chapitre 2 de ce mémoire. Le résultat obtenu est inversible pour le modéle
Standard et topologiquement cohérent avec l'objet discret de départ. La méthode que nous
avons utilisée est fortement inspirée de 'algorithme de reconstruction “sans joint” présenté dans
le chapitre précédent, ainsi que des algorithmes de reconstruction proposés par I. SIVIGNON dans
sa these.

Dans la suite, nous décrivons tout d’abord les volumes discrets que nous considérons ce
travail, ainsi que le principe de notre méthode. Puis nous détaillons les deux étapes nécessaires
a la reconstruction que sont la reconnaissance de plans et la polygonalisation de face discréte.
Enfin, nous présentons quelques résultats obtenus avec notre méthode.
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3.3.1 Données traitées

Notre algorithme s’applique au bord By (voir Figure 3.14b) d'un volume discret 2-connexe
V' (voir Figure 3.14a). Nous supposons que chaque sommet de voxel qui se trouve sur By est un
point discret. Quatre points discrets incidents a une méme face de voxel forment un surfel (voir
Figure 3.14c).

Notre but est de reconstruire une surface polygonale dont la discrétisation suivant le modéle
Standard est égale & tous les points discrets de By . En d’autres termes, si nous considérons
chaque point discret de By comme le centre d’'un nouveau voxel (voir Figure 3.14d), la surface
obtenue doit couper chaque voxel de ce nouveau volume creux 2-connexe (voir Figure 3.14e et
3.14f). Nous appelons ce volume le contour en vozels du volume discret V. Dans la suite, le terme
surfel référencera arbitrairement soit quatre points discrets, soit les quatre voxels associés.

Fi1G. 3.14 Données traitées : (a) Objet discret d’origine V. (b) et (¢) Bord By de V' composé
de points discrets. (d), (e) et (f) Objets discrets équivalents & By . L’objet euclidien obtenu doit
couper chaque voxel de (e).

3.3.2 Principe

Etant donné un contour de voxels V. (voir Section 3.3.1), le but est d’obtenir une surface
polygonale dont la discrétisation Standard est égale & V.. Notre algorithme fonctionne de la
maniére suivante (voir Algorithme 4) : tout d’abord, un surfel S est choisi dans V. et un premier
morceau de plan discret Standard est reconnu en partant de S (voir Figure 3.15a) en utilisant
I'algorithme de reconnaissance décrit dans le chapitre 2. Notons que nous ne choisissons pas
seulement un voxel de départ pour effectuer la reconnaissance, mais les quatre voxels constituant
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R

(a) (b) (c) (@)

Fi1G. 3.15 — Illustration de la méthode de reconstruction : (a) Surfels reconnus, (b) Extraction
du bord de la courbe discréte (en gras), (¢) Une courbe discréte 2-connexe planaire C' et le plan
euclidien choisi P, (d) Résultat de l'intersection entre P et C.

S. En effet, nous voulons que chaque voxel du bord du plan reconnu ait au moins deux 2-voisins.
Ainsi, les voxels doivent étre reconnus quatre par quatre au lieu d’un par un. Quand le processus
de reconnaissance s’arréte, un plan euclidien P est choisi dans I’ensemble des solutions calculé et
le bord C' du plan reconnu, qui est une courbe discréte 2-connexe est extrait (voir Figure 3.15b).
Le processus de polygonalisation de face est alors appliqué sur C' afin d’obtenir le contour d’une
face euclidienne contenue dans P et dont la discrétisation Standard est identique au morceau de
plan discret reconnu (voir Figure 3.15¢).

Un surfel non traité est alors choisi et les processus de reconnaissance et de polygonalisation
appliqués a nouveau. Ces deux processus sont réitérés jusqu’a ce que tous les surfels soient traités.
Cependant, le processus de reconnaissance peut étre contraint. En effet, pendant cette étape, le
prochain surfel C; & étre reconnu peut étre adjacent & des faces discrétes déja reconstruites. Ainsi,
les voxels de C peuvent étre coupés par une face ou plus, et donc appartiennent a la discrétisation
Standard du sommet ou de I'aréte d’une face déja reconstruite. Dans le but d’effectuer une
reconstruction topologiquement correcte, notre but est d’obtenir une face polygonale qui contient
ces sommets ou arétes. Pour assurer cette propriété, des contraintes de sommets (un voxel de
Cs est la discrétisation d’'un sommet d'une face reconstruite) et des contraintes d’arétes (un
voxel de Cy appartient a la discrétisation d’une aréte de face) doivent étre prises en compte
durant le processus de reconnaissance. Cela signifie qu'un surfel est reconnu si et seulement si
ses contraintes n’ameénent pas a un ensemble de solutions vide, i.e. il existe au moins un plan
euclidien coupant tous les surfels reconnus et contenant toutes leurs contraintes. De plus, nous
voulons qu’un voxel soit contraint par au plus un sommet ou une aréte.

Les processus de reconnaissance contrainte, et de polygonalisation sont détaillés dans les
sections 3.3.3 et 3.3.4.

Afin d’assurer 'unicité de la reconstruction, le choix d’un surfel de départ, ainsi qu’'un ordre
de reconnaissance des surfels pour chaque face est nécessaire. Différents choix possibles sont
discutés dans les deux sections suivantes.

3.3.2.1 Surfel de départ et méthodes de propagation

Le surfel de départ S de la premiére reconnaissance de plan est I'unique surfel paralléle au
plan (0, X7, X3) contenant I'unique point discret p = (x,,yp, 2p) vérifiant (voir Figure 3.16a) :

YW= (xV7yV7ZV) € V; - {p},xp < xy
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Chapitre 3. Reconstruction analytique inversible de courbes et volumes discrets

Algorithme 4 : Reconstruction analytique Standard

en entrée : Un contour de voxels V..
en sortie : Un maillage polygonal dont la discrétisation Standard est égale a V..
S : Surfel ;

P : Plan;
C : Courbe discréte 2-connexe ;
début

tant que il existe des surfels non traités faire
Choisir un surfel de départ S';

(C, P) «— RECONNAITRE_ _PLAN(V,,S);
POLYGONALISER _COURBE(C, P) ;

ou

Tp =1wy et Yyp < yy

ou

Tp=2xv, Yp =Yy et zp < 2y

(b)

FiG. 3.16 — Surfel de départ et ordre de reconnaissance. (a) Surfel de départ choisi pour la
premiére reconnaissance de plan. (b) Ordre d’ajout des surfels pendant le processus de recon-
naissance.

Plusieurs stratégies peuvent étre utilisées pour déterminer le premier surfel a reconnaitre
dans les étapes de reconnaissance de plan suivantes. Par exemple, nous pouvons choisir le surfel
le plus ou le moins contraint, c’est a dire le surfel ayant le plus grand ou le plus petit nombre de
contraintes (nous supposons qu’une contrainte de sommet (resp. aréte) correspond a une (resp.
deux) contrainte(s)). Nous pouvons aussi choisir en premier un surfel non contraint, puis, s’il ne
reste aucun autre surfel non contraint a traiter, choisir le moins contraint. Dans ce travail, nous
avons essayé quatre stratégies, que nous appelons dans la suite des méthodes de propagation :

Méthode 1 : Avec cette méthode, le surfel de départ doit étre contraint par au moins
une contrainte. De plus, parmi ces surfels, nous choisissons le surfel le moins contraint.
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3.3. Reconstruction de courbes et volumes discrets en dimension 3

Dans le cas ou plusieurs surfels ont le méme nombre de contraintes, nous en choisissons un
arbitrairement.

Méthode 2 : Cette méthode consiste & choisir en priorité les surfels adjacents aux premiéres
facettes reconstruites. Par exemple, supposons que la premiére facette soit reconstruite.
Dans ce cas, le surfel de départ suivant doit étre adjacent & cette facette. Aprés recons-
truction de la deuxiéme facette, le surfel de départ suivant doit étre adjacent & la premiére
facette reconstruite, ou, dans le cas ol il n’existe aucun surfel de ce type, il doit étre adja-
cent & la deuxiéme facette. Et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de surfel a traiter.

— Méthode 3 : Ici, le surfel de départ choisi est un surfel choisi arbitrairement parmi les surfels
non contraints. Lorsqu’il n’y a plus de surfel non contraint, nous choisissons un des surfels
les moins contraints, et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les surfels soient traités.

Méthode 4 : Cette derniére méthode consiste simplement a choisir comme surfel de départ
un des surfels les plus contraints de la surface discréte.

3.3.2.2 Ordre de reconnaissance

Pendant le processus de reconnaissance, si S est le dernier surfel reconnu, les surfels suivants
a étre reconnus sont choisis dans l'ordre montré sur la figure 3.16b. Le choix de l'ordre de
reconnaissance est trés important puisque la forme des plans reconnus dépend fortement de cet
ordre.

3.3.3 Reconnaissance de plan contrainte

Lorsque nous reconstruisons différents polygones, des contraintes apparaissent. En effet, les
arétes et les sommets des polygones reconstruits voisins doivent étre pris en compte. La premiére
face discréte est reconnue sans contraintes. Ce n’est pas le cas pour celles qui suivent puisque les
sommets ou les arétes de faces déja construites peuvent contraindre le processus de reconnaissance
(voir Algorithme 5). Plus précisément, soit S = {V;, V5, V3, V4} le prochain surfel devant étre
reconnu. Si S est contraint, I’ensemble des solutions fourni par ’algorithme de reconnaissance
doit étre mis & jour en fonction de la contrainte Cont(V;) de chaque voxel.

3.3.3.1 Contrainte de sommet

La mise & jour de I’ensemble solution a cause d'une contrainte de sommet est simplement
effectuée en faisant 'intersection entre la préimage généralisée et le plan dual de la contrainte.
Si le résultat est vide, le processus de reconnaissance s’arréte. Sinon, un plan solution peut étre
choisi dans l'intersection calculée.

3.3.3.2 Contrainte d’aréte

Dans le cas d'une contrainte d’aréte, la mise & jour de I’ensemble solution est effectuée en
faisant 'intersection entre la préimage généralisée et la droite correspondant aux plans solutions
de la droite contenant l'aréte (voir Chapitre 3).

Cependant, nous avons vu dans la section 7?7 que si la droite est paralléle au vecteur (0,0, a),
a € R, elle n’a pas de plans solutions. Ce probléme peut étre traité en considérant la projection
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Algorithme 5 : Reconnaissance de plan Standard contrainte
RECONNAITRE _PLAN
en entrée : Un contour de voxels V. et un surfel non traite S = {V, Vs, V3, Vy}
en sortie : Une courbe 2-connexe planaire C' et un plan P
Sol : Ensemble solution ;
début
P—10;
Sol «— Gp(S)Ni_,; Dual(Cont(V;));
tant que Sol # () faire
Choisir un plan P dans I’ensemble des solutions.
S «— Prochain surfel ;
Sol «— Sol (i—, Dual(Cont(V;)) ;
Extraire la courbe discréte 2-connexe C' & partir du bord des surfels reconnus ;

fin

des voxels déja reconnus sur le plan (0, X7, X3). En effet, la projection sur (0, X7, X3) de la
discrétisation Standard du plan vertical (i.e. le plan de paramétres (a,b,0,d), (a,b,d) € R3) est
une droite Standard. Ainsi, pour déterminer s’il existe un plan euclidien coupant tous les voxels
reconnus et la contrainte d’aréte, il suffit de déterminer s’il existe une droite qui coupe tous les
voxels projetés (i.e. pixels) et qui contient la projection de I'aréte (i.e. un point). Ceci est effectué
en calculant la préimage généralisée des pixels dans 1’espace de paramétres en dimension 2, et
donc en effectuant I'intersection entre la droite duale du point et la préimage généralisée obtenue.
Si l'intersection est vide, le processus de reconnaissance s’arréte. Sinon, une droite solution peut
étre choisie dans l'intersection, puis extrudée le long de I’axe des ordonnées, de fagon a obtenir
un plan solution.

3.3.3.3 Choix du plan

La reconnaissance du plan se fait a ’aide de la méthode décrite dans le chapitre 4. Une fois
la préimage généralisée obtenue, nous choisissons de fixer un plan. Ce plan est choisi de la fagon
suivante. Lorsque la préimage est convexe, nous calculons les coordonnées de son barycentre,
puis nous le transformons en une équation de plan dans 'espace euclidien. Lorsque la préimage
n’est pas convexe, nous calculons le barycentre de la préimage restreinte a un quart d’espace (qui
est obligatoirement convexe), puis nous déterminons le plan euclidien correspondant de la méme
maniére.

3.3.4 Polygonalisation de face

Quand le processus de reconnaissance s’arréte, I’ensemble solution est soit vide, soit non vide.
S’il n’est pas vide, un plan solution P a été choisi dans I’ensemble et le bord des surfels reconnus
extrait. La courbe 2-connexe correspondante C' = {V3,...,V,,} est alors reconstruite en fonction
de P afin d’obtenir une facette contenue par P. Si ’ensemble solution est vide, cela signifie que
le premier surfel & reconnaitre était contraint de telle sorte qu’aucun plan contenant toutes les
contraintes existe. Un traitement particulier est alors nécessaire. Nous décrivons ces deux cas
dans les sections suivantes.
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3.3.4.1 Reconstruction d’une 2-courbe discréte planaire

Dans cette section, nous nous attaquons au probléme suivant : étant donnée une 2-courbe
discrete planaire C' (voir Figure 3.17a), ¢’est a dire une courbe qui appartient & un plan Standard,
et étant donné un plan euclidien P qui coupe tous les voxels de la courbe, comment calculer une
courbe polygonale planaire se trouvant sur P et telle que sa discrétisation Standard est égale a

c?

Principe

Soit P le plan déterminé lors de I'étape de reconnaissance (voir Figure 3.17b). Tout d’abord,
I'intersection entre P et la courbe discréte est effectuée afin d’obtenir une courbe planaire com-
posée de faces ayant des formes variées (voir Figure 3.17¢), i.e. une courbe irréguliére. Puis, une
courbe polygonale planaire se trouvant sur P et coupant toutes les faces de la courbe irréguliére
est calculée (voir Figure 3.17d)).

Notre algorithme est donc composé de deux étapes. Tout d’abord, le calcul de I'intersection
entre la courbe discréte et le plan choisi. Puis, le calcul d’une polyligne coupant tous les pavés
de la courbe irréguliere.

(a)

() (d)

F1G.3.17 Exemple de polygonalisation de courbe : (a) Une courbe discréte, (b) Un plan coupant
tous les voxels, (c) Intersection entre le plan et la courbe, (d) Un résultat possible.

Calcul de l’intersection entre un plan euclidien et une 2-courbe discréte

Afin de calculer l'intersection entre C' et P (voir Algorithme 6), nous effectuons de maniére
incrémentale des opérations d’intersection entre P et les différentes cellules topologiques consti-
tuant les voxels de la courbe (faces et arétes).

Tout d’abord, tous les sommets de la courbe sont triés en fonction de leur position par rapport
a P (au dessus, en dessous ou dans le plan). Trois sous-ensembles de sommets différents notés
@, © et © sont alors obtenus. A partir de ces ensembles, nous pouvons déterminer les arétes de
la courbe qui sont coupées par P. En effet, ces arétes possédent une extrémité dans ’ensemble
@, et une autre dans I’ensemble ©.

L’intersection entre ces arétes et P peut alors étre calculée de maniére & créer de nouveaux
sommets (voir Figure 3.18a). Notons que le choix du plan P implique que toute intersection entre
une aréte et P est nécessairement réduite a un point. En effet, P est choisi de telle maniére & ne
pas contenir de sommet de la courbe C, et donc ne contient pas d’aréte.

Puis, pour chaque face de voxel, si deux sommets ont été créés dans la face, une nouvelle
aréte est créée entre ces deux sommets (voir Figure 3.18b).
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Algorithme 6 : Opération d’intersection entre une 2-courbe discréte classique et un plan
euclidien

en entrée : Une 2-courbe discréte C' et un plan P.

en sortie : Une 1-courbe irréguliére.

pour chaque sommet S de C faire
pos «— évaluer la position de S par rapport a P;

| marquer S avec @, ©, & en fonction de pos;

pour chaque aréte A de C faire

si sommets de A sont marqués par @ et © alors
I < calculer le point d’intersection entre A et P;
S « insérer un nouveau sommet dans A a la position I;
marquer S avec &);

pour chaque face F' de C faire

si F' contient deuz sommets S1, So marqués avec & alors
| insérer une nouvelle aréte dans F' entre Sy et So;

pour chaque vozel V' de C faire

si V' contient de nouvelles arétes alors
| F < créer une nouvelle face en convexe a partir des nouvelles arétes;

pour chaque nouvelle face F faire
pour chaque aréte A de F faire
A’ « aréte correspondant a A sur le voxel contenant F;

F’ « trouver la face correspondant a A’ a I'intérieur du voxel adjacent;

si F’ existe alors
| relier F' et F' le long de A;

retourner [’ensemble des nouvelles faces;

Enfin, si de nouvelles arétes ont été créées sur un méme voxel, une nouvelle face convexe est
créée a partir de ces arétes (voir Figure 3.18¢).

La derniére étape consiste alors a établir des relations entre les faces nouvellement crées de
maniére & reproduire les relations d’adjacence existant auparavant entre les différents voxels de
la courbe.

Intéressons nous a présent a la complexité de l'algorithme présenté. Puisque chaque cellule
de la courbe n’est traitée qu'une seule et unique fois lors du déroulement de cet algorithme,
sa complexité est en O(i), ou i correspondant au nombre de cellules de la courbe C. De plus,
puisque ¢ et le nombre de voxels k de la courbe sont linéairement dépendants, nous en déduisons

que la complexité de cet algorithme est O(k).

Polygonalisation d’une courbe irréguliére

Une courbe irréguliére planaire C’, ouverte ou fermée, ayant été extraite de l'intersection
entre le plan P et la courbe de voxels C, notre but est & présent de reconstruire cette courbe
discréte. Nous souhaitons donc obtenir une courbe polygonale planaire coupant tous les pavés de
C'. Pour ce faire, diverses méthodes peuvent étre utilisées.

Nous pouvons par exemple étendre la méthode de reconstruction de 1-courbe discréte clas-
sique étendue que nous avons présentée dans le chapitre 3.2 au cas d’une 1-courbe irréguliére.
Ceci peut étre aisément effectué en considérant non plus la préimage généralisée d’un ensemble
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(a) (b) (c)

Fi1G. 3.18 — Illustration de ’algorithme d’intersection : (a) Opération d’intersection entre le plan
et les arétes, (b) Création de nouvelles arétes, (¢) Création de nouvelles faces.

de pixels, mais la préimage généralisée d’un ensemble de pavés quelconques dans 1’algorithme de
reconnaissance de segments discrets.

Bien que cette méthode fournisse probablement de bons résultats en terme de nombre de
segments reconstruits, nous avons choisi d’utiliser une autre méthode dans le cadre de notre
algorithme de reconstruction. En effet, dans un souci d’efficacité, nous avons opté pour une
méthode de reconstruction de complexité linéaire en le nombre de pavés de la courbe irréguliére.

Cette deuxiéme méthode est une extension aux espaces irréguliers de algorithme de re-
construction proposé par D. CEURJOLLY ET AL. [CZ06] dans le cadre de grilles irréguliéres
isothétiques, et qui est basé sur le calcul de cones de visibilité. *

Le principe de notre méthode de polygonalisation est le suivant :

Tout d’abord, un premier pavé P est choisi dans la courbe C, et un point euclidien Py est
choisi & l'intérieur de P. Nous pouvons par exemple prendre le barycentre de P puisque celui-ci
est par construction convexe. Notons que dans le cas d’une courbe ouverte, nous choisissons un
des pavés extrémités. Enfin, un sens de parcours de la courbe est lui aussi choisi.

Le parcours de la courbe commence a partir de P et dans le sens précédemment défini. Un
premier cone Cj est alors calculé entre le premier point fixé Py et le pavé suivant, qui est adjacent
a P. Ce cone est défini par Py et l'aréte ¢y commune & P et le pavé suivant (voir Figure 3.19a).
Puis, un nouveau coéne C est calculé entre Py et le pavé suivant a partir de I'aréte e; commune
aux deux derniers pavés atteints. L’intersection entre Cy et C1, correspondant au cone de visibilité
est calculée, et tant que ce cone n’est pas vide, le processus continue pour les pavés suivants de
la courbe (voir Figure 3.19b).

Si le cone de visibilité devient vide, cela signifie qu’aucune droite du cone de visibilité précé-
demment calculé n’atteint le pavé suivant de la courbe (voir Figure 3.19¢). Une droite du cone de
visibilité précédemment calculé est alors choisie et un nouveau point euclidien P;, correspondant
a un nouveau sommet de la courbe polygonale en cours de construction, est fixé sur I’intersection
entre cette droite et le pavé précédemment atteint. Le processus de calcul d’un nouveau cone
commence alors & nouveau & partir de ce point (voir Figure 3.19d).

Quand le dernier pavé de la courbe est atteint, et dans le cas d’une courbe fermée, il est
nécessaire de vérifier si le dernier cone de visibilité calculé contient le premier point fixé dans la
courbe, i.e. Py. Si c’est le cas, la courbe polygonale est entiérement reconstruite, sinon, un point
est fixé dans le pavé précédant P dans la courbe, et un segment est ajouté entre les deux pavés.
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(a) (b) (c) (d)

Fia. 3.19 Ilustration de l'algorithme de polygonalisation de 1-courbe irréguliére : (a) Premier
cone calculé, (b) Réduction du cone de visibilité en fonction du pavé suivant, (c¢) Exemple de
cone de visibilité vide, (d) Choix d’un nouveau point et calcul d'un nouveau cone.

(a) (b)

F1G. 3.20 — Traitement particulier. (a) Un surfel contenant trois voxels contraints. (b) Ajout de

deux facettes adjacentes.

3.3.4.2 Ensemble de solution de surfels vide

Si ’ensemble solution est vide, cela signifie qu’aucun plan ne contient toutes les contraintes
du premier surfel devant étre reconnu. Il s’agit d'un surfel contenant trois voxels contraints.
La reconstruction d’un tel surfel S est effectuée en ajoutant deux facettes adjacentes (voir Fi-
gure 3.20). Dans ce but, un point euclidien est fixé dans chaque voxel de S qui n’est pas contraint
par un sommet. Si le voxel est contraint par une aréte, le centre du segment résultant de l'inter-
section entre l'aréte et le voxel est choisi. Si le voxel n’est pas contraint, le centre du voxel est
choisi comme point fixé. Puis, deux facettes sont ajoutées entre les quatre contraintes de sommet.

3.3.5 Reésultats

Nous pouvons voir sur la figure 3.21 quelques résultats obtenus avec notre méthode de re-
construction (voir Figures 3.25, 3.26, 3.27 et 3.28 pour plus d’exemples).

Dans un premier temps, nous pouvons tout d’abord constater que quelle que soit la mé-
thode de propagation utilisée, les surfaces polygonales reconstruites ne sont pas visuellement de
trés bonne qualité. En effet, la méthode de reconnaissance utilisée étant fortement contrainte,
la surface obtenue est trés “accidentée”. Cet état de fait était cependant prévisible puisque la
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Fic. 3.21 Exemples d’objets obtenus avec notre méthode de reconstruction.

méthode de reconstruction sans joint (voir Section 3.2.1.2), dont notre méthode est fortement
inspirée, génére des courbes polygonales de qualité similaire, 14 encore a cause de l'utilisation
d’un algorithme de reconnaissance fortement contraint.

De plus, nous pouvons constater que les facettes reconstruites sont de formes et de tailles
extrémement variées et présentent dans la plupart des cas de trés nombreuses concavités (voir
Figure 3.22). L’inconvénient majeur de la présence de ces derniéres est que les facettes devant
étre reconstruites a partir de ces concavités sont souvent de trés petite taille. En effet, le surfel
contenant le sommet intérieur de la concavité est contraint par deux contraintes d’arétes iden-
tiques (les deux arétes sont contenues dans le méme plan). Enfin, les faces reconstruites peuvent
dans certains cas contenir un trou, comme nous pouvons le voir sur le figure 3.22b, ce qui la
encore génére des facettes de petite taille, et pose de surcroit un probléme d’ordre topologique.

Ensuite, il semble que la méthode de propagation choisie ait un impact non négligeable sur le
nombre de facettes générées par notre algorithme. En effet, nous pouvons voir sur les figures 3.23
et 3.24 deux exemples de reconstructions obtenues a l’aide des quatre méthodes de propagation
testées (voir Section 3.3.2.1). En particulier, les nombres de facettes les plus faibles sont donnés
par les méthodes 1, 2 et 3, et sont de plus relativement proches les uns des autres, la méthode
3 donnant cependant un nombre de facettes légérement plus élevés. Par contre, la méthode 4,
consistant & choisir systématiquement un des surfels les plus contraints, génére un nombre de
facettes nettement plus important. Les méthodes 1 et 2 semblent donc étre les méthodes plus
appropriés parmi les quatre méthodes évaluées pour notre algorithme de reconstruction.

Enfin, nous avons comparé, pour quelques objets, le nombre de facettes obtenues avec la
méthode de propagation 1 par rapport au nombre de triangles obtenus pour les mémes objets
avec la méthode des Marching Cubes. Ces résultats sont présentés dans le tableau 3.2. Nous
pouvons constater que nous obtenons approximativement 70% de faces en moins que la méthode
des Marching Cubes.
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TAB. 3.2 — Résultats : comparaison entre la méthode classique des Marching Cubes (MC) et notre méthode de reconstruction analytique

discréte (RAD).

Données Dimensions # points discrets MC MC RAD RAD
fournies du volume discret de la surface # sommets | # triangles || # sommets | # faces
333 4824 5212 10420 3013 3472
80 x 79 x 62 22056 23105 46204 14037 16456
206 x 146 x 94 110938 114552 229096 73649 87182
95 x 231 x 251 135902 134503 268658 89659 105469
310 x 218 x 140 246992 252506 505012 163540 194989
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Fi1G. 3.22 — Exemple de facettes reconstruites concaves (en rouge sur les figures (a) et (b). Sur
la figure (b), nous pouvons voir le cas d’une facette contenant un trou.
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(c) (d)

Fic. 3.23 Exemple d’objet discret reconstruit a ’aide de quatre méthodes de propagation
différentes : (a) Méthode 1 : 4358 faces, (b) Méthode 2 : 4494 faces, (c¢) Méthode 3 : 4603 faces,
(d) Méthode 4 : 4850 faces.
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(c) (d)

FiG. 3.24 — Exemple d’objet discret reconstruit a 1’aide de quatre méthodes de propagation
différentes : (a) Méthode 1 : 7661 faces, (b) Méthode 2 : 7646 faces, (¢c) Méthode 3 : 7950 faces,
(d) Méthode 4 : 9176 faces.
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3.3.6 Conclusion et perspectives

Dans cette section, nous avons présenté une nouvelle méthode de reconstruction du bord de
volumes 2-connexe en dimension 3.

Cette méthode fournit un résultat inversible pour le modéle Standard et topologiquement
cohérent avec l'objet discret de départ. Cette méthode correspond a 'extension de la méthode
sans joints & la dimension 3. Elle s’effectue en un seul parcours, les facettes étant reconnues et
reconstruites les unes apres les autres grace a l'utilisation d’un algorithme de reconnaissance
contrainte, et d’un algorithme de polygonalisation de 2-courbes discrétes planaires.

L’algorithme de reconnaissance contrainte utilise ’algorithme de reconnaissance de plans
discrets Standard basé sur le calcul de la préimage généralisée des voxels, qui a été présenté dans
le chapitre 4.

Nous avons de plus proposé un nouvel algorithme de polygonalisation de courbes 2-connexes
planaires de complexité linaire.

Les surfaces générées avec cette méthode, bien qu’inversibles pour le modéle Standard et
topologiquement correctes, sont visuellement peu satisfaisantes. Plusieurs améliorations peuvent
cependant étre apportées afin d’obtenir de meilleurs résultats. Tout d’abord, ’algorithme de
reconnaissance pourrait étre modifié de maniére & reconnaitre des morceaux de plans discrets
plus réguliers. Des méthodes de segmentations en morceaux de plans discrets telles que celles
proposées par I. SIVIGNON dans sa thése |Siv04| pourraient par exemple étre appliquées.

De plus, il serait intéressant d’essayer de détecter des voxels, ou des ensembles de voxels
appartenant & plusieurs plans discrets, et ce a 1’aide d’une étude des configurations locales de
voxels.

Enfin, comme nous 'avons souligné, 'algorithme de polygonalisation de courbes discréte
planaires pourrait étre amélioré en appliquant notre méthode étendue & la polygonalisation des
courbes irréguliéres obtenues lors de cette deuxiéme phase de notre algorithme.

Une derniére perspective a ces travaux serait d’essayer d’appliquer notre méthode étendu a
la dimension 3, et ce afin de réduire les contraintes de notre algorithme de reconnaissance de
morceaux de plans discrets actuel.

L’algorithme de reconstruction de 2-courbes discrétes planaires et son application & la re-
construction de volumes discrets ont été publiés dans [DCA06].
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FiG. 3.25 Exemple de reconstruction obtenue avec notre méthode : la surface de I'objet discret
est constituée de 4824 points discrets, et 'objet reconstruit contient 3472 faces. La méthode de
propagation utilisée est la méthode 2.
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FiGg. 3.26 Exemple de reconstruction obtenue avec notre méthode : la surface de I'objet discret
est constituée de 2648 points discrets, et 'objet reconstruit contient 336 faces. La méthode de
propagation utilisée est la méthode 1.
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Fia. 3.27 Exemple de reconstruction obtenue avec notre méthode : la surface de I'objet discret
est constituée de 86516 points discrets, et 1'objet reconstruit contient 63247 faces. La méthode
de propagation utilisée est la méthode 1.
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3.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord proposé un nouvel algorithme de reconstruction
analytique inversible de 1-courbes discrétes classiques ouvertes ou fermées, basé sur notre algo-
rithme de reconnaissance de droites Standard. Cet algorithme améliore en particulier les résultats
obtenus avec les méthodes avec et sans joint proposées dans [Bre03]. Nous avons de plus proposé
une méthode de reconstruction de courbes non simples.

Nous avons de plus proposé une méthode de reconstruction analytique en dimension 3 per-
mettant la reconstruction du bord d’un volume discret 2-connexe. La surface polygonale générée
est en particulier inversible pour le modéle Standard et est topologiquement cohérente avec le
volume discret d’origine. Cette méthode, tout comme la méthode de reconstruction proposée
en dimension 2 est basée sur l'algorithme de reconnaissance de plans Standard présenté dans le
chapitre 4. Diverses perspectives a ces travaux ont de plus été proposées.

Les différents algorithmes présentés ont été implantés et testés, et ce en particulier au sein du
logiciel de modélisation d’objets géométriques discrets en dimensions 2 et 3 que nous présentons
dans le chapitre suivant.
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F1G. 3.28 — Exemple de reconstruction obtenue avec notre méthode : la surface de I’'objet discret
est constituée de 110940 points discrets, et 'objet reconstruit contient 87182 faces. La méthode

de propagation utilisée est la méthode 2.
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Chapitre 4

Un modeleur géométrique a base
topologique d’objets discrets
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4.1 Introduction

Les travaux présentés dans les chapitres précédents ont été effectués dans le cadre de la
conception et du développement d'un logiciel de modélisation d’objets discrets, baptisé SpaMod®.
Ce logiciel posséde deux particularités qui le distinguent des logiciels de modélisation classiques.

9Acronyme de Spatial Modeler.
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Chapitre 4. Un modeleur géométrique & base topologique d’objets discrets

La premiére particularité est qu’il autorise la création, la manipulation et le traitement d’objets
géométriques représentés soit sous forme discréte, soit sous forme continue (ou euclidienne).
La deuxiéme particularité est que ces objets peuvent étre considérés soit dans un espace de
dimension 2, soit dans un espace de dimension 3.

Les opérations relatives aux objets euclidiens, a savoir la création et la manipulation de
ces objets, est assurée par un logiciel de modélisation & base topologique d’objets géométriques
euclidiens appelé Moka'?. Ce logiciel, actuellement en cours de développement dans le laboratoire
SIC'"' de Poitiers, autorise a I’heure actuelle la manipulation d’objets euclidiens sous formes
polygonale (dimension 2) ou polyédrique (dimension 3). Un ensemble important d’opérations de
création, telles que la création de sphéres ou de maillages, ainsi que des opérations géométriques
élémentaires, telles que la rotation, I’lhomothétie ou encore la translation y sont intégrées.

Notre logiciel se présente donc comme une extension du modeleur Moka. Avec ce logiciel,
notre but est de fournir un large choix d’opérations tant discrétes que continues afin de pou-
voir manipuler des objets géométriques fournis sous 'une ou l'autre de ces deux formes. Nous
souhaitons de plus pouvoir travailler & un moment donné et de maniére préférentielle soit sur la
représentation discrete, soit sur la représentation euclidienne d’un méme objet géométrique. La
représentation qui n’a pas été modifiée peut alors, afin de conserver les différentes représentations
cohérentes, étre mise & jour en conséquence en appliquant soit un algorithme de discrétisation
(voir Chapitre 1), soit un algorithme de reconstruction (voir Chapitre 3). Cependant, une mise
& jour des objets dans leur intégralité peut s’avérer particuliérement cotiteuse en terme de temps
de calcul. Ainsi, nous souhaitons pouvoir effectuer des mises a jour locales de nos objets lorsque
celles-ci sont possibles.

Afin de représenter et manipuler nos objets, nous avions besoin d’une structure de données re-
groupant les différentes représentations, et établissant une relation concréte entre elles. Dans une
premiére version de SpaMod [ABLO1], la structure proposée regroupait plusieurs représentations,
a la fois discrétes et continue, du méme objet géométrique. Cependant, seule la représentation
continue pouvait étre modifiée, et dans ce cas, I’ensemble des représentations de l'objet devait
étre entiérement recalculé.

Cette structure de données ne répondant pas & nos attentes, nous nous sommes alors intéressés
a l'étude d’une nouvelle structure adaptée aux deux problémes suivants :

La structure doit autoriser la modification des différentes représentations.

Les différentes représentations doivent étre reliées'? afin de pouvoir éventuellement réper-
cuter localement aux autres représentations une modification de I’'une d’entre elles.

Afin de concilier ces différentes contraintes, nous avons choisi d’'intégrer les différentes repré-
sentations dans une méme structure de données hiérarchique. Ce type de structure consiste en
plusieurs niveauz ordonnés, chaque niveau étant physiquement relié aux niveaux le précédant et
le suivant dans la structure. Plusieurs exemples d’utilisation d’une structure hiérarchique dans
le cadre de la manipulation d’images sont décrits dans [GS06]. De méme, un exemple d’utilisa-
tion d’une telle structure dans un cadre différent, la modélisation de complexes architecturaux,
est décrit dans |Fra04|. Dans notre cas, chaque niveau de la structure correspond a une repré-
sentation particuliére, euclidienne ou discréte, d’'un méme objet géométrique. De plus, toutes

10Site web de Moka : http ://www.sic.sp2mi.univ-poitiers.fr/moka/.

"Signal, Tmage, Communications - Université de Poitiers

12Nous entendons par “reliées” l'existence de relations entre les différentes représentations nous permettant de
mettre en correspondance les divers éléments composant chaque représentation. Ceci est en effet possible puisque
ces représentations sont construites a partir d’'un méme objet euclidien.
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4.2. Le modele topologique des cartes généralisées

les représentations peuvent étre modifiées, et recalculées a partir des autres représentations, en
utilisant notamment tout ou partie des processus de discrétisation et de reconstruction. Enfin,
notons qu’il est nécessaire de garantir une cohérence entre les différents niveaux puisque toutes
les représentations sont basées sur un unique objet.

Afin de modéliser les représentations constituant les quatre niveaux de la structure, nous
avons choisi d’utiliser le modele topologique des cartes généralisées. 11 s’agit d’'un modele de
représentation par les bords, défini en toute dimension, qui nous permet de disposer pour chaque
représentation d’informations a la fois topologiques et géométriques. Le choix de ce modéle est
en grande partie lié au fait que la structure de données interne au modeleur Moka est elle-méme
basé sur ce modeéle. Ainsi, dans un souci d’homogénéité entre les différentes représentations, nous
avons choisi de conserver ce modéle de représentation.

Enfin, dans le but de résoudre le second probléme posé, a savoir la possibilité de propager
localement & toutes les représentations des modifications appliquées & I'une d’entre elles, nous
établissons des liaisons entre elles. Ces liaisons sont situées au niveau topologique de chaque
représentation.

Ce dernier chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord, dans la section 4.2, nous fai-
sons quelques rappels concernant le modéle topologique des cartes généralisées. Puis, dans la
section 4.3, nous détaillons notre structure hiérarchique en précisant de plus de quelle maniére
elle a été mise en ceuvre au sein de SpaMod. Enfin, la section 4.4 est quant & elle consacrée a
la description de plusieurs opérations basées sur la structure décrite. Dans les deux derniéres
sections, nous nous limitons & 1’étude du probléme en dimension 2. Cependant, la structure et
les opérations peuvent tout aussi bien étre décrites en dimension 3, comme nous le verrons dans
la conclusion de ce chapitre.

4.2 Le modéle topologique des cartes généralisées

Un modele topologique permet de représenter des subdivisions de R™ en cellules de dimension
i € [0,n] (sommets, arétes, faces et volumes pour les dimensions 0, 1, 2 et 3). Il permet de plus de
représenter explicitement les relations d’incidence et d’adjacence entre les différentes cellules. Un
modéle topologique peut alors étre complété par diverses informations, telles que des informations
géomeétriques. Ces informations sont appelées des plongements.

Afin de disposer d’informations topologiques au sein de notre structure, nous avons choisi
de représenter nos objets géométriques, qu’ils soient sous forme discréte ou euclidienne, a 'aide
du modéle topologique des cartes généralisées ou G-cartes |Lie89, Lie94|. Ce modéle, introduit
par P. LIENHARDT, est un modéle combinatoire qui permet de représenter la topologie de quasi-
variétés cellulaires, orientables ou non orientables, avec ou sans bords. De maniére informelle,
une quasi-variété correspond a un assemblage deux a deux de cellules de dimension ¢ le long de
cellules de dimension i-1, ¢ € [1,n]. Ce modéle fait partie des modeles dits de représentation par
les bords ou B-rep |Lie91].

Dans ce qui suit, nous donnons plusieurs définitions et notations relatives aux cartes géné-
ralisées. Nous présentons de plus les trois opérations fondamentales permettant la construction
d’une carte généralisée.

89



Chapitre 4. Un modeleur géométrique & base topologique d’objets discrets

4.2.1 Définition d’une carte généralisée

Une carte généralisée de dimension n est composée d'un ensemble d’éléments abstraits appelés
brins, et d’un ensemble d’opérations sur ces brins, notées «y, ¢ € [0,n].

Définition 23 (n-G-carte) Soit n € N. Une carte généralisée de dimension n est une algébre
G = (B,ag,...,an), 0l :
B est un ensemble fini de brins;

— Pour tout i tel que 0 < i <n, a; est une involution™

sur B,
Pour tout couple (i,7) tel que 0 <i<i+2<j<n, a;oaq; est une involution.

La figure 4.1 illustre la décomposition topologique d’un objet en dimension 2 & I'aide d’une
2-G-carte. L’objet topologique de la figure 4.1a est décomposé en faces topologiques reliées par
des involutions ap (voir Figure 4.1b). De la méme maniére, les faces sont décomposées en arétes
topologiques reliées par des involutions «y (voir Figure 4.1c¢). Enfin, les arétes sont décomposées
en deux brins qui sont reliés par des involutions g (voir Figure 4.1d).

| | brin —
oy ' L d/O

[92]

(a) (b) () (d)

Fi1G. 4.1 — Exemple de décomposition topologique d'un objet en 2-G-carte : (a) Un objet euclidien
en dimension 2, (b) Sa décomposition en faces topologiques, (¢) Décomposition des faces en arétes
topologiques, (d) Décomposition des arétes en brins.

Une n-G-carte peut soit couvrir une partie de 'espace dans lequel elle est définie, soit la
totalité de celui-ci. On parle alors soit de n-G-carte avec bord, soit de n-G-carte sans bord (voir
Figure 4.2).

Définition 24 Soit G = (B, «ayp,...,a,) une n-G-carte. G est dite sans bord si et seulement si
Vi € [0,n] et Vb € B, a;(b) # 0.

4.2.2 Cellules topologiques

A partir de la notion de brins, nous pouvons définir la notion d’orbite. De maniére informelle,
une orbite est un sous-ensemble de brins qui peut étre obtenu en appliquant une composition
donnée d’involutions sur un brin donné. Par exemple, si nous considérons un brin b, Porbite
< ag, a1 > (b) est ’ensemble des brins obtenu par n’importe quelle combinaison des involutions
ag et a1 appliquée au brin b (voir Figure 4.3c).

13Une involution f sur un ensemble fini E est une bijection de E dans E telle que f = f~*.
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4.2. Le modele topologique des cartes généralisées

FiGg. 4.2  Exemple de 2-G-carte avec bord (a), et sans bord (b).

Dans une n-G-carte, chaque cellule topologique de dimension i € [0, n], appelée aussi i-cellule,
correspond & une orbite particuliére. Cette orbite, notée < aq,...,¥—1, Q41 ..., n > est 'en-
semble de brins qui peut étre atteint en partant d’un brin donné, et en utilisant n’importe quelle
combinaison d’involutions, exception faite de I’involution «;.

Définition 25 (i-cellule) Soient G = (B,aq,...,a,) une n-G-carte, b un brin de B et
i € [0,n]. La i-cellule incidente a b est l'orbite < ag,...,a; — Lia; +1,... 05 > (b).

Par exemple, dans une 2-G-carte, les orbites < ag,as >, < ag, a9 > et < ag, 1 > corres-
pondent respectivement aux sommets, arétes et faces topologiques (voir Figure 4.3).

Fi1G. 4.3 — Exemples de i-cellules d'un objet topologique (en gras sur la figure) : (a) Sommets
topologiques, (b) Arétes topologiques, (c) Faces topologiques.

Notons que, pour i € [0, n], 'ensemble des i-cellules d'une n-G-carte G constitue une partition
de I’ensemble des brins de G.

4.2.3 Opérations de base

Une n-G-carte peut étre construite a I'aide de trois opérations de base.

La premiére d’entre elles est I'ajout de brin, chaque brin ajouté étant invariant'® par toutes
les involutions.

La deuxiéme est la couture par linvolution «;, ou i-couture, de deux orbites
< QQy -y 2, Qiga, . . .,y >. Par exemple, une 3-G-carte peut étre construite par assemblage

'Soit b un brin de B, ay, i € [0, n], un involution. b est invariant par «; si a;(b) = b.
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Chapitre 4. Un modeleur géométrique & base topologique d’objets discrets

de deux volumes topologiques (orbites < «ag, a1, ag >) en reliant deux faces (une face de chaque
volume) par des involutions ag. Ceci n’est possible qu’en assemblant deux faces topologiques
possédant la méme structure, c’est-a-dire en cousant par as deux orbites < ag,a; > qui sont
isomorphes (voir Figure 4.4).

Définition 26 (i-couture) Soit G = (B,ap,...,ap) une n-G-carte, b et b’ deuz brins
de B tels que b et b’ sont invariants par o;. La couture par «o; de b et b’ peut
étre réalisée si et seulement si < Qp,...,0—2,0Qi12,...,0pn > (b) est isomorphe a <
QAQy -y i, iy, ...y > (V) par une application ¢. Le résultat de cette opération est donc
une n-G-carte G' = (B, ag, ..., 01,0}, qit1, ..., qp) telle que :

Yo' e< Oy ev ey OG—2,00i42, ... ,0p > (b) et YO e< Oy ev ey OG0, QU2 ey Oy > (b,),

b//Oé;; — b”¢ et b”/a; — b/,/¢_1,

Vo' <Ay A9, Q2o ey Oy > (b)U <Oy e ey G2, 02y v ooy Oy > (b,), b”Oé; =bqy.

F1G. 4.4 — Exemple de 3-couture possible entre deux volumes topologiques. Les deux faces topo-
logiques cousues sont isomorphes.

La derniére opération est I'opération de décousure par une involution oy, ¢ € [0,n], ou i-
décousure. Celle-ci est effectuée en supprimant une liaison «; existant entre deux brins. Aucune
précondition sur les brins & découdre n’est nécessaire.

Remarque 8 Dans la suite de ce mémoire, et dans le but de simplifier les figures, nous repré-
senterons une 2-G-carte comme sur la figure 4.5.

4.3 Une structure hiérarchique

Dans cette section, nous décrivons la structure de données que nous avons congue afin de
pouvoir modéliser et modifier des objets géométriques représentés soit sous forme euclidienne,
soit sous forme discréte.

11 s’agit d’une structure hiérarchique constituée de quatre niveaux différents (voir Figure 4.6),
chaque niveau correspondant & une représentation particuliére, euclidienne polygonale ou dis-
créte, d’'un méme objet géométrique. Plus précisément, le niveau le plus élevé dans la structure
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4.3. Une structure hiérarchique

brin

Fi1G. 4.5 — Représentation simplifiée d’'une 2-G-carte.

correspond a la représentation euclidienne de 'objet, et chacun des trois autres niveaux corres-
pond a une représentation discréte de ce méme objet. Parmi les représentations discrétes, le niveau
le plus bas est la représentation des objets sous forme de pixels (ou de voxels en dimension 3).
Les deux niveaux intermédiaires, quant a eux, correspondent & deux représentations discrétes
des frontiéres, ou contours, délimitant les différentes régions'®
représentation implicite de ces contours, dite analytique, et une représentation explicite. Nous
verrons par la suite que ces deux représentations possédent des propriétés intéressantes qui leur
sont propres.

composant l'objet euclidien : une

Dans chaque niveau, I’'objet géométrique correspondant est topologiquement modélisé par une
2-G-carte (voir Chapitre 4.2). De plus, divers types d’informations, principalement géométriques,
sont éventuellement associées & la 2-G-carte de chaque niveau sous la forme de plongements, afin
notamment de pouvoir visualiser les différentes représentations.

Dans le but de permettre la propagation locale d’éventuelles modifications appliquées & un
niveau, des liaisons sont instaurées entre chaque 2-G-carte constituant un niveau et les 2-G-cartes
la suivant et la précédant & U'intérieur de la structure. Concrétement, ces liaisons correspondent
a des involutions supplémentaires établies entre certains brins constituant les différentes 2-G-
cartes. Nous nommerons ces liaisons des liaisons «y. Ces liaisons sont aussi établies de maniére &
rendre “accessibles” aux autres niveaux les données géométriques stockées dans un niveau donné,
et ce de maniére a limiter la redondance d’information & l'intérieur de la structure.

Enfin, nous avons opté dans ce travail pour I'ajout de deux niveaux en sus des deux niveaux
extrémités. Il s’agissait d’obtenir une évolution “progressive” entre les différentes représentations.
Nous entendons par progressif le fait de passer d'une représentation a une autre la suivant ou la
précédant dans la structure sans engendrer de fortes modifications géométriques et topologiques
de l'objet représenté. Notre structure a cependant été congue de maniére a pouvoir aisément
ajouter ou supprimer un niveau donné, et ce en fonction des besoins.

Dans la suite de cette section, nous décrivons tout d’abord chaque niveau de notre structure,
c’est a dire les différentes représentations des objets, tant au niveau topologique que géomé-
trique. Puis nous donnons les différentes contraintes de cohérence devant étre vérifiées au sein
de la structure. Enfin, nous expliquons de quelle maniére cette structure a été mise en ceuvre a
I'intérieur de SpaMod.

'5Une région d’un objet géométrique est un ensemble de faces connexes possédant le méme label.
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Niveau 3 Represent_atlc
continue
Niveau 2 Re'presentatl\c
analytique discré!
/o—-—-—.—._._.

/ TN Représentatic

i o o—eoe—eo 'Y
Niveau 1 o/ . \. des contours discre
Niveau O Représentatic

discreéte

FiGg. 4.6 Tllustration de la structure hiérarchique en dimension 2. Chaque niveau correspond a
une représentation spécifique, discréte ou continue, d'un méme objet géométrique. De plus, des
liaisons bidirectionnelles sont instaurées entre deux niveaux consécutifs dans la structure.

4.3.1 Les niveaux

Chaque niveau de notre structure est une 2-G-carte sans bord (voir Définitions 23 et 24), a la-
quelle sont éventuellement associées des informations géométriques sous la forme de plongements.
Toutes les 2-G-cartes correspondent & une subdivision de 'espace en faces topologiques. Notons
que nous avons choisi de travailler avec des 2-G-cartes sans bord afin d’éviter le traitement de
cas particuliers inhérents a ’existence d’un bord.

Dans ce qui suit, nous décrivons chacun des quatre niveaux en précisant tout d’abord de
quelle représentation il s’agit, puis en détaillant les différents plongements associés a la 2-G-carte
correspondante.

4.3.1.1 Niveau 3 : la représentation euclidienne

Ce niveau correspond a la représentation euclidienne polygonale des objets. Chaque région
est décrite par un polygone euclidien auquel peut par exemple étre associée une couleur (voir
Figure 4.7a). L’objet de ce niveau peut étre soit importé, soit obtenu par construction, a l'aide
des outils présents dans le modeleur Moka.

Afin de pouvoir modéliser 'objet géométrique correspondant & ce niveau, deux types d’infor-
mations sont nécessaires : les coordonnées des sommets de l'objet géométrique et le cas échéant
la couleur associée a chacune des faces le composant. Ainsi, des points & coordonnées réelles sont
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associés a chaque sommet topologique de la 2-G-carte, et une couleur est éventuellement associée
a chaque face topologique (voir Figure 4.7b).

(a) (b)

F1G. 4.7 — Le niveau euclidien. (a) Visualisation : objet composé de deux faces colorées adjacentes.
(b) 2-G-carte : une couleur et des coordonnées a coefficients réels sont respectivement associées
aux faces et sommets topologiques.

4.3.1.2 Niveau 2 : la représentation discréte analytique

L’objet de ce niveau est une description analytique dans le modeéle discret Standard des
contours d'un objet euclidien (voir Figure 4.8a). Plus précisément, chaque élément du contour
(segment de droite) est décrit par un polygone analytique discret calculé suivant le modéle
analytique discret Standard. L'intérét de cette représentation est qu’il s’agit d’une représentation
implicite de la discrétisation des contours. Elle ne dépend pas du nombre de points discrets
la composant, contrairement & la représentation discréte classique (niveau 0). Ainsi, 'espace
mémoire nécessaire au stockage de cette représentation est amoindri.

Afin de modéliser ce niveau, nous devons connaitre les inéquations correspondant a la descrip-
tion analytique discréte Standard des segments des contours. Ces inéquations sont calculées pour
chaque sommet et chaque aréte de 'objet euclidien, et sont ensuite stockées dans les sommets
et arétes topologiques de la 2-G-carte du niveau (voir Figure 4.8b). Plus précisément, deux in-
équations, correspondant a la description analytique Standard de la droite porteuse d'une aréte,
sont associées & chaque aréte topologique. De méme, quatre inéquations, correspondant & la des-
cription analytique de la discrétisation Standard d’un point euclidien, sont associées & chaque
sommet topologique.

4.3.1.3 Niveau 1 : les contours discrets

Ce niveau correspond aux frontiéres entre les régions discrétes contenues dans une image (voir
Figure 4.9a). Nous entendons par région tout sous-ensemble de pixels 1-connexes possédant une
méme couleur. Le modeéle que nous utilisons pour modéliser ces contours est le modeéle interpizels
[KKM90a, Kov89]. Avec ce modéle, chaque point discret du contour est modélisé par un pointel,
et les relations adjacence entre deux pointels sont modélisées par un lignel. L’avantage de cette
représentation est de nous permettre de disposer d’informations topologiques de haut niveau
concernant la représentation discréte, comme les voisinages entre régions.

Afin de modéliser cet objet, il est nécessaire de connaitre les coordonnées des pointels le
composant. Or, ces coordonnées sont déja stockées au niveau 0, puisque les mémes points discrets
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(b)

FiG. 4.8 — Le niveau discret analytique. (a) Visualisation : un objet euclidien (en pointillés) et
la représentation analytique discréte Standard de ses contours (zones grisées). (b) 2-G-carte :
quatre (resp. deux) inéquations sont associées a chaque sommet (resp. aréte) topologique.

y sont aussi présents. Il est alors possible d’accéder & ces coordonnées en exploitant les liaisons
existant entre le niveau 1 et le niveau 0. Ainsi, afin de ne pas surcharger la structure avec
des informations redondantes, aucun plongement n’est associé a la 2-G-carte de ce niveau (voir
Figure 4.9b). Ceci est possible car les informations géométriques nécessaires a la modélisation de
ce niveau, a savoir les coordonnées des sommets de pixels et voxels sont situées au niveau 0 et
sont accessibles & partir du niveau 1.

FiG. 4.9 Les contours discrets : (a) Visualisation : chaque point discret est représenté par un
pointel, et deux pointels successifs sont reliés par un lignel. (b) 2-G-carte : aucun plongement
n’est associé.

4.3.1.4 Niveau 0 : représentation discréte classique duale

Ce niveau correspond a la représentation discréte classique des objets, ¢’est & dire sous forme
de pixels (voir Figure 4.10a). Nous nous placons ici dans ’espace discret dual, c’est a dire ’espace
dans lequel les points discrets se trouvent non pas au centre des pixels mais a leurs sommets.
Les objets de ce niveau peuvent étre des images importées ou créées grace aux outils disponibles
dans le modeleur.

La visualisation de ce niveau se fait en affichant les pixels composant 1'objet discret. Un
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pixel étant uniquement déterminé par une position dans l'espace et un label (par exemple, une
couleur), deux types de plongements sont associés a la 2-G-carte de ce niveau (voir Figure 4.10b).
Le premier est une couleur que nous associons a chaque face topologique. Les autres plongements
sont des coordonnées entiéres que nous associons a chaque sommet topologique.
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(a) (b)

F1G. 4.10 Le niveau discret : (a) Visualisation : une image en niveaux de gris. (b) 2-G-carte :
un point de coordonnées entiéres et une couleur sont respectivement associés a chaque sommet
et face topologiques.

4.3.1.5 Mise en ceuvre

La structure compléte, & savoir les différents niveaux, ainsi que les liaisons entre les niveaux
ont été mis en ceuvre griace au noyau de cartes généralisées présent dans le modeleur Moka.
Cependant, I'espace mémoire nécessaire au stockage du niveau 0 sous la forme d’une G-carte
étant trés important, et notamment en dimension 3, ce niveau a été implémenté de fagon plus
économique!®.

En effet, I'espace mémoire nécessaire au stockage d'une image constituée de 5122 pixels sous
la forme d’une G-carte est de 1'ordre de 100 Mo, alors que pour une image en dimension 3
constituée de 5123 voxels, 'espace nécessaire est proche de 300 Go.

Ainsi, dans le but de minimiser ’espace mémoire nécessaire, la 2-G-carte du niveau 0 est

simulée a ’aide de deux matrices :

La premiére matrice simule les sommets topologiques du niveau 0. Plus précisément, chaque
case de la matrice simule un sommet topologique du niveau (voir Figure 4.11), ce qui suffit
a simuler l'intégralité de la 2-G-carte, puisque ’ensemble des sommets topologiques forme
une partition de I’ensemble de ses brins. De plus, afin de diminuer d’autant plus l'espace
mémoire utilisé, seul un brin sur deux est simulé. Plus précisément, pour tout couple de
brins cousus par une liaison g, seul un brin est simulé. Ainsi, chaque case de la matrice
contient un tableau de quatre cases, chaque case étant dédiée a un brin du méme sommet.
Les liaisons «q et a; entre les brins sont déduites des positions respectives des cases de la
matrice par rapport a leurs voisines (alphag), ainsi que des positions des cases des tableaux
(alphay).

Les plongements correspondant aux coordonnées des points discrets sont directement
déduits des indices des cases de la matrice. Leur stockage n’est donc pas nécessaire.

16Ce travail a été effectué en collaboration avec A. FOUSSE, Maitre de conférences, Laboratoire SIC.
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(a) (b)

FiGg. 4.11 Exemple de 2-G-carte simulée : (a) 2-G-carte. (b) Chaque case de la matrice (traits
pointillés) simule quatre brins (en gras sur la figure) d’'un sommet topologique.

— La deuxiéme matrice contient uniquement les couleurs associées aux faces topologiques de
la 2-G-carte.

Ces améliorations permettent de réduire de maniére conséquente la taille de ’espace mémoire
nécessaire au stockage du niveau 0. Par exemple, une image de dimension 2 constituée de 5122
pixels sera stockée dans 1 Mo, alors qu'une image de dimension 3 composée de 5122 voxels ne
nécessitera plus que 300 Mo.

4.3.2 Contraintes de cohérence

Cette structure hiérarchique a été congue afin de pouvoir manipuler un méme objet géomé-
trique représenté sous différentes formes. Les différents niveaux de la structure doivent donc
vérifier plusieurs contraintes afin de rester cohérents entre eux. Ces contraintes sont les suivantes :

— Le niveau 1 correspond aux frontiéres entre les régions du niveau 0 (voir Figure 4.12).

(a) (b)

Fi1G. 4.12 — Tllustration de la premiére contrainte de cohérence : (a) Niveau 0. (b) Niveau 1.

— Le niveau 2 correspond a la description analytique discréte Standard des contours du
niveau 3 (voir Figure 4.13).

98



4.4. Opérations dans la structure

(a) (b)

Fi1G. 4.13 — Tllustration de la deuxiéme contrainte de cohérence : (a) Niveau 3. (b) Niveau 2.

— La discrétisation Standard des contours de l'objet euclidien doit contenir les points dis-
crets du niveau 1. Cette propriété est équivalente a la propriété suivante : la description
analytique du niveau 2 contient tous les points discrets du niveau 1 (voir Figure 4.14).
Nous verrons dans le chapitre suivant que la propriété réciproque n’est pas nécessairement
vérifiée.

Fia. 4.14 Tllustration de la troisiéme contrainte de cohérence : tous les points discrets du
niveau 1 sont contenus dans l'objet décrit analytiquement au niveau 2.

Remarque 9 Nous nous sommes limités a la présentation de notre structure en dimension 2.
La définition de cette structure peut cependant étre aisément étendue aux dimensions supérieures,
et en particulier a la dimension 3. En effet, notre structure est uniquement basée sur le modéle
des cartes généralisées qui, nous l'avons vu, est défini en toutes dimensions.

4.4 Opérations dans la structure

Les différents niveaux de notre structure ayant été définis dans le chapitre précédent, nous
nous intéressons a présent aux opérations nécessaires & la construction et la modification de ces
niveaux.

En effet, dans un premier temps, les différents niveaux de la structure doivent étre construits.
Pour cela, nous avons supposé que nous disposions d’un objet géométrique sous une certaine
forme, et avons cherché & en déduire les autres représentations. Nous avons donc développé un
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ensemble d’opérations de construction nous permettant d’obtenir 'ensemble des niveaux de la
structure & partir d’'un niveau donné. Ces opérations permettent de plus 1’établissement des
liaisons entre les différents niveaux. Dans ce travail, nous nous sommes principalement penchés
sur la construction des niveaux a partir d'un objet euclidien (niveau 3), ou a partir d'un objet
discret (niveau 0). En effet, nous verrons dans la section suivante que la construction d’un niveau
peut se faire soit a partir du niveau le suivant, soit & partir du niveau le précédant & 'intérieur de
la structure. Ainsi, la construction de la structure a partir de I'un des deux niveaux intermédiaires
peut étre effectuée en exploitant certaines étapes des processus de construction appliqués aux
niveaux extrémités.

Dans un deuxiéme temps, la structure doit pouvoir étre modifiée tout en conservant la co-
hérence des quatre niveaux (voir Section 4.3.2). Nous nous sommes donc intéressés a la maniére
dont les différentes représentations peuvent étre mises & jour suite & la modification de I'une
d’entre elles. Nous nous sommes notamment penchés sur le probléme de la mise & jour locale des
niveaux, c’est a dire une mise a jour effectuée suite a une modification n’affectant qu’une partie
de la représentation. L’intérét d’une mise & jour locale est de conserver les détails présents dans
la partie non modifiée de la représentation d’origine, alors que ces détails peuvent étre altérés
lors d’une reconstruction compléte de la structure. Nous verrons de quelle maniére cette mise a
jour peut étre effectuée en exploitant les liaisons topologiques existant entre les niveaux.

Dans cette section, nous présentons tout d’abord les opérations de construction de la struc-
ture, que ce soit a partir d’un objet euclidien, ou a partir d’'un objet discret. Nous décrivons les
étapes nécessaires a la construction des différents niveaux de la structure, tant au niveau topolo-
gique, que géométrique. Nous expliquons en particulier de quelle maniére les liaisons sont mises
en place entre les niveaux. Nous abordons ensuite le probléme de la mise & jour de la structure
en cas de modification d’un niveau. Dans la suite, nous décrirons les opérations sans prendre en
compte la modification du niveau 0 que nous avons mise en ceuvre. Nous considérerons donc que
le niveau 0 de la structure est une 2-G-carte (voir Section 4.3.1.1).

4.4.1 Construction des niveaux et mise en place des liaisons

Nous nous intéressons ici a la construction des différents niveaux de la structure, que ce soit a
partir d’un objet euclidien ou a partir d’un objet discret. En particulier, nous décrivons la maniére
dont chaque niveau est construit a partir d’un niveau voisin. Nous détaillons principalement les
opérations topologiques nécessaires a la construction du niveau ainsi que la maniére dont les
liaisons sont mises en place durant la construction. La construction topologique des niveaux est
basée sur l'utilisation d’opérations appliquées aux cartes généralisées des différents niveaux. Ces
opérations, appelées contraction et suppression de cellules ont été spécifiées par G. DAMIAND
et P. LIENHARDT dans [DL03|. Nous ne les détaillerons pas ici, mais nous contenterons de les
décrire de maniére intuitive.

Dans la suite, nous décrivons en premier lieu la construction de la structure a partir d’un
objet euclidien, puis & partir d’un objet discret.

4.4.1.1 Discrétisation d’un objet euclidien

La construction des niveaux de notre structure a partir d’un objet euclidien s’effectue en trois
étapes : le calcul de la représentation discréte analytique, la discrétisation Standard des contours,
et enfin, le calcul de la représentation discréte sous forme de pixels de 'objet euclidien.
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Dans toute cette section, nous illustrons nos propos en nous appuyant notamment sur l'objet
euclidien présent sur la figure 4.15.

(a) (b)

Fia. 4.15 Exemple d’objet euclidien : (a) Représentation géométrique. (b) Représentation
topologique.

La représentation discréte analytique des contours

Le niveau 2 de la structure est obtenu en déterminant un ensemble d’inéquations décrivant la
discrétisation Standard des contours de 'objet euclidien (voir Figure 4.16), puis en les associant a
la 2-G-carte du niveau. L’ensemble de ces inéquations, que nous appellerons description discréte
analytique, est calculé & partir des coordonnées des sommets de I’'objet euclidien.

(a) (b)

Fia. 4.16 (a) Objet euclidien. (b) Représentation discréte analytique correspondante.

Les 2-G-cartes présentes aux niveaux 2 et 3 sont en régle générale topologiquement identiques
(voir Figure 4.17). Seuls les plongements associés différent. La construction du niveau 2 se limite
donc essentiellement & recopier la 2-G-carte du niveau 3, et & stocker par la suite les différents
plongements. De plus, des liaisons sont établies entre les brins correspondants dans chacune des
2-G-cartes, comme nous pouvons le voir sur la figure 4.17. Tous les brins des deux 2-G-cartes
sont alors reliés.

Cependant, nous avons remarqué que dans certains cas de figure, la 2-G-carte du niveau 2 peut
éventuellement étre simplifiée, et ce dans le but de diminuer le nombre de calculs. En effet, nous
pouvons voir sur l’'exemple de la figure 4.18a que les huit sommets de I'objet euclidien (en gris clair
sur la figure) situés dans le pixel coloré en gris foncé possédent la méme discrétisation Standard
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(a) (b)

FiGg. 4.17 2-G-cartes et liaisons entre le niveau 2 et le niveau 3. Les brins en gras sont reliés.
Par exemple, les brins numeérotés 1 (resp. 2, 3 et 4) dans les deux représentations sont reliés. Sur
cet exemple, il y a exactement 20 liaisons entre les deux niveaux.

(ici, le pixel gris fonce). Ainsi, il est possible d’obtenir une description discréte analytique de tout
lobjet (voir Figure 4.18b) sans nécessairement calculer une description discréte analytique des
arétes contenues dans le pixel. Nous voyons alors que si nous simplifions ’objet de la figure 4.18a
en 'objet de la figure 4.18c, la discrétisation Standard du nouvel objet obtenu est identique a
celle de I'objet initial.

Nous avons donc choisi de simplifier la 2-G-carte du niveau 2 (voir Figure 4.19a) de la maniére
suivante : dés lors que plus de deux sommets géométriques consécutifs de I'objet euclidien pos-
sédent la méme discrétisation Standard, tous les sommets topologiques correspondants, exceptées
les deux extrémités, sont supprimeés. Pour ce faire, pour chaque sommet intermédiaire (voir Fi-
gure 4.19b), nous appliquons une opération de suppression de sommet topologique [DLO03], et ce
jusqu’a obtenir une aréte unique entre les deux sommets extrémités, comme nous pouvons le voir
sur la figure 4.19c.

Dans 'exemple de la figure 4.19, la suppression du sommet se fait en décousant les quatre
brins du sommet par «g, puis en cousant les brins décousus n’appartenant pas au sommet par
a1, comme nous pouvons le voir sur la figure 4.20.

Notons que dans le cas ot la G-carte du niveau 2 a été simplifiée, certains brins de la G-carte
du niveau 3 ne sont pas reliés (voir Figure 4.21).

Enfin, la 2-G-carte du niveau étant construite, les différents plongements sont associés. Ainsi,
pour chaque sommet et aréte topologique du niveau 2, les inéquations correspondantes sont
calculées a partir des coordonnées stockées dans les sommets topologiques du niveau 3. Pour
chaque sommet, celles-ci sont obtenues en utilisant les liaisons existant entre un brin du sommet
au niveau 2 et le brin correspondant au niveau 3.

La discrétisation Standard des contours

La construction du niveau 1 est réalisée en effectuant une discrétisation incrémentale suivant
le modeéle Standard des contours de 'objet euclidien (voir Figure 4.22).

La construction de la 2-G-carte du niveau 1 se fait & partir de celle du niveau 2. Tout
d’abord, la G-carte du niveau 2 est recopiée, et des liaisons sont mises en place entre les brins
correspondants des deux 2-G-cartes (voir Figure 4.23).

Puis, la discrétisation incrémentale Standard de chaque aréte géométrique est effectuée en
partant d’un des deux sommets extrémités de ’aréte. Les coordonnées des sommets géométriques
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(c) (d)

F1G. 4.18 — Simplification du niveau 2 : (a) Objet euclidien, (b) Discrétisation Standard de I’objet
(a), (c) Simplification de 'objet (a). (d) Discrétisation de lobjet (c).

nécessaires au calcul des points discrets, présentes au niveau 3, sont obtenues en utilisant les
liaisons existant entre les niveaux 1, 2 et 3. Dés qu’un nouveau point discret est calculé, un
sommet topologique est inséré sur 'aréte séparant le sommet auquel est associé le point discret
précédemment calculé et le sommet extrémité de l'aréte topologique (voir Figure 4.24b).

L’insertion d’un sommet topologique se fait de la maniére suivante : tout d’abord, les quatre
brins de l'aréte dans laquelle doit étre inséré le sommet sont décousus par «g. Puis, quatre
nouveaux brins sont créés et cousus par des liaisons g et ag. Enfin, ces brins sont cousus aux
brins de 'aréte a 'aide d’une liaisons .

Nous pouvons voir sur la figure 4.24¢ un exemple de 2-G-carte niveau 1 obtenu. Suite a
I'insertion des sommets topologiques, les liaisons existant entre les 2-G-cartes des niveaux 1 et 2

(a) (b) ()

Fig. 4.19  Simplification du niveau discret analytique. (a) 2-G-carte du niveau 3. (b) Les
sommets en gras sont supprimés. (c¢) 2-G-carte du niveau 2 obtenue.
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FiGg. 4.20  Suppression d'un sommet topologique.

(a) (b)

Fi1G. 4.21 — Liaisons entre le niveau 2 et le niveau 3 (cas d'une simplification). Les brins en gras
sont reliés, alors que les brins en pointillés ne le sont pas.

sont conservées. Les autres brins du niveau 1 ne sont pas reliés.

Cependant, les objets obtenus suite & la discrétisation Standard des contours de I'objet eu-
clidien peuvent parfois poser probléme. En effet, comme nous pouvons le voir sur la figure 4.25,
le fait que certains points de la discrétisation soient identiques génére des particularités géo-
métriques et topologiques que nous appellerons des faces dégénérées. Ces faces peuvent étre soit
entierement dégénérées (voir Figure 4.25d), soit partiellement (voir Figures 4.25a, 4.25b et 4.25¢),
faisant alors apparaitre des particularités que nous nommerons des étranglements.

Deux options se sont donc posées a nous quant & la conservation de ces faces et de ces
étranglements tant du point de vue géométrique que topologique de la représentation. Le fait de
supprimer ces particularités peut éventuellement entrainer une perte d’information. Par exemple,
comme nous pouvons le voir sur la figure 4.26, si nous supprimons 1’étranglement, nous obtenons
deux faces distinctes. Nous avons alors perdu 'information relative a l'origine de ces deux faces.
Cependant, le fait de conserver ces informations peut tout autant poser des problémes d’inter-
prétation et d’exploitation de l'information. Par exemple, nous pouvons voir sur la figure 4.26

.7¢¥ i;f.
H
| 4
7 \
(a) (b)

Fi1G. 4.22 — Discrétisation Standard des contours : (a) Objet euclidien. (b) Discrétisation obtenue
représentée a ’aide de pointels et lignels.
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F1G. 4.23 — 2-G-cartes et liaisons entre les niveaux 1 et 2.

FiGg. 4.24 Construction de la G-carte. Niveau 1 en cours de construction apreés la discrétisation
Standard d’une aréte.

un exemple d’étranglement topologiquement difficilement exploitable. Nous avons alors choisi de
supprimer ces particularités du niveau 1.

Pour ce faire, les sommets topologiques correspondant a des points discrets identiques sont
déterminés. Puis, les arétes comprises entre ces sommets sont contractées [DLO03].

Suite a la disparition des étranglements, certaines liaisons préexistantes ont parfois de méme
disparues. Nous avons alors choisi, afin de conserver ces liaisons, de les déplacer préalablement.
Celles-ci sont déplacées le long de 'étranglement, jusqu’a atteindre une aréte ne devant pas étre
contractée. Dans le cas d’une face entiérement dégénérée, les liaisons existant entre les brins de
cette face et le niveau 2 ne sont pas conservées. Cela nous permet de conserver une information
sur le provenance des sommets supprimés. Une illustration de cette opération est montrée sur la
figure 4.27.

Enfin, des plongements correspondant aux coordonnées entiéres des points discrets sont mo-
mentanément associés a chaque sommet topologique de la G-carte.

Des contours a ’objet discret

Le niveau 0 est obtenu en déterminant quels sont les pixels se trouvant a l’intérieur des
contours du niveau 1. Ceux-ci peuvent par exemple étre obtenus en appliquant un algorithme de
remplissage a une matrice représentant le niveau 1. Les points discrets se trouvent alors placés
sur les sommets des pixels (voir Figure 4.28).

La construction de la 2-G-carte de ce niveau est effectuée en deux étapes. Tout d’abord, la
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FiG. 4.25 — Exemples de faces dégénérées : (a), (b) et (c) Divers étranglements possibles. (d)
Face entierement dégénérée.

2-G-carte du niveau 1 est recopiée et les liaisons mises en place entre les brins correspondants
des deux 2-G-cartes.

Puis, pour chaque pixel déterminé, une face topologique composée de quatre arétes et cousue
par des liaisons ag a la 2-G-carte du niveau. Les plongements correspondants, & savoir la couleur
du pixel, ainsi que les coordonnées des sommets sont ensuite associés. Notons que la couleur du
pixel doit correspondre a la couleur associée a la face dont le pixel appartient a la discrétisation.
De plus les coordonnées des sommets sont récupérées en accédant aux coordonnées stockées dans
le niveau 1 via les liaisons v entre les deux niveaux. Ces derniéres sont alors supprimées du
niveau 1, puisque déja stockées au niveau 0 et accessibles a partir de n’importe quel niveau via
les liaisons .
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|
(a) (b)
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(c) (d)
Fia. 4.26 Exemple de déconnexion de faces.
P L i : J 1

Fic. 4.27 Exemple de déplacement des liaisons avant la suppression de brins reliés.

4.4.1.2 Reconstruction d’un objet discret

Nous nous intéressons & présent & la construction de notre structure & partir d’'un objet
discret. Nous détaillons les deux étapes nécessaires, la premiére pour construire le niveau 1,
et la deuxiéme pour construire les niveaux 2 et 3 simultanément. Le niveau 1 est obtenu en
extrayant les contours de la représentation discréte du niveau 0. Les niveau 2 et 3 sont obtenus
en effectuant une reconstruction (voir Partie 2) des contours du niveau 1, cette reconstruction
devant étre inversible pour le modéle Standard.

Extraction des contours de I’objet discret

Le niveau 1 est obtenu en extrayant les contours du niveau 0 se trouvant entre deux ensembles
de pixels 1-connexes possédant la méme couleur.

La 2-G-carte du niveau 1 peut étre obtenue de la maniére suivante : tout d’abord, la 2-G-carte
du niveau 0 est recopiée et des liaisons v mises en place entre les brins des deux 2-G-cartes. Puis,
les faces topologiques adjacentes auxquelles est associée la méme couleur sont fusionnées.
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(a) (b)

Fic. 4.28 Exemples de niveaux 0 et 1.

La fusion de deux faces topologiques est obtenue en appliquant une opération de suppression
sur I’aréte commune aux deux faces.Suite a la fusion des diverses faces, certaines liaisons ~ sont
alors supprimées.

La reconstruction d’un objet continu

Les niveaux 2 et 3 se construisent lors de la méme opération. En effet, lorsque ’objet initial
est un objet discret, les niveaux 2 et 3 sont topologiquement identiques. Il s’agit d’utiliser une
méthode de reconstruction, telles que celles que nous avons décrites dans la partie 2, sur les
contours discrets du niveau 1, et ce de facon & obtenir une représentation polygonale de ces
contours.

La construction de la G-carte du niveau 2 peut étre fait de la maniére suivante :tout d’abord,
la G-carte du niveau 1 est recopiée, et des liaisons v sont mises en place entre les brins corres-
pondants des deux 2-G-cartes. Puis, lors du processus de reconnaissance des segments discrets,
les sommets topologiques correspondants aux points discrets reconnus sont supprimés. Ceci s’ef-
fectue de la méme maniére que dans le cas de la simplification du niveau 2 (voir Section 4.4.1.1).

Les liaisons entre les deux niveaux sont donc les liaisons qui ont été conservées lors du pro-
cessus de suppression des sommets topologiques, c’est & dire les liaisons avec les brins extrémités
des segments reconnus. Les autres brins du niveau 1 ne sont pas reliés.

Le niveau 3 est obtenu en recopiant la 2-G-carte du niveau 2 et en établissant des liaisons 7
entre les 2-G-cartes des deux niveaux.

Enfin, des plongements sont associés aux 2-G-cartes des niveaux 2 et 3. Plus précisément, les
coordonnées des sommets de l'objet euclidien calculé sont associées aux sommets topologiques de
la 2-G-carte du niveau 3. De plus, les couleurs des faces de ’objet euclidien, déduites des couleurs
des pixels correspondants du niveau 0 via les liaisons « sont associées aux faces topologiques de
la 2-G-carte du niveau 3. Enfin, les inéquations constituant la description discréte analytique
du niveau 2 sont calculées et associées aux arétes et sommets topologiques de la 2-G-carte du
niveau 2.

4.4.2 Modification et mise a jour des niveaux

Dans cette section, nous abordons le probléme de la mise a jour de la structure en cas de
modification d’un niveau.

Nous présentons tout d’abord des diverses opérations de modification que nous souhaitons
pouvoir appliquer aux niveaux de notre structure. Puis, nous discutons de la propagation des
modifications d’un niveau aux autres niveaux de la structure. Nous verrons en particulier de
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quelle maniére les liaisons entre les niveaux peuvent étre exploitées de facon & mettre & jour
localement les différents niveaux.

4.4.2.1 Manipulation des représentations

Avec notre logiciel de modélisation, nous souhaitons pouvoir créer et modifier des objets
euclidiens ou discrets.

Diverses opérations géométriques et topologiques permettant la manipulation d’objets eucli-
diens sont déja intégrées a notre modeleur par le biais du modeleur Moka. Parmi ces opérations,
nous trouvons des opérations de création d’objets (polygones, maillages, sphéres, tores, ...), des
opérations topologiques de bas niveau (couture, décousure, suppression de brins) et de haut ni-
veau (fusion, contraction, insertion de cellules), ou encore des opérations géométriques simples
(rotation, translation, homothétie).

Au niveau discret, les opérations fondamentales permettant la manipulation des images est
I’ajout ou la suppression d'un pixel (ce qui revient a un changement de couleur du pixel). Cette
opération n’est a 'heure actuelle pas implémentée, mais il s’agit de l'une des premiéres opérations
qu'il faudra implémenter dans le futur.

Enfin, nous souhaitons a plus long terme développer des opérations permettant la création
et la modification des niveaux 1 et 2 de la structure.

4.4.2.2 Mise a jour de la structure

Lorsque l'une des quatre représentations est modifiées, il est nécessaire, afin de maintenir
une cohérence entre les représentations, de mettre a jour les autres niveaux. Pour cela, deux
possibilités s’offrent & nous : reconstruire la totalité des trois autres niveaux en utilisant les
opérations décrites dans la section 4.4.1, ou reconstruire localement les différentes représentations.

Pour ce faire, notre idée est d’utiliser les liaisons . En effet, ces liaisons peuvent étre exploitées
a plusieurs fins. Tout d’abord, nous avons vu que les informations géométriques sont stockées une
seule fois au sein de la pyramide et ce pour éviter la redondance d’information. Ceci est possible
car les liaisons v permettent ’accés aux diverses informations contenus dans les niveaux, et ce a
partir de n’importe quel niveau. De plus, ces liaisons nous permettent de connaitre la “provenance”
d’un segment topologique & un niveau donné. Ainsi, si un niveau de la pyramide est modifié, il
est possible de connaitre les brins des autres niveaux concernés par la modification. Les liaisons
seront donc utilisées dans le cadre des mises a jour de la structure.

Il y a cependant des situations pour lesquelles une mise a jour locale ne sera pas possible,
comme par exemple suite a la translation de I'objet discret. La reconstruction locale des niveaux
n’est cependant pas toujours faisable. En effet, l'application de certaines opérations & une re-
présentation impliquent nécessairement une reconstruction compléte de la structure. C’est par
exemple le cas de la rotation euclidienne.De la méme maniére, certaines modifications d'un objet
discret peuvent amener a la reconstruction totale des niveaux.
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F1G. 4.29 — Une image couleur segmentée : (a) Représentation discréte, (b) Représentation ana-
lytique discrete, (¢) Représentation discréte des contours, (d) Représentation euclidienne.
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4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord rapidement présenté le modéle topologique des
cartes généralisées & I'aide duquel les différents objets manipulés dans notre modeleur sont re-
présentés, ce qui nous permet de disposer d’informations topologiques.

Nous avons ensuite décrit la structure hiérarchique que nous avons concue afin de pouvoir
stocker et manipuler les différentes représentations de nos objets. Cette structure permet notam-
ment d’établir un ensemble de liaisons entre les différentes représentations de nos objets, tant au
niveau topologique que géométrique.

Enfin, nous avons décrit les opérations fondamentale de construction de la structure, tout
d’abord a partir d’'un objet euclidien, puis & partir d’'une image. Nous avons ensuite abordé le
probléme de la mise & jour des différents niveaux suite & une modification de I'un d’entre eux en
donnant quelques idées sur le probléme posé et sur les solutions envisageables.

Le développement de la partie SpaMod du logiciel de modélisation, & savoir la mise en ceuvre
de la structure hiérarchique et des opérations de construction, ainsi que l'intégration de ces tra-
vaux au sein du logiciel de modélisation d’objets euclidiens Moka, ont été entiérement effectuées
durant cette thése. Quelques captures d’écrans sont montrées sur les figures 4.29, 4.30 et 4.31.

Ce logiciel de modélisation est actuellement toujours en cours de développement, et de nom-
breuses fonctionnalités peuvent encore lui étre associées, tant pour le traitement et la manipula-
tion d’images en dimension 2 que pour le traitement de volumes en dimension 3.

Tout d’abord, en dimension 2, les opérations de mises & jour des différentes représentations
sont encore en cours d’étude.

De méme, certaines opérations annexes peuvent éventuellement étre ajoutées. Quelques opé-
rations telles que des opérations 'homothétie discréte [LSA06], ainsi qu’'un algorithme de seg-
mentation par ligne de partage des eaux ont déja été intégrées.

Enfin, 'extension & la dimension 3 de ce logiciel est elle aussi en cours développement. La
structure ayant été congue de maniére générique, elle est utilisable en toutes dimensions.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait I'objet de plusieurs publications [DDGALO5,
DAO05, DAO6b], dont un article de revue.
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Dans cette section de conclusion, nous passons en revue les différents points que nous avons
abordés dans ce travail de theése, a savoir, la reconnaissance de primitives discrétes, la recons-
truction analytique d’objets discrets et enfin la conception d’un logiciel de modélisation d’objets
discrets.

Pour chacun de ces points, nous récapitulons nos différentes contributions et donnons quelques
perspectives a ces travaux.

Reconnaissance de primitives discrétes

Dans cette thése, nous avons tout d’abord défini la notion de Supercouverture universelle d’'un
hyperplan euclidien comme étant ’ensemble des pavés d’'un espace discret quelconque coupés par
I’hyperplan (voir Chapitre 1).

Nous avons ensuite décrit, dans le chapitre 2 de ce mémoire, la préimage généralisée d’un
ensemble de polytopes. Cette préimage est un polytope d'un espace de paramétres que nous
avons défini dans le méme chapitre. En particulier, chaque point de cette préimage est associé a
un hyperplan coupant les polytopes donnés.

A partir de cette préimage, nous avons proposé un nouvel algorithme de reconnaissance
d’hyperplans discrets U-Supercouverture. Cet algorithme détermine si un ensemble de pavés
appartient & un hyperplan discret U-Supercouverture en calculant la préimage généralisée des
pavés. Il fournit de plus I’ensemble des hyperplans solutions. Cet algorithme est incrémental,
indépendant de la position et de la connexité des pavés.

Enfin, nous avons vu que cet algorithme pouvait par exemple étre trés aisément appliqué a la
reconnaissance d’hyperplans discrets dans les espaces classiques, tels que les hyperplans Super-
couverture, Standard ou Naifs, ainsi qu’a la reconnaissance de droites dans une grille irréguliére
isothétique.

Reconstruction analytique inversible d’objets discrets

Une deuxiéme partie de notre travail a consisté en 1’étude de méthodes analytiques de re-
construction d’objets discrets. Nous voulions en particulier que les reconstructions obtenues a
l’aide de ces méthodes soient inversibles pour le modele Standard (c’est a dire que la discréti-
sation Standard de 1'objet obtenu soit identique a ’objet dicret d’origine) et topologiquement
cohérentes avec 'objet discret de départ.

Nous avons proposé dans le chapitre 3 de ce mémoire deux méthodes de reconstruction
répondant & nos critéres en dimensions 2 et 3.
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Reconstruction en dimension 2

Nous avons proposé un algorithme de reconstruction inversible de 1-courbes discrétes clas-
siques, ouvertes ou fermées, simples ou non simples. Cette algorithme est en particulier basé sur
I'algorithme de reconnaissance d’hyperplans discrets présenté dans ce mémoire et appliqué a la
reconnaissance de droites Standard.

Les résultats obtenus avec cet algorithme sont visuellement de trés bonne qualité et sont
notamment meilleurs, en terme de nombre de segments reconstruits, que les résultats obtenuns
avec les deux méthodes proposées par R. BRETON dans sa thése [Bre03].

Une premiére perspective a ce travail est 'amélioration de la méthode de reconstruction en re-
cherchant par exemple des points particuliers de la courbe (tels que les points de rebroussements
deéfinis dans |Bre03]) afin de guider la reconnaissance des segments discrets pour obtenir des ré-
sultats visuellement plus proches de I'objet discret d’origine (par exemple essayer de reconstruire
un “carré discret” en un carré euclidien).

Une deuxiéme perspective & ces travaux est I’extension de cet algorithme & la reconstruction
de courbes discrétes dans un espace discret quelconque, tel que les grilles irréguliéres isothétiques.
De part la définition de la préimage généralisée, cette extension est quasi-immeédiate.

Reconstruction en dimension 3

Nous avons présenté un nouvel algorithme de reconstruction analytique de volumes discrets
2-connexes fournissant une surface polygonale répondant & nos critéres. Cet algorithme est, tout
comme l'algorithme de reconstuction de courbes en dimension 2, basé sur notre algorithme de
reconnaissance d’hyperplans discrets appliqué cette fois-ci & la reconnaissance de plans Stan-
dard. De plus, chaque facette de la surface polygonale générée est obtenue en deux étapes : une
étape de reconnaissance contrainte (chaque facette devant étre générée peut éventuellement étre
adjacente & une autre facette déja générée), et une étape de polygonalisation. Cette derniére
étape est effectuée en appliquant un algorithme de polygonalisation de 2-courbes discrétes pla-
naires ouvertes ou fermées que nous avons proposé dans ce méme chapitre. Cet algorithme est
en particulier basé sur une méthode de reconstruction de 1-courbes irréguliéres.

Les surface générées avec cette méthode, bien que répondant & nos critéres, sont visuellement
peu satisfaisantes. Cela est principalement du au caractére fortement contraint de ’étape de
reconnaissance. De méme, le nombre de facettes générées est nettement inférieur au nombre de
facettes générées par la méthode des Marching Cubes, mais reste cependant proche des résultats
obtenus avec des méthodes de simplifications de Marching Cubes répondant aussi & nos critéres.
Plusieurs améliorations peuvent cependant étre apportées & notre méthode de maniére & obtenir
de meilleurs résultats.

Une premiére perspective a ces travaux est donc ’amélioration d’un ensemble d’étapes de
notre algorithme. En effet, les facettes générées ont des formes trés variées et présentent de
multiples concavités induisant la génération de petites facettes. Une premiére amélioration serait
d’essayer d’obtenir des facettes de forme plus réguliére, et ce de maniére a obtenir un nombre
inférieur de petites facettes.

Une deuxiéme amélioration serait d’utiliser notre algorithme de reconstruction de courbes
1-connexes étendu au cas des grilles irréguliéres pour reconstruire le contour des facettes de la
surface. En effet, I'algorithme utilisé actuellement génére un nombre important de segments, car
fortement contraint.
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A plus long terme, une derniére perspective serait d’essayer d’étendre notre méhode de recons-
truction de courbes discrétes en dimension 2 & la reconstruction de volumes discrets en dimension
3, c’est & dire, essayer de moins contraindre 1’étape de reconnaissance de plans discrets.

Le logiciel de modélisation SpaMod

Dans le dernier chapitre de ce mémoire, nous avons décrit 'architecture de notre logiciel
de modélisation géométrique a base topologique d’objets discrets en dimensions 2 et 3. Nous
avons tout d’abord décrit la structure hiérarchique que nous avons congue afin de permettre
la manipulation d’objets géométriques représentés aussi bien sous forme discréte que continue.
Nous avons de plus décrit les opérations de construction de cette structure et donné quelques
idées concernant le maniére de mettre a jour la structure dans le cas de la modification d’un des
niveaux.

Ce logiciel de modélisation est actuellement encore en cours de développement, et de nom-
breuses fonctionnalités peuvent encore lui étre associées, tant pour le traitement et la manipula-
tion d’images en dimension 2 que pour le traitement de volumes en dimension 3.

Tout d’abord, en dimension 2, les opérations de mises & jour des différentes représentations
suite a la modification de I’'une d’entre elles, discréte ou euclidienne, sont encore en cours d’étude.

De méme, certaines opérations annexes peuvent éventuellement étre ajoutées. Certaines ont
déja été ajoutées telles que des opérations d’homothétie discréte [LSA06], ainsi qu'un algorithme
de segmentation par ligne de partage des eaux.

Enfin, extension & la dimension 3 de ce logiciel est elle aussi en cours développement.
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Architecture d’'un modeleur géométrique a base topologique
d’objets discrets et méthodes de reconstruction
en dimensions 2 et 3

Résumé :

Dans cette thése nous nous intéressons a la question suivante : comment obtenir un objet
continu & partir d'un objet discret 7 Dans un premier temps, nous nous intéressons au probléme de
la reconnaissance de primitives discrétes, en proposant une notion de préimage généralisée. Cette
préimage est un objet géométrique qui fournit ’ensemble des hyperplans discrets contenant les
points discrets considérés. Nous en déduisons un nouvel algorithme incrémental de reconnaissance
d’hyperplans discrets et de reconstruction inversibles en dimensions 2 et 3. Dans un deuxiéme
temps, nous avons abordé la modélisation d’objets discrets sous la forme d’un outil de modé-
lisation géométrique a base topologique permettant la manipulation d’objets tant sous forme
continue que discréte. Les différentes représentations d’'un méme objet géométrique coexistent
a lintérieur d’une unique structure hiérarchique. Chaque niveau de la structure ainsi que les
opérations internes sont décrites.

Mots-clés : géométrie discréte, reconnaissance, reconstruction inversible, modélisation géomé-
trique et topologique, cartes généralisées.

Design of a topology based geometrical discrete modeler and
reconstruction methods in 2D and 3D

Abstract:

Digital geometry provides tools to manipulate digital data such as digital images. Especially,
relations between discrete and Euclidiean objects are of interest. For instance, we try to answer
the following questions : How to obtain digital objects from Euclidean ones, and in the same
way, how to obtain Euclidean objects from digital ones? In this thesis, we study these two
problems. First, we are interested in the digital hyperplane recognition problem which consists
in determining if a digital point set belongs to a same digital hyperplane. In order to solve this
problem, we propose the definition of a generalized preimage, defined in a parameter space, which
provides the set of digital hyperplanes that contain all given digital points. We deduce a new
incremental digital hyperplane recognition algorithm. We propose two digital objects invertible
reconstruction methods in dimensions 2 and 3. In the second part of this work, we present the
kernel of a modeling software that handles geometric objects represented in continuous and digital
forms. Different representations of a same object coexist in an unique hierarchical structure. Each
level of this structure as well as construction operations are detailed.

Keywords: Discrete geometry, recognition, invertible reconstruction, geometrical and topologi-
cal modeling, G-maps.






